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Egyiittes silyfiiggvény.

Az X és Y diszkrét valoszintségi valtozok egyiittes sulyfliggvénye px y(z,y) = P(X =z,Y =y).
Diszkrét valoszintiségi valtozok fiiggetlensége.

Azt mondjuk, hogy az X és Y valoszintségi valtozok fiiggetlenek, ha px y (z,y) = px(z) - py (y).

Eloszlasfiiggvény.
Egy X valoszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye Fy(z) = P(X < z).

Tétel.
Egy F fiiggvény akkor és csak akkor eloszlasfiiggvény, ha

(i) F monoton névekvs,
(ii) Ih_g)lo F(z)=1,
(iii) IEIPOOF(QU) =0,
(iv) F balrol folytonos.

Folytonos valoszintiségi valtozo.
Egy X valoszintiségi valtozo folytonos, ha létezik olyan f > 0 fiiggvény, amelyre
x

Fe() = [ @
Ekkor az f fiiggvényt az X stirtiségfiiggvényének nevezziik.
Tétel.

Egy f fliggvény akkor és csak akkor stirtségfiiggvény, ha
f=0,
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(ii) / f(z)dx =1.
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1. Kétszer dobunk egy szabélyos dobokockéval. Jelolje X a dobott szamok kozott a hatosok, Y pedig a paros
szamok szamat.
(a) Adjuk meg X és Y egylittes sulyfiiggvényét.
(b) Hatarozzuk meg X, illetve Y sulyfiiggvényét.
(c) Rajzoljuk fel X illetve Y eloszlasfiiggvényét.
(d) Figgetlen-e X és Y?
(e) Hatarozzuk meg az E(X +Y) ¢s E(XY') varhato értékeket.
2. Egy (1 x 3)-as négyzetracs harom mezgjét egymastol fiiggetleniil 1/2 valoszintiséggel feketére és 1/2 va-
loszintiséggel fehérre szineztiik. Jelolje X a fehér mezsk szamat, Y pedig azt, hogy hany mezsbdl 4ll a

legnagyobb Osszefliggd fekete teriilet. (Példaul ha a mezdket rendre feketére, fehérre és feketére szinezziik,
akkor X és Y értéke is 1.)

a) Hatéarozzuk meg X és Y egyiittes sulyfliggvényét.
g gy yluggveny
(b) Hatarozzuk meg X, illetve Y sulyfiiggvényét.
(c) Hatarozzuk meg E(XY) értékeét.
3. Legyenek X és Y fliggetlen geometriai eloszlast valoszintségi valtozok p = 2/3 paraméterrel.
(a) Hatarozzuk meg X és Y egyiittes sulyfiiggvényét.
(b) Hatéarozzuk meg az E(X +Y) és E(XY') varhato értékeket.
(c) Hatarozzuk meg a P(X =2 |Y = 5) valoszintséget.
4. Az alabbi R — R fiiggvények mindegyikérsl dontsiik el, hogy eloszlasfiiggvények-e.
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5. (a) Hatarozzuk meg « értékét, ha tudjuk, hogy f(z): R — R egy strtiségfiiggvény.

(b) Adjuk meg az F(x) eloszlasfiiggvényt.

(c) Hatarozzuk meg az eloszlas medianjat, azaz azt az x szamot, amire az f(x) strtségfiiggvényd X
valoszintiségi valtozora P(X < x) = 1/2 teljesiil.

(i) f(z) =

(0% 13—332 a X
0 f(x):{ (2 ), ha0<ux <2,

acosy, hal<z<m,
0, kiilénben

0, kiilénben
6. Egy X valoszintiségi valtozo stirtségfiiggvénye

fi(x) = {02, haz > 1,

X
, kiilonben,
ahol ¢ > 0 egy megfelelGen valasztott konstans.
(a) Hatarozzuk meg c értékét.

(b) Definidljuk az Y diszkrét valoszintiségi valtozot a kovetkezoképpen:

3, ha X <3,
Y =40, ha3 <X <4,
4, kiilonben.

Hatéarozzuk meg Y sulyfiiggvényét.
(c) Hatarozzuk meg Y varhato értékét és szorasat.

7. A [0, 1] intervallumon taldlomra kivalasztunk egy pontot. Jelolje X a kivéalasztott pont tavolsagat 0,3-tol.
Hatarozzuk meg X eloszlas- és stirtiségfiiggvényét.

8. A sikon a (0,0), (0,1) és (1,1) cstcspontokkal rendelkezs haromszog belsejében taldlomra kivalasztunk egy
(X,Y) pontot.
(a) Hatarozzuk meg X eloszlas- és strtiségfiiggvényét.
(b) Hatéarozzuk meg Y eloszlas- és stirtiségfiggvényét.
9. A [0, 1] intervallumban kijeloliink véletlenszertien harom pontot. Jelolje Y ezek koziil a kozépsst. Hatéaroz-
zuk meg Y eloszlés- és stirtiségfiiggvényét.

10. Az (1/2,0) és (1,0) pontok kozotti szakaszon taldlomra valasztunk egy A pontot, és ettsl fiiggetleniil,
szintén taldlomra valasztunk egy B pontot az origo és a (0,1) pont kozotti szakaszon. Jelolje X az ABO
sz0g tangensét. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

IMSc-pontos feladat.

5. (a) Adjunk példat olyan valosziniiségi valtozora, amelynek az eloszlasfiiggvénye nem folytonos, és az sem
teljesiil ra, hogy véges sok pont kivételével differencialhato.

(b) Tekintsiik az alabbi R — R fliggvényt:

0, ha x <1,
g9(x) = )
—, hak <z <k+1 valamely k € Z; szamra.
x
(i) Mutassuk meg, hogy a [*°_g(z) dz integral véges.
(ii) Jelolje « a fenti integral értékét, és legyen tetszéleg x € R esetén f(z) = ég(w), illetve F(z) =
ffoo f(t)dt. Mutassuk meg, hogy f egy stirtiségfliggvény, de F' megszamlalhatoan végtelen sok
pontban nem differencialhaté.



