Determinans
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2025.

Permutacio.

Az n-tagt m = (my,...,7,) szamsorozatot permutéacionak nevezzik, ha az 1,...,n szdmok mindegyikét pontosan
egyszer tartalmazza. Az n-edfokd permutéciok halmazat S, jeloli.

Inverzio.
A m = (m,...,m,) permutéacioban a m; és a m; tagok inverzioban allnak, ha ¢ < j, de m; > m;. A 7w permutéci6
inverzioszama az Osszes inverzidban allo szampéarok szama. Ennek jele I(7).

Determinans.

Az n X n-es A méatrix determinansanak a det(A) = Z (—1)1™ H @ x(;) értéket nevezziik.

TESy i=1
Tétel.
Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ekkor az alabbiak teljesiilnek.

(i) Ha A fels6/alsé haromszogmatrix, akkor det(A) a f6atlobeli elemek szorzata.

(ii) Ha A egy sora/oszlopa csupa nulla, akkor det(A) = 0.

(iii) Ha A egy sorat/oszlopat A-val végigszorozzuk, akkor a determinans is A-val szorzodik.

(iv) Ha A két sorat/oszlopat felcseréljiik, akkor a determinéns el§jelet valt.

(v) Ha A két sora/oszlopa megegyezik, akkor det(A) = 0.

(vi) Ha A egy soranak/oszlopanak A-szorosat hozzaadjuk egy maésik sorhoz/oszlophoz, akkor a determinéns nem

valtozik.

Tétel.

Legyenek A, B, C' (n x n)-es matrixok és legyen i € {1,...,n} tetsz6leges. Ha az A, B, C méatrixok az i-edik sorukat
leszamitva megegyeznek, valamint a C' matrix sora éppen az A és a B matrix i-edik soranak a tagonkénti Osszege,
akkor det C' = det A 4 det B.

1. Hatéarozzuk meg az aldbbi permutaciok inverzidszamat.
(a) (1,3,5,7,9,8,6,4,2) (¢) (21,22,...,30,11,12,...20,1,2,...,10)
(b) (ny,n—1,...,2,1)

2. Szamitsuk ki az alabbi determinansok értékét a determinéns definicidja szerint.

(a) (b)

-5 2 0 -3 0 9 8 5 7 4
-4 9 0 7 3 0 2 0 0 6
6 5 -2 —6 8 03 0 27
-1 7 0 10 01 0 0 3
00 O 10 1 9 0 8 6

3. Szamoljuk ki az alabbi determinénsok értékét.

(a) (b) (c)

1 -1 0 3 0 1 -3 2 3 0 00 0 7 2
-1 3 6 5 2 -6 4 11 -7 00 0 9 3
-3 3 2 -3 2 -3 9 -5 -9 ) 0 0 0 5 8

3 -1 4 9 -8 4 —12 8§ 13 =2 7 2 9 8 6
-4 4 1 -8 3 5 —11 10 -1 -12 31 4 5 5



4. Hatarozzuk meg minden n € Z, esetén azon (n X m)-es A matrix determininsat, melyben tetszdleges i,j €
{1,2,...,n} esetén az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztez3désében allo elem

(a) .
Qi = { 1:

5. Legyen A egy nem 0-determinénsa, (9 x 9)-es méatrix, A’ pedig az a matrix, amit A-bol az els§ sor A-val valo
szorzésaval kapunk. Mennyi lehet A értéke, ha tudjuk, hogy det(A’) = det(A\A)?

(b) ay; =i** +1;
ha i = j,
ha i # j;

ha i = j,
ha i # j.

6. A jobbra lathaté determinans definicié szerinti kiszamitasakor

(a) hany nemnulla szorzat keletkezik; 0 1.0 2
0 3 40
(b) milyen elGjelet kap az a szorzat, amelynek az egyik 05 6 0
tényezdje 37 78 9 0
7. Hatarozzuk meg (det A + det B) értékét, ahol A és B az alabbi matrixok.
1 2 5 3 2 7 8 16
14 3 7 14 3 7
A= 3 9 13 19 B= 3 9 13 19
1 4 6 23 1 4 6 23

8. Futtassuk a Gauss-eliminaciénak a determinans kiszamitasara szolgald valtozatat az alabbi bemenetre és adjuk meg
a determinéns értékét.

-2 -6 -10 0
1 3 2 0
-3 -9 -14 =2
4 13 22 -1

9. A (6 x 6)-0s A matrix f6atlojaban és alatta minden elem 1-es, a jobb fels§ sarkdban allo elem 2018, a matrix Osszes
tobbi (14 darab) eleme pedig 0. Hatarozzuk meg A determinansat.

10. Legyen 7(1),m(2),...,7m(n) az 1,2,...,n szamok egy tetszGleges permutacidja. Készitsiik el az (n x n)-es A matrixot
a kovetkezSképpen: minden ¢ € {1,2,...,n} esetén a méatrix i-edik soraban a =(i)-edik helyen és attol jobbra
mindenhol alljon 1-es, a m(i)-edik helytsl balra pedig mindenhol alljon 0. Hatarozzuk meg A determinénsat.

11. Egy (101 x 101)-es A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztez6désében allo elem

32004 nek a (2i + j)-edik szdmjegye, ha i-j paros,
Qi = S
0, ha i - j paratlan.
Hatarozzuk meg A determinansat.
12. Az alabbi A matrixra det A = 45653. Mennyi det B értéke?
9 2 8 1 2 1 9 4 8 2 2 2
4 7 2 7 6 9 2 717 39
6 4 3 1 8 3 6 8 3 2 8 6
A= 8 3 0 4 6 5 B= 4 3 0 4 3 5
21 73 90 2 276 90
0 56 9 8 4 0 53 9 4 4
13. Bizonyitsuk be, hogy
1849 1444 1896 1222
1490 1703 1790 1526 £0
1342 1566 1541 1514 ’
1242 1552 1382 1825

14. Egy (n X n)-es matrix minden eleme 1 vagy —1

15. Az (n x n)-es A matrixra A + A? + A3 = 0 teljesiil. Mutassuk meg, hogy ekkor det A = 0 vagy det A = 1.

. Bizonyitsuk be, hogy a determinansa oszthaté 2"~ '-nel.



