Altér, generatorrendszer, lineéris fliggetlenség
BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1
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Linearis kombinacio.

Legyen vy,...,v, € R és Ay, ..., A\ € R A \u, + ... + A\, vektort a vy, ..., v, vektorok Aq, ... Ak
skalarokkal vett linearis kombinaci6janak nevezziik.
Generalt altér.
Legyen vy,...,u, € R". A
(Uise o) = { Moy + . Ay | Ar, ., A € R}
halmazt a v,,..., v, vektorok altal generalt altérnek nevezziik.
Linearis fiiggetlenség.
A vy, v,,...,v, € R" vektorrendszerrdl azt mondjuk, hogy linearisan fiiggetlen, ha
)\1Q1+...+)\kyk:Q < A =...= =0
ellenkezd esetben linearisan Osszefiiggsé vektorrendszerrél beszéliink.
Az Gjonnan érkezé vektor lemmaja.
Ha az L’ iQ, e ,ik rendszer lineérisan fiiggetlen, de az L,L, e ,ik, ikﬂ rendszer linedrisan Osszefiig-

g6, akkor Lc+1 € (L,L, o ,ik> (vagyis ik+1 kifejezhets az f, f,,..., f, linedris kombinéaciojaként).
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Hatarozzuk meg az alabbi vektorrendszerek altal generalt alteret, majd dontsiik el, hogy a vektorrend-

szerek lineédrisan fiiggetlenek-e.
(a) u,v,w (b) u,v,w,a (c) w,v,w,b

2. Az R* mely vektorai fejezhetdk ki az (1,1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1) vektorokbol?
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3. Legyen

Hatéarozzuk meg az aldbbi vektorrendszerek altal generalt alteret, majd dontsiik el, hogy a vektorrend-

szerek linedrisan fiiggetlenek-e.
(a) u,v,w (b) u,v,e (c) u,e (d) w,v,w,e

4. Dontstik el, hogy linearisan fiiggetlenek-e az alabbi vektorrendszerek és hatarozzuk meg az altaluk

generalt altér egyenletét.
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A p valos paraméter milyen értékeire linedrisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?

1 1 -2
u= 2 v = -1 w = -1
= 3 ) = p ) —_ 1
p 8 p

Generatorrendszert alkotnak-e az alabbi, R3-beli vektorok?

() () -0

Legyen a, b, ¢ linedrisan fliggetlen vektorrendszer egy tetszéleges vektortérben. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor az a — b, a — ¢, b + ¢ vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.

. Az a,b,c € R" vektorok linedrisan fiiggetlenek. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a 3a — b, 2a + ¢ és 4b — 3¢

vektorok is mindig linearisan fiiggetlenek?

. Legyenek a, b, ¢ tetszéleges R"-beli vektorok (valamely n pozitiv egész szamra) és legyen u = a + b,

v=>0b—césw=c+ 2a. Igazak-e az alabbi allitasok?
(a) Ha a,b, ¢ linearisan fiiggetlen, akkor u, v, w is linearisan fiiggetlen.

(b) Ha u,v,w linearisan fiiggetlen, akkor a, b, ¢ is lineéarisan fliggetlen.

Tegyiik fel, hogy az u,, u,, ..., u,, vektorok koézott pontosan egy olyan van, ami kifejezhets a tobbi
linedris kombinaciojaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor csakis a nullvektor lehet.

Az R™-beli vy, v,, ..., v, vektorokrdl tudjuk, hogy az sszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk be, hogy

<21’22’ < 7Qk71> = <227237 B an>-

Az R™-beli a,b, ¢, d vektorokrol tudjuk, hogy d € (a,b,c) és a ¢ (b,c,d). Dontsiik el, hogy az alabbi
allitasok mindegyikérsl, hogy biztosan igazak, biztosan hamisak, vagy lehetnek igazak és hamisak is (a,
b, ¢ és d valasztasatol fiiggden).

(a) de (b (b) be(cd)

Tegyiik fel, hogy az (R™-beli) v,,v,,...,v,, vektorok linearisan Gsszefiiggdk, de koziilik barmely 9-et
kivélasztva linearisan fliggetlen vektorrendszert kapunk. Mutassuk meg, hogy a v,,v,,...,v;, vektorok
barmely 0-t ad6 linearis kombinéci6jaban vagy mindegyik egyiitthatd 0 vagy egyik egyiitthatd sem 0.
(Azaz: mutassuk meg, hogy A; v, + Ao vy + ...+ Ajg - v = 0 esetén Ay = Ay = ... = g = 0 vagy
)\1 : )\2 L )\10 7& 0 teljesul)

Az R"-beli a,b, ¢, d vektorokrol tudjuk, hogy az a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek, de az a + b +
¢,a —b—3d,a+ c+ 5d vektorok linearisan sszefiiggsk. Kovetkezik-e ebbdl, hogy d € (a, b, ¢)?



