Szamelmélet
BEVEZETES A SZAMITASELMELETBE 1
1. gyakorlat
2025.

Definicié.
Legyenek a,b,m € Z, m # 0 tetsz6legesek. Azt mondjuk, hogy a kongruens b-vel modulo m, ha a
és b azonos maradékot ad m-mel osztva. Ennek a jele a = b (mod m).

Allitas.
Legyenek a,b,m € Z, m # 0 tetsz6legesek. Ekkor a = b (mod m) pontosan akkor teljesiil, ha
m | b— a.

Néhany azonossag.
Tetsz6leges a, b valos szdmok és n > 1 egész szam esetén

a" —b"=(a—b)(a" " +a" b+ .. a2 o).
Tetsz6leges a, b valos szamok és n > 1 paratlan szam esetén

a” +b" = (a+b)(a" ' —a" b+ ... —ab" "),

Pozitiv oszték szama.
Legyen az n € Z, n > 1 szam kanonikus alakja n = p* - p3? - ... pp*. Ekkor az n pozitiv osztoinak
aszama (a; +1)(az+1) ...« (o + 1).

1. Igazak-e az alabbi allitasok?
(a) 100 =43 (mod 19) (h) 4321% = 12342 (mod 5555)

)
(b) 70 =92 (mod 6) (i) 423 =253 (mod 17)
(c) 1234567 = 7654321 (mod 9) (i) 81.10% = 43 10% (mod 19)
(d) 18 = ~13 (mod 5) (k) 223 + 24 = 25 (mod 11'2)
(e) 50 = —17 (mod 11) -
(f) —4 =22 (mod 13) (1) 123G = 123 (mod 18)
(g) 21190 =0 (mod 7'%) (m) 1101101013, = 10001011013 (mod 8)

2. Az z egész szamra x = 7 (mod 555) teljesiil. Igazak-e az alabbi allitasok?

(a) 2 =7 (mod 111) (e) 3z =21 (mod 1665)
(b) x =7 (mod 1665) (f) « 9 (mod 555)
(¢) z+10=17 (mod 555) (g) ' = 7100 (mod 555)
(d) 3 1 (mod 555) (h) 2% =27 (mod 555)
3. Mely pozitiv egész m szamokra teljesiilnek az alabbi allitdsok?
(a) 149 =139 (mod m) (¢) 13 =613 (mod m) ¢és 23 =617 (mod m)
(b) 2021 = 2022 (mod m) (d) 7m+ 61 =4m+ 76 (mod m)

4. Melyik az a legnagyobb m modulus, amelyre a 422 = 2015 (mod m) kongruencidnak megoldasa az
x =37



5. Dontsiik el az alabbi allitdsokrol, hogy igazak-e minden n egész szamra.

(a)
(b)
()

Ha n? =1 (mod 13), akkor n = +1 (mod 13).
Ha n? =1 (mod 39), akkor n = 1 (mod 39).
Ha n? =1 (mod 39), akkor n = +1 (mod 13).

6. Irjuk fel az alabbi feltételeket egy-egy kongruencia segitségével.

(a)
(b)

()
(d)
(e)

Egy szam 78-szorosa 6 maradékot ad 98-cal osztva.

Egy szam 109-cel vett osztasi maradéka 5-tel kisebb, mint a szam 18-szorosanak a 109-cel vett
osztési maradéka.

Az n egész szamra 43n — 1 utolso két szamjegye megegyezik 2n + 2 utolsé két szédmjegyével.
Egy szam hexadecimalis alakjanak utolso jegye E.

Egy szam 7-es szamrendszerbeli alakjanak utolso két szamjegye 11.

7. Irjuk fel egy kongruenciarendszerrel az alabbiakat.

(a)
(b)

8. (a)
(b)
(c)
(d)

Egy szazlabt meg akarja szamolni a l4bait: ha 13-aséval szamolja a labait, akkor 3 marad ki,
ha 17-esével szamolja, akkor viszont 10 marad ki.

Egy helyi cukraszda el6re csomagolt diszdobozokban, akciésan értékesiti a kardcsony elGttrél
megmaradt szaloncukrot. Amikor tizenkettesével probaljak dobozolni a cukrokat, akkor hét
cukor megmarad. Amikor viszont ehelyett Gtvenes megapakkokkal prébélkoznak, akkor az
utolsé dobozba épp eggyel kevesebb jut a sziikségesnél.

Hény pozitiv osztdja van a 27000-nek?

Hany olyan pozitiv osztoja van a 27000-nek, ami oszthato 3-mal?

Hény olyan pozitiv osztéja van a 27000-nek, ami négyzetszam?

Hatarozzuk meg a 27000 és az 16200 kozos pozitiv osztéinak a szamaét.

9. Hany olyan egész szam van 1 és 1000 kozott, aminek ugyanannyi paros osztdja van, mint paratlan?

10. Bizonyitsuk be, hogy ha az n > 1 szamnak 2005 pozitiv osztdja van, akkor n nem lehet egy egész
szam 0todik hatvanya.

11. Melyek azok a p primszamok, amelyekre p + 10 és p + 14 is prim?

12. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely n > 1 egészre 2™ — 1 prim, akkor n is prim.

13. Bizonyitsuk be, hogy ha valamely n > 1 egészre 2" 4+ 1 prim, akkor n 2-hatvany.

14. Egy faluban széz csalad él, 1-t6] 100-ig szamozott hazakban. A Mikulas megérkezik a krampuszaival
a faluba.

(a)

Az els6 krampusz minden hazba visz egy ajandékot, a méasodik krampusz csak minden masodik
hazba visz a jandékot (azaz az els6be nem, a masodikba igen, stb.), a harmadik krampusz
minden harmadik hézba és igy tovabb, végiil az utols6 krampusz méar csak az utols6 hazba.
Hany csalad kap pératlan sok ajandékot?

A kovetkez6 évben az els6 krampusz minden hézba visz egy ajandékot, a masodik krampusz
minden masodik hazba visz két ajandékot, a harmadik krampusz minden harmadik hézba
visz harom ajandékot és igy tovabb, végiil az szazadik krampusz a szazadik hazba visz széaz
ajandékot. Ezuttal hany csalad kap paratlan sok ajandékot?

15. Melyek az n* + 4 alakt primek (azaz melyek azok a p primszamok, amelyekhez taldlhato olyan n
egész szam, hogy p = nt +4)?



