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Zarthelyi dolgozat

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Az A, B és C eseményekrdl tudjuk, hogy A és B kozil legalabb az egyik mindig bekovetkezik,
A és C fuggetlenek, valamint P(A) = P(B) = 0,6 és P(C) = 0,1. Vélaszoljuk meg (indoklassal!)
az alabbi kérdéseket.

(a) (4 pont)

(1 pont) A keresett valésziniiség P(A N C') (azt soha nem muszdj odairni, hogy ,a keresett

valdsziniiség”, csak dertiljon ki, hogy ezt szdmolja)

(1 pont) =P(A)P(C)

(1 pont) = 0,06 (k6zonséges tort alakban is jo),

(1 pont) mert fiiggetlenek.

(b) (7 pont)

(1 pont) A keresett valoszintiség P(A N B).

(1 pont) A Poincaré-formula szerint (szitaformula szintén OK, de meg kell nevezni)

(2 pont) P(AU B) =P(A) + P(B) — P(AN B),

(1 pont) atrendezve P(AN B) = P(A) — P(B) — P(AU B). (Az eléz6vel ésszevonhat6, de csak

ha helyesen szerepel, kiilonben nem jar részpont.)

1 pont) Mivel A és B koziil legaldbb az egyik esemény mindig bekévetkezik, ezért P(AUB) = 1.
1 pont) Igy P(ANB) = 0,6 +0,6 — 1 = 0,2 (ez OK részletszamitasok nélkiil is, £ alakban is).

(
(
(c) (3 pont)
(1 pont) (Definicié szerint — ezt nem kell odairni) P(B|A) = P(AN B)/P(A)
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1 pont) =0,2/0,6
= 1 (tizedestort alakban is OK).

d) (6 pont)
1 pont) A keresett valészintiség P(A N C).

2 pont) Mivel A és C fiiggetlenek, ezért A és C is.
1 pont) Tehat P(ANC) =P(A)P(C)
) = (1 =P(4)(1-P(C))

(
(
(
(
Innen 1. megolddas.
(
(
(
(1 pont) =0,4-0,9 = 0,36 (ez OK részletszamitasok nélkiil is, kozonséges tort alakban is).

2. megoldas.

(1 pont) P(ANC) =P(AUC).

(1 pont) =1-P(AUC).

(0 pont) Ismét a Poincaré-formula szerint

(1 pont) PLAUC) =P(A) +P(C) —P(ANC)
(1 pont) = 0,6 + 0,1 — 0,06 = 0,64,

(1 pont) tehat a keresett val6sziniiség 0,36.

2. Az 1 épiilet portdjan 2 db kék, 3 db zold, 1 db fekete és 2 db piros filctoll talalhatd. Valszam
gyakorlat el6tt véletlenszeriien (azonos valészintiséggel) kivalasztunk egyet a filctollak koziil,

1
amivel a gyakorlaton {rni fogunk a tablara. Tudjuk, hogy egy kék filctoll = egy z0ld 1 68y
1 1
fekete 5 egy piros pedig 10 valoszintiséggel fogy ki a gyakorlat végére.

(a) Mennyi a val6szintisége, hogy zold filctollat valasztunk és az kifogy a gyakorlat végére?

(b) Mennyi a valészintisége, hogy a valasztott filctoll (akdrmilyen szint legyen is az) kifogy a
gyakorlat végére?

(c) Feltéve, hogy a vélasztott filctoll kifogyott a gyakorlat végére, mi a valdszintisége, hogy
piros szint volt?

Megoldas.

Jelolje K, Z, F, P rendre azt az eseményt, hogy kék, zold, fekete, illetve piros tollat valasztunk,
B pedig azt az eseményt, hogy a vélasztott toll kifogy. (Persze nem baj, ha ezeket nem nevezi
el és ugy hasznélja a tételeket.)

(a) (5 pont)

(1 pont) A keresett valoszintiség P(Z N B)

(1 pont) = P(Z)P(B|Z) (ha ez megvan, akkor az el6z6 pontot is meg lehet adni)

(1+1 pont) = 2 -  (nem kell jobban indokolni, de P(Z) azért ennyi, mert 10 tollbdl 3 zold és
a Val(’)szinﬁségi mez6 klasszikus)

(0 pont) = (= 0,09375),

(1 pont) ahol az els6 egyenloségnél a szorzési Szabélyt hasznéltuk (nem kell a szorzési szabélyra

« /ey

kepletet)

(b) (8 pont)

(1 pont) A keresett val6szintiség P(B).

(1 pont) A teljes valoszintiség tétele (elég: TVT) szerint

(1 pont) P(B) = P(K) (B|K) + P(2)P(B|2) + P(F) P(B|F) + P(P) P(B|P)

22 pont) =2-2+4+2. 2+ 1. 14 2. % (az (a)-hoz hasonléan; nem kell indokolni)

Tostseats 0 24375) (OK tovabbi részletszamoldsok nélkil is, ha megvan,

1 pont) = 160 = 160<

hogy honnan jon.)
(1 pont) A TVT-t azért hasznalhatjuk, mert a K, Z, F, P események teljes eseményrendszert
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alkotnak,

(1 pont) mivel paronként kizaréak és az unidjuk a teljes eseménytér (ha ez megvan, akkor az
el6z6 pont is jar; tobb indoklas nem kell, mert nyilvanvaléan igaz a kijelentés, egyszerre csak
egyfajta szini filctollat hizhatunk és egyfajtat mindig kihtzunk).

Itt is igaz, hogy ha levezeti a TVT-t (akar csak az itt sziikséges konkrét formajat) a feltételes

« /ey

(c) (7 pont)

(1 pont) A keresett valoszintiség P(P|B).

(1 pont) Bayes-tétellel (szintén j6: Bayes-formula, vagy barmi, amiben benne van a Bayes. Az
egyszerii Bayes-tétel nem j6, de ha uténa jé képlet jon, akkor arra is megadjuk a pontot)

_ P(BIP)P(P) _ P(B|P) P(P)
(2 pont) P(P|B) = P(B)  P(K)P(B|K)+P(Z)P(B|Z)+P(F)P(B|F)+P(P)P(B|P)

(a két alakbdl elég az egyik. Az elsd alak esetén a Bayes-tétel helyett j6 a szorzasi szabélyra
is hivatkozni, illetve arra, hogy P(B)-t mér kiszamoltuk. Ha a szorzési szabdlyra mar egyszer
hivatkozott az (a)-ban, akkor nem is kell még egyszer.)

2.
8

(141 pont) = £5°

1 pont) = 4 (= 0,1026).
39

1
3. Egy villamosvonalon mindennap egymastol fiiggetleniil 0 valoszintiséggel fordul el6 tizemzavar.

(a) 20 napon keresztiil mindennap megfigyeljik, hogy aznap el6fordult-e tizemzavar a vonalon.
Jelolje X azon napok szamat a 20 nap koziil, amikor eléfordult tizemzavar. Adjuk meg X
varhato értékét és szorasat, valamint a P(X > 2) valdszintiséget.

(b) Egy adott naptdl kezdve — nevezziik ezt az 1. napnak — mindennap megfigyeljik, hogy
volt-e tizemzavar a vonalon, egészen addig, amig az elsO ilizemzavart nem tapasztaljuk.
Mennyi a valdszintisége, hogy ez az els6 lizemzavar pontosan a 3. napon fog bekovetkezni?
Es feltéve, hogy az elsé harom nap egyikén sem volt iizemzavar, mi a valészinfisége, hogy
az elsé Ot nap egyikén sem tapasztalunk iizemzavart?

Megoldas.

(a) (10 pont)

(1 pont) X binomidlis eloszldst

(141 pont) n = 20 és p = 75 paraméterrel. (Elég: X ~ Bin(20; 75). (Nem kell indokolni, de
az indoklas a szokéasos: n kisérletet végziink, amelyek egymastél fiiggetleniil p valdszintiséggel
sikeresek, ahol a siker itt az lizemzavart jelenti, és X a sikerek szama. Nem baj, ha nem hasz-
néalja az n és a p jeloléseket, ha késébb kidertil, hogy helyesen hasznélja a paramétereket.).

(1 pont) Ezért E(X) =np =2

(1 pont) és D(X) = /D*(X)

(1 pont) = (/np(1 —p) (ha ez megvan, akar konkrét n-nel és p-vel behelyettesitve, akkor az
el6z6 pont is OK)

(1 pont) = /1,8 =~ 1, 3416.

(I1pont) P(X >2)=1-P(X =0)—P(X=1)-P(X =2)

2
(1 pont) =1—(1-0,1)*—20-0,1-(1—-0,1) — (2()) 0,12 (1 —0,1)*® (n-nel és p-vel is OK,

——
=190

behelyettesitve is OK; itt azt hasznaltuk, hogy (200) =1, (210) = 20)

(1 pont) = 0,3231.

(b) (10 pont)

(1 pont) Jelolje Y azon nap sorszamét, amikor el6szor fordul elé iizemzavar. Ekkor Y geomet-
riai eloszlasu

(1 pont) p = 55 paraméterrel (indokolni itt sem kell, elég: Y ~ Geo(55)).
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PV >2)=1-P(Y =1)—P(Y=2)=1-01-09-0,1

(1 pont) = 0,81.

Ha pl. P(Y > 4]Y > 2)-t ir, az is j6 (bar ebben az esetben nehezebb lesz az orokifjusagot jol
hasznalni).

4. Egy kalapba betesziink egy cédulat, amelyikre a 3-as szdmot irtuk, és egy olyat, amelyikre
a 4-est. Egy masik kalapba pedig egy olyan cédulat tesziink, amelyikre a 2-es szamot irtuk,
és egy olyat, amelyikre a 3-ast. Véletlenszeriien kihtizunk mindkét kalapbdl egy-egy szamot.
Definialjuk az X és Y valoszinliségi valtozokat a kovetkezdképpen: legyen az X valdszintiségi
valtozé értéke 2, ha az elsé kalapbdl a 4-es szamot huztuk ki, kiilonben pedig legyen X értéke
1, Y értéke pedig legyen azon kalapok szama, ahonnan 3-as szdmot huztunk. (Példdul ha az
els6 kalapbdl a 3-as szamot hiztuk, a masodikbél pedig a 2-est, akkor X =1ésY = 1.)

(a) Hatédrozzuk meg X és Y egyiittes eloszlasat (azaz P(X = k,Y = ¢) értékét minden olyan
k-ra és (-re, amire ez a valdszintiség pozitiv) tablazatos forméaban.

(b) Hatarozzuk meg X és Y peremeloszldsait is.

(c) Fuggetlen-e X és Y7

(d) Hatérozzuk meg az X3 (figyelem, harmadik hatvény!) valészintiségi valtozo varhato érté-

két.
Megoldas.
X
Y 1 2 by
T 1 1
S
.
S R
px | 3131
Pontozas:

(a) (6 pont)

(6 pont) Tokéletes egytittes eloszlas tablazat.

Ha nem tokéletes: minden helyes nem 0 értékre 1-1 pont jar.

Ha a tabldzatban negativ vagy 1-nél nagyobb valésziniiség is eléfordul, akkor az (a)-ra egybél
0 pont!

Ha a tablazatban szerepld valoszinliségek osszege nem 1, akkor 6sszesen max. 3 pont.

(b) (5 pont)

(3 pont) Y sulyfiiggvényének értékeit a megfelels sorok 6sszegzésével kapjuk (nem kell indokol-
ni) — ezt nem kell kijelenteni, csak alkalmazni. Ha csak kijelenti, de nem szamolja végig, arra 1
pont.

(2 pont) X sulyfiiggvényének értékeit a megfelelé oszlopok Gsszegzésével kapjuk.

Ha X és Y szerepét Osszekeveri, akkor az (a)-ra max. 4, a (b)-re max. 2 pont. Szabad a téb-
lazatot transzponalva is felrajzolni, de akkor annak megfelelden kell a peremeloszlasokat is
kiszamolni.

Az (a)-beli hibdk tovabbgorgetéséért itt nem kell Gjra pontot levonni, de negativ vagy 1-nél
nagyobb valészintiségekre itt sem jar pont, és ha valamelyik peremeloszlasnal az 6sszeg nem 1,
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akkor arra a peremeloszlasra max. 1 pont.

(c) (4 pont)

Onmagaban annak a kijelentésére, hogy nem fiiggetlenek, indoklas nélkiil nem jar pont.

(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert... (valami indoklas, ami nem is helyes, de el lehet hinni, hogy
komolyan gondolta)

(1 pont™) a fiiggetlenséghez az kellene, hogy minden k& € Ran(X)-re és ¢ € Ran(Y)-ra P(X =
kY =0)=P(X =k)P(Y = /) teljesiiljon.

(1 pont) Talal egy olyan (k,¢) part, ahol P(X =k, Y =) # P(X = k)P(Y = () (ez az el6z6
1épéssel Gsszevonhatd).

(1 pont) Meggyéz6dik arrél, hogy ezek tényleg nem egyenl6ek, pl. odairja, hogy mennyi ebben
a konkrét esetben a megfeleld P(X =k, Y = /() és P(X = k) P(Y = {) értéke (nem kell nagyon
részletezni). Adott esetben az is elég, hogy az egyiittes val6sziniliség 0, a margindlisok szorzata
meg nem 0.

*Megjegyzés: Mivel itt csak azt kell belatni, hogy nem figgetlenek, ehhez elég, ha mutat egy
ellenpéldét, és leirja, hogy ezekre a metszet valdszintisége nem a valészintiségek szorzata. Igy
ha minden mas megvan, akkor jar a (c)-re a maximélis pontszam akkor is, ha nem mondja ki,
hogy a fiiggetlenséghez ennek minden k-ra és f-re teljesiilnie kellene.

(d) (5 pont)

(0 pont) A transzformalt varhat6 értékére vonatkozd képlet szerint

(3 pont) E(X3) =1PP(X =1) +2°P(X = 2)

(nem kell ennél altalanosabb képletbél kiindulni. Ha csak valami ennél altalanosabb képletet
ad meg, pl. g(X) varhaté értéke van benne vagy Ran(X), amit aztan nem jol konkretizal, akkor
max. 2 pont. De ha nincs altalanosabb képlet és a konkrét rossz, akkor nem jar részpont, pl.
ha az értékek helyett a valdsziniiségeket emeli kobre.)

(1 pont) =1 + 8

(1 pont) = §(= 4.5).

5. Egy X folytonos valoszintliségi valtozé stirtiségfiiggvénye

ar, hal<uz<2,

Ix(e) = {0, Kiilénben,

ahol a egy alkalmasan valasztott valos konstans.

(a) Hatérozzuk meg a értékét.
(b) Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.
(¢) Hatarozzuk meg X varhaté értékét.

Megoldas.

(a) (7 pont)

(1 pont) Ahhoz, hogy fx stiriiségfiggvény legyen, az kell, hogy fx nemnegativ legyen (tehét a
legyen nemnegativ — a megoldasbdl latni fogjuk, hogy ez teljesiil. Nem baj, ha ezt csak egyszer
emliti, de legalabb egyszer gondoljon ra)

(1 pont) és teljesﬁljén hogy 1 = [ fx(x)dx

(2 pont) = [ axdz (az eléz6vel osszevonhato)

(1 pOIlt) [(IZL‘2/2]$ 1

(1 pont) = a(2%/2 — 2/2) = 3a,

(1 pont) tehat a = £

(b) (7 pont)

(1 pont) Haz < 1, akkor Fx(z) = 0. (Nem kell indokolni, de ez azért van, mert Ran(X) = (1, 2)
also hatardig 0 az eloszlasfiiggvény értéke, mert Fx(z) = P(X < z).)
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(1 pont) Ha x > 2, akkor Fx(z) = 1.

(1 pont) Ha 1 < 2 < 2, akkor Fx(z) = [* fx(t)dt
(2 pont) = [ 2tdt (az elézbvel dsszevonhato)

(1 pont) = [L,

(1 pont) = 5% — 3.

(c) (6 pont)

(1 pont) B(X) = [Z 2 fx(v)dz

(2 pont) = [ 22%dx

(1 pont) — 2277

(2pont) =2.-8—2-1=14.

6. * A (0;2) nyilt intervallumon taldlomra (egyenletes eloszldssal) vilasztunk egy y véletlen sza-
mot. Tekintsiik az R? sikon azt a derékszogii haromszoget, amely csiicspontjainak koordinatai:
(0,0), (1,0) és (0,y). Jelolje X ezen haromszog atfogdjanak hosszusigat (vagyis az (1,0) és a
(0,y) csticspontok tavolsigat).

(a) Mi a valdszintisége, hogy X kisebb, mint 27
(b) Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.
(c) Hatarozzuk meg X siriiségfiiggvényét.
2v/X?2 -1

(d) Hatarozzuk meg az Z := e

valészinliségi valtozo varhato értékét. (Z eloszlasat

nem kotelezé meghatarozni.)

Megoldas.

(a) (6 pont)

(1 pont) X? = 12+ y? a Pitagorasz-tétel szerint (nem kell levonni pontot, ha nem hivatkozik a
Pitagorasz-tételre).

(1 pont) A keresett valészintiség P(X < 2)

(1 pont) = P(1+12 < 22) = P(y < v/3) (nem kell abszoltt érték, mivel y csak pozitiv értékeket
vehet fel — de ha megvan az értékkészlet, akkor ezt mar nem kell kiilon indokolni)

(1 pont) = %}m (valahogy hivatkozik az [egydimenzids| geometriai valdszintiségi me-
zore, vagy arra, hogy y egyenletes eloszlast; az nem baj, ha nem irja oda, hogy geometriai.
Hivatkozasnak elfogadunk egy jo abrat is.)

(141 pont) ? ~ 0,8660 (ebbdl 1 pont a kedvezd és 1 az Gsszes hosszisigra, az eredményt elég
csak a képlettel vagy csak numerikus formaban megadni).

(b) (6 pont)

(1 pont) Ran(X) = (1;/5) (az (a) alapjan; elég, ha ez késdbb, implicit médon deriil ki).

(1 pont) Az eloszlasfiiggvény értéke az x pontban (ahol x € R tetszéleges) Fx(x) = P(X < ).
(1 pont) Igy Fx(z) =0, haz <1

(1 pont) és Fx(x) =1, ha 2 > /5.

(2 pont) 1 < 2 < /5 esetén ugyanaz a szdmolds, mint az (a)-ban x = 2 esetén, azt adja,
hogy P(X < z) =P(1+9* < 2?) =Py < Va2 —1) = ‘/“? (Itt indoklasnak j6 az is, ha
végigszamolja, — de nem kell tGjra a geometriai val. mezos indoklas — és jo az is, ha azt mondja,
hogy ez analég az (a)-val, csak = mas. Ha semmi indoklas nincs, akkor max. 1 pont.)

Az (a)-(b)-ben, ha hidnyzik a formdlis megoldas, de van egqy jo és eléremutatd, nem hidnyos
abra, amibol kideril, hogy mi X és hogyan lehet y segitségével kiszamolni a hosszusagdt, arra
lehet adni 1 pontot. Ha az is kideril az dbrabol, hogy hol van rajta az {X < 2} vagy {X < x}
esemény, akkor még 1 pontot.

(c) (4 pont)

(1 pont) Ha 1 < 2 < /5, akkor fx(x) = Fi(z)




BME VIK - Valészinliségszamitas és statisztika 2025. oktober 27.

(2 pont) = 22\3% (= 2\/% Ha csak egy kis hiba van, példaul hidnyzik egy 2-es vagy
1/2-es szorzd, akkor a 2 pontbdl 1-et meg lehet adni. Ha elfelejt beszorozni a belsé fiiggvény
derivéltjaval, akkor nem.).
(1 pont) fx(x) =0, ha z <1 vagy v/5 < z. (Nem kell kiilon indokolni. Ha z < 1 vagy = > 5,
akkor itt is igaz, hogy fx(z) = Fi(x).)

) (4 pont)
0 pont) A transzformalt varhaté értékére vonatkozo képlet szerint
1 pont) (Z)( E(27X2)) =/ 2\/ITZ;JCX( )da

(d

(

( oo

(1 pont) = > 2 /arol 7= dz (az el6zbvel Gsszevonhato)

(1 pont) = 1\[ ldx

(1 pont) = [z ]}/5 = /5 —1 1,236 (nem baj, ha nem hangstilyozza kiilén a primitiv fiiggvényt,

és elég csak a képlettel vagy csak numerikus formaban megadni).

Tudnivalék: A zarthelyi idotartama 90 perc. Szamologépet lehet hasznélni. A szamszer megol-
dasokat 4 értékes jegyre kerekitsiik. A teljes pontszam eléréséhez a megoldas menete is sziikséges,
beleértve az egyes 1épéseknél felhasznalt tulajdonsagok és tételek jelzését. Hivatkozni csak az el6ada-
son elhangzottakra lehet. A zarthelyi elsé 30 percében nem lehet a termet elhagyni.



