Zarthelyi dolgozat Valdszinliségszamitas és statisztikabodl, 2024. oktdéber 22.

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutat6é minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmoldsonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszertiisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. A [0, 1] intervallumon egymaés utédn (egymaéstdl fiiggetleniil) taldlomra valasztunk két szamot.
Mennyi a valdszinlisége, hogy a két szam kozil az elsoként valasztott szam a nagyobb és ez a
szam is kisebb 0,75-nél, ugyanakkor a masodikként valasztott szam értéke is nagyobb 0,5-nél?

Megoldas.

(2 pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy véletlen pont valasztasaval a [0, 1] x [0, 1] négyzet-
ben.

(1 pont) Ez az Q) eseménytér.

(3 pont) Geometriai valdsziniiségi mezé esetén a valdsziniiség = T“%{V)“ (Tq, helyett Tisgges vagy
hasonlé is jo.)

(1 pont) Ty =1 (indoklas nélkil is OK).

(4 pont) (x,y)-nal jelolve a véletlen pontot a négyzetben, a kedvezd tertilet a négyzetnek az a
része, ahol 0,5 <y < x < 0,75.

(Ha nincs meg mind a harom egyenl6tlenség, de kettd j6, akkor 2 pont, ha csak egy jé, akkor
1 pont. Ne vonjunk le pontot, ha nem szigoru egyenlétlenségeket ir.)

(3 pont) j6 dbra

(2 pont) A kedvezé teriilet tehat a négyzetnek az y =z, y = 0,5 és x = 0,75 egyenletii egyene-
sek kozotti része (elég, ha ez az dbrardl deriil ki, pl. besatirozza a kedvezd tertiletet).

(1 pont) Ez egy derékszogii egyenlészari haromszog 0,25 hosszi befogdkkal,

1
(2 pont) tehat a teriilete 222222 = 0,03125 = 3

(Lehet mésra is hivatkozni, pl. a kedvezé tertilet egy bizonyos négyzet teriiletének fele stb.)

(1 pont) Tehéat a keresett valdsziniiség is 0,03125 (ha egyértelmii, hogy ezt a szamot szanja
végeredménynek, akkor ne vonjunk le pontot, ha nem hangstlyozza, hogy le kell osztani az
Osszes teriilettel, vagyis 1-gyel).

Megjegyzés: Mivel a geometriai valoszinliségi mezos feladatok megoldasait a gyakorlatokon is
ritkan frtuk fel ennyire részletesen, ebben a feladatban azokra a 1épésekre is jar a pont, ami-
ket a hallgatd nem irt fel expliciten, de a késébbi megoldasbdl egyértelmiien kidertl, hogy jol



hasznélta 6ket. P1. ha kihagyja az els6 1épést, de utdna a megfelelé6 moédon rajzol abrat/szamol
teriileteket, akkor ez a 2 pont is jar, vagy ha nem irja fel, hogy mi €2, de késébb vilagos, hogy
jol hatarozza meg a teriiletét (és nem csak véletleniil jon ki neki 1 megoldasként), akkor arra
is jar pont stb. stb. Ha nincs dbra, de a szovegbdl/szamitdsokbdl kideriil, hogy a megfeleld
sikidomok teriiletét szamolja, akkor az abrara is adjunk pontot. Ha azonban a késobbi 1épés,
ami a hidnyzo jo, de expliciten nem szerepld lépést hasznalna, hibas, akkor sajnos a hidnyzé
lépésre sem lehet pontot adni.

Ezen beliil konkrétan: ha nem rajzol abrat, de nemcsak a 05 < y < x < 0,75 egyenlotlenség-
ldnc van meg (amire fent kiilon jart pont), hanem az is, hogy geometriailag hogy néz ki/hogy
szamolhaté ki a kedvez6 teriilet, akkor helyes szdmoldsi méd (nem puszta helyes végeredmény!)
esetén elfogadhato az dbra hianyaban is annak megnevezése, hogy a kedvezo teriilet egy derék-
szOgl egyenlOszari haromszog. Hibas szamolas esetén azonban az abrara adandd pontszam is
elvész.

. Az A, B és C eseményekrol tudjuk, hogy paronként fiiggetlenek (azaz barmely ketto fliggetlen
egyméstol), P(A) = P(B) = P(C) = 3’ tovabba 5 annak a valdszintisége, hogy a harom

esemény kozil egyik sem kovetkezik be. Mennyi a valdszinlisége, hogy mindhdrom esemény
bekovetkezik? Egytittesen fiiggetlen-e A, B és C?

Megoldds. (13 pont az elsé, 7 a masodik kérdésre)

(1 pont) A feladat elsé részében a keresett valésziniiség P(AN BN C).

(2 pont) A feladat szerint § = PLAUBUC) =1 —-P(AU BUC) (a két 1épés sszevonhaté
pontlevonas nélkiil),

(1 pont) tehdt P(AU BUC) = g (ez az 1 pont akkor is jar, ha csak a késébbiekben deriil ki,
hogy ezzel szadmol).

(2 pont) A fiiggetlenségek /paronkénti fiiggetlenség miatt P(AN B) = P(A)P(B), P(ANC) =
P(A)P(C) és P(BNC) = P(B)P(C) (ha nem irja ki, hogy a paronkénti fiiggetlenség miatt, de
az megvan, hogy a metszet valoszinlisége a valoszintiségek szorzata, akkor ne vonjunk le pontot.
De ha nem szerepel itt mind a harom egyenlotlenség és késébb sem deriil ki, hogy mind igaz,
akkor max. 1 pont),

(1 pont) tehdt mindhdrom kettes metszet valészintisége .

(1 pont) A Poincaré-formula szerint

(0 pont) & =

(3 pont) P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).
(Ipont) =s+:+31—3—3—5+P(ANBNC) (ha nem irja ki ennyire részletesen a szdmokat,
de kijon egy helyes numerikus eredmény és korabban mar szerepeltek az egyes valdszintiségek,
az rendben van),

(1 pont) amib8l AN BNC) = 2.

Innen ldtszik, hogy a feladat sajnos nem jo, mert AN B valdszinisége kisebb, mint ANBNC-é,
tehdt nem léteznek ilyen A, B,C események. Mivel erre a feladat kitizésekor nem jottink rd,
elfogadjuk a lenti megolddst, amely gy tesz, mint ha léteznének. Ha valaki a P(ANBNC) kiszd-
moldsa alapjan rajon, hogy ez a probléma fenndall, akkor az egyiittes fiiggetlenség kiszimoldsdra
jaré 7 pontot automatikusan megkapja (vagy ha madr azelStt rdjon, hogy P(A N B N C)-t végig-
szamolta volna, és kelloen megindokolja, hogy mi a probléma, akkor is jar a feladat hdtralevo
részére a maximdlis pontszdm) .

(3 pont) Az egytittes fiiggetlenséghez elég azt ellenérizni, hogy P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)
teljesiil-e (ha ez csak impliciten deriil ki, de megemliti az egyenlet mindkét oldalat, akkor ebbél
jar 2 pont, és ha vildgos, hogy azt nézi meg, hogy egyenléek-e, akkor 3 pont jar),
(1 pont) mivel azt tudjuk, hogy paronként fiiggetlenek (vagy: mivel tudjuk, hogy a kettes met-
szetekre teljesiil a fiiggetlenség definicija; ezt persze egyesével is ki lehet fejezni).



Ha walaki beldtja, hogy P(AN BN C) # P(A)P(B)P(C), és ebbdl helyesen kovetkeztet arra,
hogy emiatt A, B,C nem lehet eqgyiittesen fiiggetlen, akkor nem kell a pdronkénti fiiggetlenségre
hivatkozni. De példdul ha valaki azt mondja, hogy P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) ekvivalens az
egyiittes fiiggetlenséggel, vagy (6nmagdban, a paronkénti figgetlenség nélkil) kévetkezik beldle
az eqyiittes fliggetlenség, az nem jo.

(2 pont) P(A)B(B)P(C) = 1 - 1-1. — L

(0 pont) és lattuk, hogy P(AN BN C) = %,

(1 pont) tehat nem egyiittesen fiiggetlenek (az is jo, ha azt irja, hogy ,nem fliggetlenek”).

A feladatnak ebben a részében nem adhaté részpontszam arra, ha ugy tippeli be, hogy nem
egytttesen fiiggetlenek, hogy nem jelenik meg a megoldasban A, B és C' (vagy esetleg a komp-
lementereik) harmas metszete.

Lehetséges tovabbi jo megoldds pl.: megnézi, hogy P(AN BNC) megegyezik-e P(A) P(B) P(C)-
vel (ami ekvivalens a hdrmas metszetre vonatkozo feltétellel, mert ha A, B, C' paronként fiig-
getlenck, akkor A, B, C' is azok). Ekkor nem kell P(AN BN C) értéke, mert PLANBNC) = &
a feladat szerint és P(A) =P(B) =P(C)=1-1/3=2/3.

Jé ugy is, hogy kiszamolja pl. P(C|AN B)-t és kijon neki, hogy ez nem P(C'), ezért C' nem lehet
fiiggetlen A N B-t0l és igy az egyiittes fiiggetlenség sem teljesiilhet.

Ilyen megoldasoknal a teljes pontszamhoz kell az itt megadott teljes indoklds (ami bévebb,

mint a standard megoldés esetén).

. Egy cégnek két iroddja van, az egyik Pragdban, a masik pedig Isztambulban, ahol a cég dolgozo-
inak fele-fele dolgozik. A pragai iroddban dolgozok egyharmadanak kedvenc itala a kavé, masik
egyharmadanak az asvanyviz, harmadik egyharmadanak pedig a sor. Az isztambuli iroddban
dolgozdk felének kedvenc itala szintén a kavé, masik felének pedig a tea. (Minden dolgozénak
pontosan egy kedvenc itala van, a felsoroltak koziil.)

Véletlenszertien kivalasztjuk a cég egy dolgozojat.

(a) Mennyi a val6szintisége, hogy a dolgoz6 kedvenc itala a kavé?

(b) Feltéve, hogy a dolgozd kedvenc itala a kévé, mi a valdsziniisége, hogy Isztambulban
dolgozik?

(c) Feltéve, hogy a dolgozd kedvenc itala nem a kavé, mi a valésziniisége, hogy a sor az?

Megoldas.

Megjegyzés: Ez egy viszonylag hosszu feladat 20 pontért (ellentétben pl. az 1. és a 2. feladat-
ban), ezért bizonyos lépésekre, amikért mas feladatban kiilon-kiilon is jarhatna pont, itt csak
Osszevonva jar.

(0 pont) Jelolje K azt az eseményt, hogy a kivalasztott dolgoz6 kedvenc itala a kavé, S azt,
hogy a sor (a tobbi italra nem lesz sziikségiink kiilon-kiilon), P azt, hogy a kivalasztott dolgozd
Pragédban dolgozik és I azt, hogy Isztambulban.

(a) (9 pont)

(1 pont) A keresett valoszintiség P(K) (elég, ha ez impliciten dertl ki).

(1 pont) A P és I események teljes eseményrendszert alkotnak,

(1 pont) mert egymds komplementerei (ehelyett az is j6, ha ellendrzi, hogy kizdrdak és az
uni6juk €2; ha az egyik eseményt eleve a masik komplementereként jeloli és tigy mondja ki,
hogy teljes eseményrendszert alkotnak, akkor tovabbi indoklas nélkiil is jar a pont).

(1 pont) A feladat szerint P(P) =P(I) =1/2

-1 1,1 1 _1_.,1
=3'3T3 3= 511

( )
( )
Ez pont; (K) = P(P)P(K|P) + P(I) P(K|I).
( )



(b) (5 pont)

(1 pont) A keresett val6szintiség P(I|K).

(1 pont) Bayes-tétellel (ez a pont a tétel megnevezésére jar)

(1 pont) P(I|K) = % (természetesen az is j6, ha itt a nevezdre ujra felirja a TVT-s

képletet)
(1 pont) = 22 (az (a) feladat alapjan, tehdt nem kell indokolni)

2

M\H
M\H

(1 pont) =
Nem tilos a Bayes—tétel haszndlata nélkil kiszdamolni P(/|K')-t. Ekkor valahogy ki kell szamolni
P(INK)-t, aminél lehet a szorzasi szabélyra hivatkozni vagy a feltételes valdsziniiség definici6ja
alapjan (amire nem muszaj hivatkozni) tjra levezetni a szorzasi szabalynak megfelel szamitést.
Ilyen esetben a Bayes-tételre valé hivatkozéas helyett a szorzasi szabalyra valé hivatkozasra,
illetve ilyen hivatkozas hidnydban a (konkrét példdban) a szorzasi szabalynak megfelel6 szamitas
levezetésére jar az 1 pont.

cnc,oH

(C) (6 pont — Bayes-tétellel is megoldhaté, amire szintén hivatkozni kell, itt ezt nem részletezziik)
(1 pont) P(K) =1—P(K) = % (az (a) feladat alapjan, tehat nem kell r4 hivatkozni),

12 al
(1 pont) A keresett valészintiség P(S|K) = ]P’(;(;f)()

(1 pont) = 7/12 (Elég, ha impliciten deriil ki, hogy S N K ugyanaz, mint S, és az is OK, ha

eleve S-sel kezdi S N K helyett.)
(1 pont) P(S) = P(S|P)P(P) (itt most nem jar kiilon pont a szorzasi szabalyra valé hivatko-
zasra)

(1 pont) =3 3=z, ,

(1 pont) vagyis P(S|K) = 71//162 -7

. Egy épiiletben négy lift van. Minden lift mindennap % valdszintiséggel nem mukodik, fiiggetlentil
attol, hogy a tobbi lift koziil aznap melyikek miikodnek, és fiiggetlentl attol is, hogy a tobbi
napon melyik liftek miikddnek (ideértve az adott liftet is).

(a) Mennyi a val6szintisége, hogy egy adott napon legfeljebb két lift nem miikodik?

(b) Egy adott naptél kezdve mindennap megfigyeljiik, hogy melyik napon melyik liftek mii-
kodnek, nevezziik ezt az els6é napnak. Jelolje Y azon nap sorszaméat, amikor el6szor fordul
elé, hogy egyik lift sem miikodik.

i. Milyen eloszlast Y és milyen paraméterrel /paraméterekkel?
Az erre a kérdésre adott valaszt kivételesen nem kell indokolni.
ii. Hatarozzuk meg Y szérasat és Y2 varhaté értékét.
iii. Hatarozzuk meg a P(Y > 2024|Y > 2022) feltételes valdszintiség értékét.

Megoldds.

(a) (7 pont)

(1 pont) A nem miikodo liftek szamat jeloljik X-szel, ekkor X binomidlis eloszlast (itt az
indoklasra nem jar kiilon pont)

(1 pont) n =4 és p = 1/2 paraméterrel.

(1 pont) A keresett valészintiség P(X < 2)

(I pont) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)

(2 pont) = () - (1/2)" + (1) - (1/2) - (1/2)* + (4) +(1/2)- (1/2)? (a (3) elhagyhatd és a (})
helyett jo az is, hogy 4, a ( ) helyett az, hogy =2 ¢és ha azt irja, hogy 6, jeloljiikk meg, hogy ez
igy hidnyos, de ne vonjunk le pontot, illetve lehet minden tagndl (1/2)%-t frni),

(1 pont) = % +5t+ 5= 16 = (,6875 (szabad négy értékes jegyre kerekiteni és az is jo, ha



eleve numerikus értékekkel szamol — ha kideriil, hogy hogyan szamolt, beleértve azt is, hogy
(g) = 6. Elég kozonséges tort alakban megadni a végeredményt.).

Természetesen lehet azt a Z val. valtozot is tekinteni, amelyik a mikodo liftek szamat jeloli,
ekkor Z ~ B(4;1/2) és P(Z = k) =P(X =4 —k), ha k € {0,1,2,3,4}.

Nem kotelezo a binomialis eloszlasra hivatkozni, meg lehet magyarazni kombinatorikai alapon
is, hogy miért ezek a valdszinliségek lesznek. Ekkor azonban kell egy megfelel6 eseménytér és
arra is hivatkozni kell, hogy a valészinliségi mez6 klasszikus (vagy: kedvezd/0sszes képlettel
szamolhatunk) és el kell mondani, hogy hény eleme van; erre jar az 141 pont a binomidlis
eloszlas és paramétere helyett.

(b) (6sszesen 13 pont)

(i) (2 pont):

(1 pont) Y geometriai eloszlasi

(1 pont) p = (1/2)* = 1/16(= 0,0625) paraméterrel. (Ha végig kerekitett tizedestort alakokkal
szamol és sok/jelentds a kerekitési hiba, akkor vonjunk le 1 pontot.)

(ii) (6 pont)
(1 pont) D(X) = /D*(X)
_ l—p
(1 pont) =/ 2
(1 pont) 5 S = V15-16 = v/240 ~ 15,4919 (elég, ha az utébbi kettd kozil egy szerepel,

és 15,5 mar JO
Ne vonjunk le pontot, ha nem irja oda az

\/11? -et altalanos p-re, de kideriil, hogy a konkrét
p-re ezt hasznalja. Ha azonban rossz képletbe helyettesit be és az altalanos képlet hidanyzik,
akkor az utolsé két pontbdl egyik sem jar.
(1 pont) E(Y?) = D*(Y) + E(Y)2.
(1 pont) E(Y)? = z% = 162 = 256,
(erre itt csak 1 pont jar, mert kiilonben til sok lenne, de nem baj, ha nem szerepel &ltalanos
p-re az eredmény, sét a 256 a 16% és az 1/p? nélkiil is elfogadhato)
(1 pont) igy E(Y?)(= 240 + 256) = 496.
(iii) (5 pont)
(1 pont) arra az Otletre, hogy az oérokifjusagra kell hivatkozni, még ha ezt nem is sikertil meg-
felel6en kivitelezni.
(1 pont) P(Y > 2024|Y > 2022) = P(Y > 2) (a geometriai eloszlas orokifjusdga miatt — ennek
indokldsara az el6z6 pont jar)
(Ipont) =1—-P(Y <2)=1-PY =1) - P(Y = 2) (a két 1épés sszevonhatd)

i

16

(Ipont) =1—p—p(l—p)=1—4% — - 2 (chhez az 1 ponthoz elég, ha csak a konkrét p-re
szerepel a szadmolas)

16

225
(1 pont) = % = 555 = 0,87890625 (elég négy értékes jegyre kerekitve).

A végeredményeket elfogadjuk kozonséges tort és tizedestort alakban is, kivéve az (ii)-nél a
szorast, ahol a végeredmény irracionalis szam. Normalisan levonnank 1 pontot azért, ha nincs
numerikus érték a szérasnal, de itt til kicsi az 6sszpontszam, ezért kivételesen nem vonjuk le.

. Egy harom vizszintesen elhelyezett képkockabdl allé kép kockdit egymastdl fiiggetleniil 1/2
valészintiséggel feketére és 1/2 valosziniiséggel fehérre szineztiik. Jelolje X a fehér képkockak
szamat, Y pedig azt, hogy hany képkockabdl all a legnagyobb 6sszefiigg6 fekete tertilet.
(Példaul az dbran lathato szituacidban X és Y értéke is 1.)




(a) Hatdrozzuk meg X ésY egyiittes eloszlasat (lehetéleg tablazatos formaban, de elég P(X =
k,Y = {)-t megadni minden olyan k-ra és (-re, ahol ez pozitiv).

(b) Hatdrozzuk meg X és Y peremeloszlasait.
(c) Hatérozzuk meg E(XY) értékét.

(Minden vélaszhoz indoklast is varunk, tdblazatos megadés esetén is.)
Megoldas.
(a) (10 pont)

0 Jojojo[&] &
I I
2 Jo];]o0]o0] ;
3 [s]/0]0]0] &
PX%%%%(D

(6 pont) Tokéletes egyiittes eloszlds (az indoklasra és a peremeloszlasokra majd késébb jar
pont; a tablazatban szerepl6 nulldkat csak akkor kell figyelembe venni, ha tabldzatban adja
meg az egyuttes eloszldst).

Részpontszam a kovetkezdkre adhato:

o Az 6t nem 0 val6szinliség kozil ahdnyat eltaldlt, annyi pont (akkor is, ha a tobbi elem
nem stimmel, pl. a 0-k helyére nem mind 0-kat irt).

o Ezen felill +1 pont, ha az sszes olyan elemre, aminek 0-nak kéne lennie, azt irja, hogy 0
(vagy ha nem tablazattal csinalja, akkor egyikrdl sem emliti, hogy pozitiv). Ennél az nem
baj, ha mashova is ir 0-t.

o Ha az egyiittes eloszlas tablazataban szerepld szamok Osszege nem 1, akkor viszont az
eddigieken feliil 6sszesen —1 pont, ha pedig a tablazatban negativ vagy 1-nél nagyobb
is szam el6fordul, akkor még Gsszesen tovabbi —1 pont (kivéve ha ezektdl az (a) teljes
pontszama negativva valna; abban az esetben az (a)-ra 0 pont).

Az indoklasra az alabbiak szerint jar pont:

(1 pont) arra, hogy ha X = 0, akkor Y mindenképpen 3 kell, hogy legyen, és ha X = 3, akkor YV’
mindenképpen 0 kell, hogy legyen. (Ez még 6nmagdban nem igazan teljes indoklas, de pont mér
jar érte. A rendes indoklas az, hogy ha X = 0, akkor nincs fehér képkocka, tehat mindharom
képkocka fehér, amelyek Osszefliggd teriiletet alkotnak, igy Y = 3. Ha pedig X = 3, akkor
hérom egybefiiggé fekete képkocka van, vagyis nincs fehér képkocka.) Ezt nyilvan forditva is el
lehet mondani: ha Y = 0, abbdél X = 3, és ha Y = 3, abbdl X = 0 kovetkezik.

(1 pont) arra, hogy ha X = 2, akkor Y mindenképpen 1 kell, hogy legyen. (Ennyire is jar a pont;
a rendes indoklas az, hogy ha X = 2, akkor egyetlen fekete képkocka van, igy sziikségképpen
Y=1)

(2 pont) P(X = 1,Y =2) =2/8 =1/4¢é P(X = 1,Y = 1) = 1/8 megindoklasara. Itt
szitkséges valami érdemi esetszétvalasztas: ha X = 1, akkor ez az egy fehér képkocka vagy a
kép szélén van (ennek a valésziniisége 2/8) és ekkor a két fekete kocka egyméds mellé kertil, azaz
Y = 2 lesz, vagy a kép kozepén van (ennek a valdszintisége 1/8) és ekkor a fehér képkocka két
részre vagja a fekete teriiletet, ezért Y =1 lesz.

Ha lerajzolja a lehetséges eseteket és leirja, hogy mikor mennyi X és Y értéke, az béven elég.

(b) (4 pont)

Helyes peremeloszlasok az elobbi tablazatban.



(2 pont) px(k)-t a k-nak megfelelé oszlop 6sszegeként kapja minden k-ra (részpontszam adha-
t6, ha ez csak részben sikeriil).

(2 pont) py (¢)-t az k-nek megfelel§ sor 6sszegeként kapja minden (-re (részpontszdam adhato,
ha ez csak részben sikertil).

Ezeket a pontokat akkor is megadjuk, ha hibas egytittes eloszlas tablazatbol szamolja a pe-
remeloszlasokat. De ha a px(k)-k vagy a py(l)-ek Osszege nem 1 és ezt nem veszi észre, akkor
legfeljebb 1-1 pont. Ha valamelyik peremeloszlasban negativ vagy 1-nél nagyobb px (k) vagy
py (1) értékek is megjelennek, akkor pedig arra a peremeloszlasra 0 pont.

(c) (6 pont)
1. megoldds: XY eloszlasaval szamolva.
(1 pont) Ran(XY') = {0,1,2} (ha olyan halmazt ir, ami ezt a hdrom elemet tartalmazza és
még esetleg néhany olyan elemet, amik eldallnak a 0,1, 2,3 szamok kozil ketto szorzataként,
azt is el lehet fogadni). Elég, ha ez a kés6bbiekben impliciten deriil ki.
(1 pont) PXY=1)=P(X=1Y=1)=1/8,
nt) PXY =2)=P(X=1Y=2)+P(X=2,Y=1)=3/841/4=5/8,
0 pont) P(XY =0)=1-1/8—5/8=1/4.
1 pont) IglelE(XY) =1-1/84+2-5/8(+0-1/4)

(2p
(
(
(1 pont) = 5

Ha P(XY = 0) j6, de semmi mésra nem jarna pont a (c)-ben, akkor erre lehet adni 1 pontot.
2. megoldas: eloszlastranszformécié-szertien szamolva.

(1 pont) Megadja az E(XY) = Y3_ S8 _k(P(X = k,Y = /) képletet vagy valami hasonlét; a
lehetetlen (k,¢) parokat persze nem kotelezé belevenni. Elég, ha impliciten deriil ki, hogy ezt
a képletet hasznalja (ha a kovetkezé konkrét képlet j6, akkor ez a pont is jar).

Bpont) E(XY)=1-PX =Y =1)+2-PX=2Y =1)+2-PX =1,Y = 2) (a0-s
szorzatokat is oda lehet irni, de nem kotelezd)

(1 pont) =1/8+2-3/84+2-1/4

(1 pont) = —

Ha az megvan, hogy XY melyik cellikban 0, de semmi mésra nem jarna pont a (c)-ben, akkor
erre lehet adni 1 pontot.

Ha semmi nem jon 6ssze a megoldasbol, de az legaldbb egyértelmiien kideriil, hogy egy 8 elemii
eseménytérrdl van szé ES klasszikus valészintiséggel kell szamolni, akkor lehet adni Gsszesen az
egész feladatra max. 2 pontot. De csak akkor, ha semmi masra nem jarna pont a feladatban, és
ebbol a 2 pontbdl is levonunk 1-1 pontot a nem 0 Gsszegekre és a negativ vagy 1-nél nagyobb
valdsziniiségekre (tigy, hogy az sszpontszam legaldbb 0 legyen).

1
. * Az X valdszinfiségi véltozé fx () stirliségfiiggvényének értéke — a (—o00, —c) és (¢, 00) inter-
vallumokon, ahol ¢ > 0 egy pozitiv valis szam. Tudjuk tovabbé, hogy fx a [—c¢, ¢] intervallumon

konstans, és hogy folytonos a teljes valos szamegyenesen. Hatarozzuk meg c értéket és X varhato
értékét. (Azt felhaszndlhatjuk bizonyitas nélkiil, hogy E(|X|) < o0.)

Megoldds (12 pont c-re, 8 a varhat6 értékre).

(2 pont) A folytonossdghoz az kell, hogy fx(x) = 1/c¢* legyen, ha —c < z < ¢. (Nem kell kiilon
indokolni.)

(1 pont) Ahhoz, hogy fx stirtiségfiiggvény legyen, az kell, hogy fx nemnegativ legyen (errél
elég ennyit mondani, nem kell indokolni, hogy miért teljesiil)

(1 pont) és teljestiljon, hogy 1 = [0 fx(x)dx

(3 pont) = [Z5 Hdx + [¢, Hda + [° Sda.

(Ha nincs meg neki, hogy fx(z) = 1/c*, ha —c < x < ¢, de felirja ugyanezt paraméteresen a
megfelel6 konstanssal, akkor is jar ez a 3 pont. Részpontszam adhato.)



(2 pont) [Z5 Ldx = x = —1(—¢)"® = 35 (1 a primitiv figgvényre, 1 az azt kivets
—00

szamolasra),

(1 pont) és hasonléan [ Lrdz = 3.

(1 pont) [%, Zrda = 7 = fg

(1 pont) Igy tehdt (242 - 3)5 =1, vagyis ¢ = 8/3, tehét ¢ =
Kb. teljes megoldds a Varhato értékre:

(1 pont) B(X) = [, fx(x)de,

(1 pont) mivel E(|X|) < oo (ennyi elég, de b6évebben: mivel E(|X|) < oo, X varhat6 értékét
értelmezziik és a fenti keplettel szamolhatjuk ki).

7 ~ 1,3867.

__2
(1 pont) = [ J° = Sdr + [V ke o—dr + f > rdw (paraméteresen/korabban kapott rossz c-
\f 34/3
értékkel is OK, és az el6z6 ponttal osszevonhaté, tehat elég a konkrét esetre vonatkozo képlet,

de ha rossz, akkor az el6z6 pont csak akkor jar, ha az altalanos képlet minimalis szintaktikai
hibatdél eltekintve jo)

2 __2
Kz _ % _ 11| V3 _ 32/3 323
(1 pont) [_S* Hdr = [LJ° 5dr = {— MQ} = + 0. (Numerikusan is j6: —>g~ ~
— 0o

~0,26001.)
(1 pont) Hasonl6an adddik, hogy [ £ “dz pont ennek az ellentettje, tehat %.

2
2

2
(2 pont) Végiil [ 7 B L= [2 - ] By,
34/3 | __2_
%/*

(1 pont) Tehét E(X) = 0.

Valoszinisitjiik, hogy aki meg tudja oldani ezt a feladatot, az elobb-utobb a szimmetridra fog
hivatkozni és nem fogja végigszamolni az egészet..

Ezen belil 1. lehetdség: a 3 konkrét integral kiszamitdsa utan jon rd, hogy a szimmetridt kell
hasznalni és 0 lesz az eredmény.

(2 pont) Az elsé 2 pont: mint a kb. teljes megolddsnal.

(3 pont) A szimmetria miatt 0 lesz az eredmény (ez a 3 pont tovabbi indoklas nélkiil is jar,
de a tovabbi pontok nem. Ha nem hivatkozik a szimmetridra sem, vagy semmi ezzel ekvivalens
dologra, akkor szamolas nélkiil 6sszesen max. 1 pont arra, hogy 0 lesz a varhaté érték.)
Alternativa erre a 3 pontra: E(X) = [ 2 fx(z)dz = imy_ s [Ny fx(2)dz = limy 00 = 0
(az utolsé el6tti 1épés elhagyhatd). Ennél a verzional is meg kell emliteni, hogy ez azért biztos,
hogy j6, mert E(]X|) < oo, amire lentebb adunk pontot.

(1 pont) Az els6 és a harmadik integral egyenlé egymaéssal, mert a O-ra szimmetrikus inter-
vallumokon integralunk és az integrandus paratlan fiiggvény/a primitiv fiiggvény péros (ezt
valahogy értelmesen megfogalmazza, szdmolni nem kell. Ez j6 tugy is, hogy a —oo-tdl 0-ig és
0-t6] oo-ig terjedd réeszre bontja szét az integralast, ekkor a kovetkezd 2 pont is jar).

(1 pont) A kozéps6 integral 0, mert szintén egy O-ra szimmetrikus intervallumon integralunk
és az integrandus paratlan fuggvény /a primitiv fiiggvény paros.

(1 pont) Végil E(X) értelmes/létezik, mert E(|X]) < oco.

(0 pont) Igy E(X) = [ xfx(x)dz = 0.

2. lehetoség: mar az altalanos képlet felirdsa utan észreveszi, hogy a szimmetriat lehet hasznal-
ni és 0 lesz az eredmény. Ekkor a szimmetriat valahogy indokolni kell, ha nem is irja fel a 3
szakaszt, pl. a legegyszerlibb itt is az, ha a —oo-t6l 0-ig és 0-t0l co-ig terjedd részre bontja szét
az integralast.
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