Zarthelyi dolgozat Valdszinliségszamitas és statisztikabol, 2023. oktéber 24.

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolddé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldés egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonando le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem mertltek, nem jar pont.

1. A [0, 1] intervallumon egymastdl fiiggetleniil, taldlomra kivalasztunk két szamot. Mi a val6szi-
nlisége, hogy a két szam Osszege nagyobb, mint a nagyobbik és a kisebbik szam kiilonbségének
kétszerese?

Megoldas.

(2 pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy véletlen pont valasztasaval a [0, 1] x [0, 1] négyzet-
ben.

(1 pont) Ez az 2 eseménytér.

(2 pont) (x,y)-nal jelolve a véletlen pontot a négyzetben, a kedvezé tertilet a négyzetnek az a
része, ahol v >y ésx +y > 2(x —y) vagy y >z és v +y > 2(y — x).

(2 pont) arra, hogy ezeket az egyenleteket az abra elkészitéséhez/kedvezé teriilet kiszamitdsdhoz
haszndlhaté alakra hozza: © > y > x/3 vagy y > = > y/3. (Vagy z-et fejezi ki y fliggvényeként,
hasonléan. )

(2 pont) A kedvezé teriilet tehdt a négyzetnek az y = /3 és az y = z, illetve az y = z és az
y = 3x egyenesek kozé eso része.
(3 pont) j6 dbra

(3 pont) Geometriai valdsziniiségi mezd esetén a valdsziniiség = Tkergvzem.

(1 pOHt) Tkedvezo 1— Tkedvezotlen

(1 pont) To =1

(2 pont) Tiedvesstlen = 2 X —/ = 1/3 (valahogy kideriil, hogy két derékszogli haromszog tert-
letének o6sszegét szamolja, megfelelo oldalhosszakkal)

(0 pont) ezért Tiedvezs = 2/3

(1 pont) és igy a kérdezett valdsziniiség is 2/3.

Ha egybdl a kedvezotlen teriiletet kezdi el koriilirni a kedvezo helyett, az is jo. Ha mashogy
szamolja a kedvezo teriiletet, az is jo.

Megjegyzés: Mivel a geometriai valoszinliségi mezos feladatok megoldasait a gyakorlatokon is
ritkan irtuk fel ennyire részletesen, ebben a feladatban azokra a lépésekre is jar a pont, amiket



a hallgatdo nem irt fel expliciten, de a késébbi megoldashdl egyértelmiien kideriil, hogy jol
hasznélta 6ket. P1. ha kihagyja az els6 1épést, de utdna a megfelel6 mdédon rajzol abrat/szamol
teriileteket, akkor ez a 2 pont is jar, vagy ha nem irja fel, hogy mi €2, de késébb vilagos, hogy
jol hatarozza meg a teriiletét (és nem csak véletleniil jon ki neki 1 megoldasként), akkor arra
is jar pont stb. stb. Ha nincs abra, de a szévegbél/szamitasokbdl kideriil, hogy a megfeleld
sikidomok teriiletét szamolja, akkor az abrara is adjunk pontot. Ha azonban a késobbi 1épés,
ami a hianyzo jo, de expliciten nem szerepldé 1épést hasznalna, hibas, akkor sajnos a hidnyzo
lépésre sem lehet pontot adni.

. Egy erdében kétfajta macskaféle fordul elé nagyon nagy példanyszamban: hazi macska és vad-
macska. A vadmacskak a macskafélék teljes allomanyanak tiz szazalékat alkotjak. Az Osszes
vadmacska cirmos, tovabba 6t hazi macskabdl atlagosan egy példany cirmos.

(a) Véletlenszertien kivalasztva az erdébél egy macskafélét, mi a valdszintisége, hogy cirmos?

(b) Az erd6ben véletlenszeriien meglatunk egy cirmos macskafélét, de a téavolbél nem tudjuk
megallapitani, hogy hazi macska-e vagy vadmacska. Mi a valdszinlisége, hogy hazi macska?

(c) Az erd6bdl véletlenszertien kivalasztunk egy macskafélét. Fliggetlenek-e a kovetkezd ese-
mények: A = {a kivilasztott macskaféle nem cirmos} és B = {a kivalasztott macskaféle
hézi macska}?

Megoldas.

A megoldasban az egyszertiség kedvéért hasznédljuk a (c) feladatban szereplé A és B eseménye-

ket. Ez természetesen nem elvaras, és mashogy is lehet jelolni az eseményeket. Nem nagy baj, ha

a megoldasban olyan kifejezések szerepelnek, mint pl. P(cirmos), de azért a mintamegolddsban

ettol tartozkodunk.

(a): 9 pont

(1 pont) A keresett valészintiség P(A) (vagy valahogy a sajat jelolése szerint lefrja, hogy mit

keresiink — ha ez kés6bb kideriil, akkor nem baj, hogy nem szerepel az elején expliciten).

(1 pont) P(B) =9/10,

(1 pont) tehat P(B) = 1/10.

(1 pont) P(A|B) =1/5

(1 pont) és P(A|B) = 1.

(1 pont) Mivel B és B teljes eseményrendszert alkotnak (diszjunktak és unidjuk €2 — ezt nem

kell részletezni, de valami indoklés kell, hogy miért hasznalhat6 a TVT),

(1 pont) a teljes val6szintiség tételébol

(1 pont) P(A) = B(B)P(4|B) + P(B)P(A])

(0 pont) = E T+ 501

(1 pont) = 5£ = 0,28. (Tizedestort és barmilyen kézonséges tort alakban is jok az eredmények,
a feladat tovébbi részeiben is.)

(b): 5 pont

(1 pont) A keresett (feltételes) valoszintiség P(B|A).

(1 pont) A Bayes-tétel (vagy: Bayes-formula, egyszerii Bayes-tétel) szerint
(2

pont) P(B|A) = PAE)P ((A‘)?P((ARB) (elég, ha azt irja, hogy P(B|A) = %, mivel
ennek a nevezéjét az (a) részben mar klszamoltuk)
(0 pont) =

1

g
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(1 pont) = 35

[

+

5\%

i
0,6429.

(c): 6 pont
Onmagéban arra, hogy kimondja, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.



(1 pont) arra, ha kimondja és van valami indoklds, akkor is, ha az nem (teljesen) jo.
Indoklés: 1. megoldds.

(1 pont) A fiiggetlenség azt jelentené, hogy P(A N B) = P(A)P(B).

(1 pont) P(4) = 1 — P(A) = £,
(1 pont) és ezért P(AN B) P(A|B)P(B),

(1 pont) ahol P(A|B) =

(1 pont) és igy P(AN B) L2 =B LPAPB) =22 = ﬁ (itt a pont csak annak a
megallapitasara jar, hogy a sziikséges szamitasokat mar elvégeztiik és a két oldal tényleg nem
egyenld, nem is muszaj, hogy a 18/25 és a 81/125 végeredmények ott legyenek).

2. megoldas.

(1 pont) A fiiggetlenség azzal ekvivalens, hogy P(A|B) = P(A),

(1 pont) mivel P(B) > 0 (ezt nem lehet megkeriilni azzal, hogy ,impliciten szerepel a megol-
déasban™!).

(1 pont) P(4) = 1 — P(A) = £,
(2 pont) viszont P(A|B) = 4/5 # 3

3. megoldds.

(1 pont) A fiiggetlenség azzal ekvivalens, hogy P(B|A) = P(B),

(1 pont) mivel P(A) > 0 (ezt nem lehet megkertilni azzal, hogy ,impliciten szerepel a megol-
désban”!).

(1 pont) P(BJA) =1,

(1 pont) mert... (Bayes-tétellel vagy anélkiil, de megindokolja, hogy nem cirmos macskaféle
nem lehet vadmacska).

(1 pont) Igy P(B|A) # P(B) = .

Tovdbbi lehetséges megolddsok. A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha A és B fiiggetlenek,
avagy ha A és B, avagy ha A és B. Erre jar 1 pont, ezutdn pedig annak megindokoldsara, hogy
az emlitett ekvivalens fliggetlenség nem all fent, tovabbi 4 pont (az (a)-ban mar megkapott
eredmények miatt A-val kdnnyebb dolgozni, mint A-val).

. Anna, Bea és Csilla egy pakli magyar kartyaval kartyaznak. Keverés utan mindharmuknak
osztanak 8-8 lapot. (Egy pakli magyar kartydban 32 lap van, ebbél pontosan 8 piros.)

(a) Mennyi a valdszintisége, hogy osztds utdn Annandl nincs piros lap?
(b) Mennyi a val6sziniisége, hogy sem Beandl, sem Csilldnal nincs piros lap?

(c) Mennyi a valésziniisége, hogy mindharom jatékosnal van legalabb egy piros lap?

Megoldas.

(a) (5 pont)

(1 pont) Jeloljik rendre A-val, B-vel és C-vel azt az eseményt, hogy Annandl, Beandl, illetve
Csillanal van piros lap. Ekkor a P(A) valészintiséget keressiik.

1. megoldas.

(1 pont) Az 6tlet az, hogy nézziikk meg, hogy melyik 8-as blokkban lehetnek piros lapok (az
Annédnak, Beédnak, illetve Csillainak osztottak és a maradék, ki nem osztott 8 koziil).

(1 pont) Itt a kedvezd lehet6ségeket az adja, amikor csak Bedndl, Csillanal és a maradékban

lehet piros lap, tehat ( ) féleképpen oszthatjuk el a piros lapokat.

(1 pont) Az 6sszes lehetéséget az adja, hogy barmelyik 8-asban lehetnek piros lapok, tehat (382)
lehetOség van.
(%)

(1 pont) Igy tehét a keresett valészintiség P(A) = 6B
8

2. megoldas.



(1 pont) Ahhoz, hogy Annandl ne legyen piros lap, az kell, hogy a 24 nem piros lap kézil kap-
jon 8-at, mig Gsszesen 32 lap van (és ha ez teljesiil, akkor a maradékbdl Bea és Csilla barmit
kaphat), mig az 6sszes lehetéséget az adja, hogy 32 lapbdl huz 8-at, tehat

. 24

(2 pont) P(A) = %’82; (ha ezt helyesen felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is széveges indoklés
8

nélkil is)

(1 pont) (= %) ~ 0,0699.

3. megoldds.

(1 pont) Tegyiik fel (az altaldnossig megszoritasa nélkiil, a jatékosok kozti szimmetria miatt),

hogy Anna, Bea, Csilla sorrendben osztjuk ki a lapokat. Ha Annanal nincs piros lap, 6 a 24

nem piros lap koziil kap 8-at, majd Bea a még ki nem osztott 24 lap koziil 8-at, majd Csilla

a maradék 16 lap koziil 8-at. Az Osszes lehet6séget pedig az adja, hogy Anna a 32 lapbdl kap

meg 8-at, Bea a maradék 24-bdl 8-at, majd Csilla a még mindig fennmarad6 16-bél 8-at.

- 24\ (24\ (16
(2 pont) Tehat P(A) = Eg;gi;gf‘g% (ha ezt helyesen felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is szoveges
8 8 8
indoklds nélkil is)

(1 pont) (= 21 ~ 0,0699.
Ha mashogy szamolja ki, de jol megindokolja, az is rendben van.

(b) (5 pont)

(1 pont) Az el8bbi jeloléssel most P(B N C)-t keressiik.

1. megoldds.

(2 pont) Az elébbi 1. megoldas gondolatmenete alapjan most az adja a kedvezd lehet6ségeket,
ha csak Anna lapjai és a ki nem osztott 8 lap kozott lehetnek pirosak.

(1 pont) Ez tehat () lehetdség.

(0 pont) Az Gsszes lehet6ség szdma még mindig (382).

. o o 16
(1 pont) Igy tehét a keresett valoszintiség P(B N C) = (382).

(%)

2. megoldas.

(1 pont) Tegytik fel most (az altalanossdg megszoritasa nélkil), hogy Bea, Csilla, Anna sor-
rendben osztjuk ki a lapokat. Ahhoz, hogy se Beanal, se Csillanal ne legyen piros lap, az kell,
hogy Bea a 24 nem piros lap koziil kapjon 8-at, Csilla pedig az ezutan fennmarad6 16 nem
piros lap kozil 8-at (ami utdn Anna barmit hizhat a maradékbodl), mig az Osszes lehetOséget
az adja, hogy Bea 32 lapbdl, majd Csilla az altala nem huzott 24 lapbdl hiz 8-at (Anna pedig
ezutan barmit hizhat a maradékbol).

L 24\ (16
2 pont) Tehat P(BNC') = % ha ezt helyesen felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is szoveges
(&)
8 8

indoklas nélkiil is)
(1 pont) (= 1824) ~ 0,0012.
3. megoldds. Ugyanez, csak az (a) 3. megolddsdhoz hasonléan az Gsszes jatékos hizésara vald

lehetoségek szamat figyelembe vessziik, igy az Gsszes kedvez6 eset szamanak (284) (16> (16) és az

Osszes eset szamanak (382) (284) (186) felel meg. o

(c) (10 pont) (1 pont) A keresett valésziniiség P(AN BN C).

(1 pont) osszesen arra az otletre, hogy a komplementer esemény valdszintiségét kellene kiszé-
molni és a valdszinliség 1 —P(ANBNC)=P(AUuBUC).

(1 pont) 6sszesen arra, ha valahogy kideriil a megoldésbdl, hogy P(A) = P(B) = P(C) ¢és
P(ANB)=P(ANC)=P(BnNC).

Ha ezt nem veszi észre, de kiilon-kiilon mindet kiszamolja, jar ez az 1 pont.

(1 pont) A Poincaré-formula szerint



(1 pont) P(AUBUC) = (P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)—P(BNC)-P(ANC)+P(ANBNC)) =
3P(A) —3P(BNC)+P(ANnBNC).

(1 pont) Leirja, hogy P(AN B N C)-t milyen gondolatmenet alapjan lehet kiszdmolni.

A korabbi 1. megoldasokra emlékeztetd megoldds: Most mind a 8 piros lapnak a nem kiosztot-
tak kozott kell lennie (vagyis pontosan a piros lapokat nem osztjuk ki). Ez 1 lehetdség, mig az

Osszes lehetOség szama tovabbra is (38 )

A kordbbi 2. megolddsokra emlékeztetd megoldds: Ha az P(A N B N C) esemény bekovetkezik,
akkor pl. Anna, Bea, Csilla sorrendben kiosztva a lapokat, Anna a 24 nem piros lapbdl kap
nyolcat, Bea a 16 maradék nem pirosbdl 8-at és Csilla megkapja a fennmaradé 8 nem piros
lapot, mig az Osszes lehetdséget az adja, hogy Anna 32, Bea az altala nem huzott 24 és Csilla
az altaluk nem huzott 16 lapbdl kap 8-at. Ezért

(2 pont) P(ANBNB) = ﬁ avagy P(ANBNC) = éé))((zi))((ﬁ))) (ha ezek valamelyikét helyesen

felirja, akkor jar az el6z6 1 pont is szoveges indoklas nélkiil is)
(1 pont) (= 28y ~ 9507107

32!

(1 pont) Behelyettesitve a fenti formuldkba, P(AN B)(=1-P(AUBUC) = ... = 0,7939.

Eqgyéb megjegyzések a pontozdshoz. Ha teljesen rossz eseménytérrel szamol, de az kideriil, hogy
klasszikus a valdsziniiségi mezd / kedvezo és Osszes esetek szamédnak aranyaval probal szamolni,
akkor max. 1 pont.

Tudomasul vessziik, hogy egyszeriibb szamolégépek is tudnak binomidlis egyttthatokat kisza-
molni, emiatt a zardjelben szerepld, faktorialisokbol allo kifejezéseket nem muszaj kifrni.

Ha valahogy brute force-szal Poincaré nélkil kiszamolja helyesen a keresett valoszintiségeket
(ami elég valdsziniitlen), azért jar a max. pont is, ha kellden megindokolja.

. Egy egyetem hallgatéi képviseletének programszervezo bizottsagaban kétféle programlehetdség
meriilt fel egy adott id6pontra, nevezziik ezeket A és B opcionak. Egy kilenctagu bizottsag dont
arrol, hogy a két programlehetdség koziil melyik valésuljon meg; a bizottsag tagjai szamara a
szavazas kotelezo, tartézkodni nem lehet. A bizottsag harom tagja biztosan az A opciéra szavaz,
két tagja biztosan a B opcidra, négy tagja pedig bizonytalan, ezért 0k egymastol fliggetlentil
feldobnak egy-egy szabalyos pénzérmét, és ha az eredmény fej, akkor az A opciéra szavaznak,
ha pedig iréds, akkor a B opciéra. Jelolje X az A opcidra szavazd bizottsagi tagok szamat.

(a) Mennyi a valdsziniisége, hogy valamelyik opcié tobb mint két szavazat kilonbséggel nyer?
(b) Milyen eloszldsi az X — 3 valdszintiségi valtozd és milyen paraméterrel/paraméterekkel?

(c) Jelolje Y a B opciéra szavazd bizottsagi tagok szamat. Hatarozzuk meg X és Y egyiittes
eloszlasat és a peremeloszlasaikat (lehet6leg tablazatos forméban, de elég P(X = k,Y = 1)-
t, P(X = k)-t és P(Y = [)-t minden olyan k-ra és [-re megadni, amelyre azok pozitivak).

Megoldas. Ami zardjelben van, azt nem muszaj odairni.

(a) (7 pont)

(1 pont) P(t6bb mint két szavazattal nyer valamelyik opcié) = P(A nyer t6bb mint 2 szavazattal)
+P(B nyer tobb mint 2 szavazattal).

(Ha a kovetkez6 1épések jok, ezt a4t szabad ugrani pontlevonas nélkiil.)

(1 pont) P(A nyer t6bb mint 2 szavazattal) = P(A-ra (pontosan) 6-an szavaznak)

+P(A-ra T-en szavaznak)

(= P(A-ra 3 bizonytalan szavaz) 4+ P(B-re 4 bizonytalan szavaz) (= P(X =6) + P(X = 7))
(141 pont) = (g) (%)4 + (j) (%)4 (a (g) helyett 4, a (i) helyett 1 vagy semmi is j6 persze)
(0 pont) = (= 0,3125).

(1 pont) Hasonléan: P(B nyer tobb mint 2 szavazattal) = P(B-ra (pontosan) 6-an szavaznak)
(= P(A-ra 0 bizonytalan szavaz)) (= P(X = 3)).



4
(1 pont) = (g) (%)
(0 pont) = 4,
(1 pont) tehat a keresett valészintiség 3/8(= 0,375, mas kozonséges tort alakban is j6).
Ha valamiért kiilon-kilon szamolja ki, hogy mi a valdszintisége, hogy A, illetve B legaldbb 2

szavazattal nyer, és nem adja Ossze ezeket, azért 1 pontot vonjunk le.

(b) (3 pont)

(2 pont) (X —3) ~ B(4;1/2) (1 pont arra, hogy binomidlis, tovabbi 1 pont arra, ha mindkét
paraméter j6 és vilagos, legalabb impliciten, hogy melyik az n és melyik a p),

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja, hogy 4 figgetlen kisérletet végziink és mind 1/2 va-
16szintiséggel sikeriil, ahol a siker az, hogy egy adott bizonytalan fejet dob, és X — 3 a sikerek
szama. Nem baj, ha az indoklds nem egészen teljes, de indoklds hidnyaban nem jar a pont).
J6 megoldés az is, hogy P(X — 3 = k) hidnyz6 értékeit (amiket még nem szédmoltunk ki az
(a)-ban: k = 1,2) kiszdmolja és utdna allapitja meg, hogy pont a B(4;1/2) sulyfiggvényét
jar osszesen a hidnyzo értékek kiszamitasara.

Ha valaki tokéletesen megadja X — 3 eloszlasat (pl. a sulyfiiggvény Gsszes nem 0 értékével),
de nem irja oda, hogy binomidlis, vagy odairja, de azt nem, hogy milyen paraméterekkel, arra
2 pont jar. Ebbél részpontszam adhaté (pl. ha egy-két értéket kifelejt, de nem tobbet, vagy
ha leirja minden egyes értékhez a kedvezd esetek szamat, de nem magukat a valdszintiségeket

stb.).

(c) (10 pont)
A helyes téblazat (peremeloszldsokkal egyiitt):

X
» 3145167 | py
1 1
2 0 01010 —
16 16
3 0 010 1 0 1
51 4
4 0 0Ol =10 0 —
8 8
5 0 1 010 0 1
4 4
6 i 01010 i
116 I1311 1 16
Px | Glalalaliel®

A tablazatban szereplo értékek indoklasarol lasd a kovetkezd gyorsitott pontozasi itmutatot.

Gyorsitott pontozdsi utmutatd tokéletes egytttes eloszlas esetén (ha P(X = k,Y = [)-re minden
olyan (k,l)-re helyes érték szerepel, amelyre az nem 0):

(3 pont), ha az egyiittes eloszldsban szerepl6 pozitiv értékek helyesek, akar mindenfajta indok-
las nélkiil is. A feladat megfogalmazasa miatt nem jar levonas azért, ha csak ezeket szamolja
ki és nem emliti meg, hogy minden maés kimenetel valoszintisége 0.

(1 pont) annak megemlitésére, hogy P(X =3,V =6), P(X =6,Y =3) éP(X =7,Y = 2)
értékeit mar kiszamolta az (a) vagy a (b) részben, vagy ha nem szamolta még ki, akkor ezek
kiszamitdsara Osszesen. Ha (a)-ban vagy (b)-ben méar észrevette, hogy tulajdonképpen ezeket
a valoszinliségeket szamolta ki, az is jo.

(1 pont) P(X = 4,Y = 5) kiszdmitdsara (itt természetesen lehet a (b)-re hivatkozni és azt
mondani, hogy ez P(X = 4), avagy P(X — 3 = 1), de nem muszdj. Elég, ha az szerepel, hogy
P(X =4,Y =5) = (1)(3)* = 1/4).



(1 pont) P(X =5,Y = 4) kiszamitdsara (hasonléan).
(2 pont) X peremeloszlasira, ha az is helyes.
(2 pont) Y peremeloszldséara, ha az is helyes.

Altaldnos javitdsi dtmutaté (hibds vagy hidnyos egyiittes eloszlds esetére):

Az egyiittes eloszlasra 6sszesen 6 pont jar.

(1 pont) arra az otletre, hogy X + Y mindig 9-cel egyenl, masképp fogalmazva YV = 9 — X
(1 valészintiséggel vagy mindig). Ha ez a megoldasbdl dertl ki, akkor is jar rd a pont. Ha van
tablazat, ez ekvivalens azzal, hogy a ,mellékatlon” kiviili elemek 0-val egyenlok.

(1 pont) arra, hogy P(X = k,Y = [) pontosan akkor nem 0, ha k =3,...,7és 1 =9 —k. Ez is
elég, ha a végén a tablazatbdl kideriil, illetve ha nincs tablazat, de ezek az értékek mind pozi-
tivak és az Osszegiik 1 (és az Osszes tobbi P(X = k,Y = [) vagy 0, vagy nincs is megemlitve),
akkor jar ez a pont, tovabbi indoklas nélkiil is.

(1 pont) Valahogy kideriil az, hogy P(X = k,Y = 1) értékét k = 3,6, 7-re mér kiszamoltuk az

(a) részben. Ehhez is elég, ha a tédblazatba irja a helyes értékeket.
4
(1 pont) P(X =4,V =5) = (3)(3) =1
(Ha ez igy szerepel, akkor mér nem kell tovabb indokolni. Lehet azt is mondani, hogy p = 1/2

miatt/szimmetria miatt ez ugyanannyi, mint P(X = 6,Y = 3), amit mar kiszamoltunk.)

(1 pont) P(X =5,V =4) = (1)(1)" = 2.

(Plusz hasonl6 megjegyzések a javitashoz, mint az el6z6 pontnal.)

(0 pont) Ezek alapjan elkészil a tédbldzat (ha van).

Tovabbi megjegyzés: A (c) részbdl eddig, ha a tabldzatban szerepl6é nem 0 értékek részben vagy
teljesen rosszak, de az j6, hogy melyik értékek nem 0-k (illetve hogy melyik értékek vannak
felsorolva, ha a 0 értékeket nem sorolja fel), akkor max. 3 pont.

A peremeloszlasokra 4 pont jar (ha van tablazat, akkor az alapjan, tovabbi indoklas nélkiil is):
(1 pont) X és Y értékkészlete is jo, és minden olyan értékre, amire P(X = k), illetve P(Y =)
nem 0, meg van adva egy-egy nem 0 érték, és ezen értékek osszege X és Y esetén is 1.

(141 pont) py () = Xk p(x,v)(k, 1) minden I-re és px (k) = X px,v)(k, 1) minden k-ra teljesiil
a hallgato altal megadott megoldasban.

(1 pont) jar végul arra, ha a perem-sulyfiggvények értékei nemcsak az eddig felsoroltakat
teljesitik, hanem tényleg mind jok is.

Tovabbi megjegyzések: Ha nem irja le a peremeloszlasokat, akkor ebbdl a 4 pontbdl csak az
értékkészletekre lehet pontot adni, illetve esetleg ha az (a) vagy a (b) részbdl kiderill még
valami a peremeloszlasokra vonatkozdan, akkor arra.

Ha az egyiittes eloszlast nem tudja jol megadni, de X silyfiiggvényét (pl. a binomiélis eloszlds
képlete alapjan) j6l meg tudja adni, arra jar a (c)-ben max. 4 pont. Ha rajon, hogy (Y — 2) ~
B(4;1/2) és ez alapjan Y silyfiiggvényét is jol meghatérozza, arra tovabbi max. 4 pont.

. Egy X valészintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye: fx(r) = 5, ha > 1 és fx(x) = 0 kiilénben,
ahol ¢ > 0 egy megfeleléen véalasztott konstans.

(a) Hatérozzuk meg c értékét.

(b) Definidljuk az Y diszkrét valdszintiségi valtozét a kovetkezéképpen:

3, ha X <3,
Y ={0, ha3<X <4,
4,

kiilénben.

Hatérozzuk meg P(Y = k)-t minden olyan k € R-re, amelyre ez a mennyiség pozitiv.



(c) Hatarozzuk meg Y varhaté értékét és szérasat.

Megoldas.

(a) (6 pont)

(1 pont) fx akkor lesz siirliségfiiggvény, ha nemnegativ (ezt elég csak megemliteni, ¢ > 0 miatt
vildgos, hogy ez teljestil)

(2 pont) és 1 = [ fx(z)dr = [{° Sdx

(/2% fx(x)da-t ki lehet hagyni és egybél [ Sda-szel kezdeni, de ha csak az el6bbi szerepel,
akkor csak 1 pont)

(1 pont) = [—c/al°

(1 pont) (=0+c¢) =c,

(1 pont) tehat ¢ = 1.

Ha c-t rosszul hatarozta meg, de tovabbszamol a rossz értékkel, akkor a tovabbi részekre lehet
pontot adni, de ha a P(Y = k)-k dsszegére nem 1 jon ki neki, akkor vonjunk le még 1 pontot.

(b) (7 pont)

(1 pont) Ran(Y') = {0,3,4} (ha ez hidnyzik, de késébb szerepel P(Y = k) minden k € {0, 3,4}
esetén és ezek Osszege 1, vagy kimondja, hogy més értéket nem vesz fel Y, akkor is jar ez a
pont)

(1 pont) P(Y =3) =P(X < 3)(=P(1 < X <3) = [} fx(z)dz) = J; Hda

(1 pont) (= [—1/x]3) =1—1/3 = 2/3. (A primitiv fiiggvényre itt nem jar kiilon még egy pont,
mert az (a) részben mar adtunk, igy nem baj, ha egybél a behelyettesitéssel kezdi.)

(1 pont) Hasonléan P(Y = 0) = P(3 < X < 4)(= [; fx(z)dz) = [; 5dx (ha itt nem indokolja
meg, hogy ez az eloszlasfliiggvény /a val. valtozo folytonossidga miatt igaz, akkor is jar ez a pont)
(1 pont) (= [~1/x]3) = 1/3 — 1/4 = 1/12. (0,83 tizedes tort alakban, illetve 4 értékes jegyre
kerekitve is j6, az el6bbi 2/3 is.)

(1 pont) Végil P(Y =4) = P(X > 4)(= [° fx(z)dz) = [ Sdz

(1 pont) (= [-1/z])=0+1/4=1/4.

(Ha P(Y = k) a hdrom relevans k pontbdl kettében mar megvan, a harmadikat szabad komp-
lementer valésziniiséggel is szamolni. )

(c) (7 pont)

(1 pont) E(Y) = 3P(Y = 3)(+0P(Y = 0)) + AP(Y = 4)

(1 pont) = 3.3 +4- i = 3. (Az el6z6 pont akkor is jar, ha egybdl |E(Y) =" utan irja a
behelyettesitett szamszert értékekkel a varhato érték képletét, vagy ha a varhaté érték altalanos
képletét irja le el6szor és utdna egybdl mindent behelyettesit.)

(1 pont) D*(Y) = E(Y?) — E(Y)?,

(1 pont) ahol E(Y?) = 9P(Y = 3)(+0P(Y = 0)) + 16P(Y = 4)

(1 pont) = 9-2+16- 5 = 10, (A vérhat6 érték pontozdsshoz hasonléan elfogadunk ennél
témorebb megoldasokat.)

(1 pont) igy D*(Y) =10 — 32 =1,

(1 pont) tehat D(Y)(= /D2(Y) = /1) = 1.

Megjegyzés: Ha valaki a (b) részben nem tudta Y eloszlasat meghatarozni, de prébalja altala-
nosan/paraméteresen meghatérozni E(X)-et és D?(X)-et, akkor a (c)-re max. 3 pont. Pontozas
attél fiiggden, hogy mennyire hihetd, hogy az ezekre vonatkozé képleteket nem csak isme-
ri, hanem konkrét val. valtozdkra is jol tudja alkalmazni. A teljes 3 ponthoz mindenképpen
szitkséges, hogy Y értékkészletét felismerje (a 0 értéket persze ki lehet hagyni a momentumok
meghatarozasanal).

1N ||

. * Legyen X egy olyan val6szintiségi valtozo, amelynek eloszlésfiggvénye Fx: R — [0,1], x —
e ® " (e~ 2,71...). Felhasznalhatjuk, hogy ez egy eloszlasfiiggvény (ldsd 5. feladatsor).

—e



(a) Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan € > 0, amelyre P(X <¢) < 1/2.

(b) Legyen Y = e~X. Hatdrozzuk meg Y sfirfiségfiiggvényét és szoérasat.

Megoldas.

(a) (6 pont)

1. megolddas.

(1 pont) P(X <0) = Fx(0) =e"*°
(0 pont) = 1/e (vagy: e7!; 1/e ~ 0,3679, de latni fogjuk, hogy a pontos numerikus érték nem
olyan fontos. Az el6z8 1épésbél az "= Fx(0)" kihagyhato6 és egybdl johet a képlet, de ha egybél
a végeredmény jon, akkor csak 1 pont jar a 2-bol).

(1 pont) Tehat Fix(0) < 1/2 (ezt nem kell tovabb indokolni akkor sem, ha nem adta meg 1/e
numerikus értékét, higgyiik el, hogy tudja, hogy e > 2).

(1 pont) Az eloszlasfiiggvény folytonos,

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja: pl. azért, mert folytonos figgvények kompozicidja,
vagy azért, mert minden pontban differencialhato — ha ezt irja, higgyiik el neki akar anélkiil is,
hogy lederivalna — és ezért minden pontban folytonos),

(1 pont) ezért van olyan € > 0 is, amelyre Fix(e) < 1/2,

(1 pont) és szintén a folytonossiag miatt P(X < e) = Fx(e), amibdl kévetkezik a bizonyitandd
allitas.

—0

(Ne vonjunk le pontot, ha egyszer mar hivatkozott a folytonossagra és most nem teszi, illetve
csak egy pontot vonjunk le 6sszesen, ha nem hivatkozott ra egyaltalan. A legelsé 1 pont jar akkor
is, ha nem irta oda, hogy Fx(0) = P(X < 0), tehat ennek hidnyaban akar maximalis pontszam
is kaphato, viszont az utols6 pont csak akkor jar, ha szerepel, hogy Fx(¢) =P(X < ¢).)

Alternativ jo megoldasok példdul:

o A folytonossigot a 0-ban alkalmazza és azt irja, hogy P(X < 0) = 1/e < 1/2, és utana
(szintén a folytonossidg miatt) P(X < e) < 1/2 is teljesiil, ha ¢ > 0 elég kicsi. Itt tulaj-
donképpen nem z — P(X < z), hanem z — P(X < z) folytonossagara kell hivatkozni, de
ha ez az egyetlen probléma, azért ne vonjunk le pontot.

A folytonosséag helyett arra hivatkozik, hogy P(X = ¢) = 0 valamilyen ¢ € R-re (pl. ¢ = 0,¢
stb.). Ez ugyantgy j6, de valahogy meg kell indokolni, pl. azzal, hogy X folytonos val.
valtoz6, mas szavakkal azzal, hogy van slirliségfiiggvénye (erre jar 1 pont a folytonossig
helyett), amit szintén meg kell indokolni, pl. azzal, hogy az eloszlasfiiggvény mindentitt
differencialhat6 (erre jar 1 pont a folytonossdg megindoklasa helyett).

o Eljut addig, hogy P(X < ¢) < 1/2 valamely ¢ > 0O-ra, és utdna nem az eloszlasfiiggvény
folytonossagara hivatkozik, hanem azt mondja, hogy ekkor valamely (barmely) ¢’ € (0, ¢)-
re P(X <¢') < 1/2.

(Ez a valdszintliség monotonitasabdl kovetkezik, de nem kell indokolni.)

Alternativ ,,brute force” megoldds, szintén teljes pontszdmért: valaszt valami tetszoleges 0-
nil nagyobb € szdmot, amire e=®~ < 1/2 (pl. ¢ = 1/4 j6). Ebbél kijon az, hogy Fx(g) =
P(X < ¢) < 1/2 (4 pont), és ezutan meg kell indokolni, hogy ebbdl miért kovetkezik, hogy
P(X < ¢e) < 1/2 (pl. folytonossag, 1 pont), amit az elébbiekhez hasonléan szintén meg kell
indokolni (1 pont).

Alternativ megoldas megint csak az, hogy P(X < ¢) < 1/2-b6l azt vezeti le, hogy akkor vala-
milyen (barmely) ¢ € (0,1/2)-re P(X <¢&') < 1/2.

Ha ezzel probalkozik, de nem jo e-t véalaszt, akkor az elsé 4 pontbdl max. 2 pont, utdna az



utolso 2 pontot még megkaphatja akar mind az indoklas josagatol fliiggden.

(b) (14 pont, ami zardjelben van, azt nem kotelezd odairni)

(1 pont) arra az otletre, hogy Y sfirtiségfiiggvénye kiszamitdsahoz el6szor az eloszlastiiggvényét
kellene meghatarozni (akkor is, ha ezutdn semmi més j6 nincs. Ha csak az latszik, hogy az
eloszlasfiiggvényt probélja felirni, és szintaktikailag értelmezhet6 dolgot ir, akkor jar az 1 pont)
(1 pont) Ran(Y') = (0, 00) (elfogadjuk = helyett C-val és/vagy (0, c0) helyett [0, co)-vel is. Ha
kés6bb kideriil, hogy Fy(x) = 0 minden = < O-ra, akkor ez az 1 pont jar.)

(1 pont) és ezért Fy(z)(=P(Y < z)) = 0 minden x < O-ra.

(1 pont) Ha x > 0, akkor Fy (z) =P(Y < z)

(0 pont) = P(e™ < x)

(2 pont) (=P(—X <lnz)) =P(X > —1Inzx)

(2pont) (=1—P(X < —lnz)=1—Fx(lnz))=1—e* "7 =1—¢c"

(Ebb6l 1 pont jar a komplementer valésziniiségre, 1 pont az atalakitdsra az azonossdgok segit-
ségével. Itt ugye megint hasznaljuk Fx folytonossagat, de tobbszor mar nem jar ra pont.)
(2 pont) Tehat Y ~ Exp(1),
(1 pont) és igy (a tablazat alapjan) fy(z) =€, hax >0
(1 pont) és fy(x) =0, ha z <0 (ha a 0-t a méasik szakaszhoz veszi, az is OK),
(1 pont) valamint (szmten a tablazat alapjan) D*(Y) =1,
(1 pont) és igy D(Y) =

Ha az eloszlasfigguény alapjan nem wveszi észre, hogy Y exponencidlis eloszldsi: 1 pont jar
arra, hogy fy(z) = 0, ha x < 0, 1 pont arra, hogy = > 0 esetén fy(x)-et az eloszlasfiiggvény
derivalasaval lehet megkapni, és 2 pont arra, hogy ezt a derivalast jol el is végzi.

Ha ezutan a striségfigguényérél sem ismeri fel az exponencidlis eloszldst, akkor sajnos sokat
kell dolgozni az utolsé 2 pontért, rdadasul fél pontokat nem is adhatunk. A szérast D(Y) =

\/ E(Y?) — E(Y)? képlettel kell meghatarozni (0 pont), amihez ki kell szamolni E(X)-et (1 pont,
1x parc. int. vagy E(Y) = [°(1 — Fy(x))dz) és E(Y?)-et (2x parc. int., esetleg az els§ utdn
kapott képletben fel lehet ismerni a mér kiszamolt varhato értéket), majd elvégezni a sziikséges
kivondst és gyokvondst (Osszesen 1 pont).

Eloszlas neve | Jelolés | Ran(X) | P(X = k) vagy Fx(t) | fx(t) | E(X) | D*X)

indikdtor 1(p) {0,1} p, 1—p p | p(l—p)
binomidlis | B(n;p) | {0,1,...,n} (Z)pk(l —p)F np | np(1—p)
Poisson Pois(\) | {0,1,...} Ale A A
. . _ k—1 1 1-p
geometriai | Geo(p) | {1,2,...} (1—p)*'p - =
egyenletes | U(a;b) (a;b) i S| et (e s

> = l\’)‘
—

exponencidlis | Exp(\) RF 1—e e M




