BME VIK - Valdszinliségszamitas és statisztika 2024. januar 18.

Vizsgadolgozat Valésziniiségszamitas és statisztikabol (UJ Valszam), 2024.01.18.

1.

(a) Legyen (€, F,P) valdszinliségi mezé.

i. Legyenek A, B € F események. Milyen feltétel teljestilése esetén mondjuk azt definicié
szerint, hogy A és B fiiggetlenek?

ii. Legyenek X és Y valoszinliségi valtozok ezen a valdszintiségi mezon. Milyen feltétel
teljesiilése esetén mondjuk azt definicié szerint, hogy X és Y figgetlenek? (Ezen kérdés
megvalaszolasdhoz az i. részben mar definialt fogalma(ka)t nem kell Gjra definialni.)

(b) Legyen Xi, Xo,..., X,,... valosziniiségi valtozok egy sorozata és Z egy valdsziniiségi val-
tozo. Jeloljik X; eloszlasfiiggvényét Fx,-vel (i = 1,2,... esetén) és Z eloszlasfiggvényét
Fz-vel. Milyen feltétel teljestilése esetén mondjuk azt definicié szerint, hogy X, eloszlasban
konvergédl Z-hez (amint n — 00)?

Megoldas.
(a) (11 pont)

i
(5 pont) A és B (pontosan) akkor fiiggetlenek, ha P(AN B) =P(A) - P(B).

Szorzatjel nem kotelezd. Ha P(A|B) = P(A)-t vagy P(B|A) = P(B)-t ir, akkor 2 pont, ha
hozzairja, hogy a feltétel valoszintisége pozitiv kell, hogy legyen, akkor még 1 pont.

(jegyzet 2.1.1. Definici6)

ii.

(4 pont) X és Y (pontosan) akkor fuggetlenek, ha az {X < z} és az {Y < y} események
fiiggetlenek

(az is j6, ha azt irja, hogy P(X < z,Y < y) = P(X < 2)P(Y < y) vagy P{X <z} n{Y <
y}) = P(X < 2)P(Y < y), illetve ha pl. {X < z} helyett {w € Q|X(w) < x}-et, az sem, de
kisebb szintaktikai hibakért vonjunk le 1 pontot, pl. ha a metszetet halmazjelolések nélkiil vagy
hidnyos halmazjelolésekkel irja. Ha pl. P({X < x})-et ir, az nem baj)

(2 pont) minden z,y € R esetén.

(jegyzet 6.1.1. Definici6)

(b) (9 pont)

(5 pont) X,, akkor konvergél eloszlasban Z-hez (amint n — 00), ha lim, . Fyx, () = Fz(z)
teljesiil (vagy F, (2) — Fz(x), vagy Fy, (x) — Fz(x), amint n — oo; ha csak konvergenciajel
szerepel, de nem dertil ki, hogy n — oo esetén értendd a hatarérték, akkor max. 3 pont)

(4 pont) minden olyan x € R esetén, ahol Fy folytonos. (Kisebb szintaktikai hibakért 1-1 pont
levonas. Ha azt irja, hogy minden x € R-re, azért 1 pont jar a 4-bol.)

(jegyzet 9.3.1. Definicio)

. Az X és Y valoszinliségi valtozok egytttes eloszlasat az alabbi tablazat adja meg.

X
v 1 2
T 1
Oy §
1 5 1
1 1
12 12

s s

egyenesét.

Megoldas.

(1 pont) cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y),

(1 pont) ahol E(XY') = 3 cran(xy) FP(XY = k) (ha a kovetkezd 1épés jo, akkor ez a pont jér
az altaldnos képlet feltiintetése nélkiil is)

(Ipont) =55 -1+ (;+15) 2+ 5 -4=1,

(1 pont) valamint mivel P(X = 1) = P(X = 2) = 1/2 (ezt persze tablazatosan is fel lehet
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tiintetni),

(1 pont) E(X) =3-(1+2) =3,
(1 pont) és mivel P(Y = 1) =1/3é P(Y = 2) =1/6 (és igy P(Y = 0) = 1/2, de ezt nem
musza]j odairni, mert a varhaté érték és szoras kiszamitdsdhoz tigysem kell),

(1 pont) E(Y) =5 -1+ 2—§

(1 pont) tehat cov(X, )

(1 pont) corr(X,Y) = COV(X y))

(1 pont) ahol D(X) = \/E X?) —E(X)2 és Y esetén hasonléan (de ha csak az egyiket irja oda,

azért ne vonjunk le pontot),
(1 pont) és E(X?) = 1(12 +2%) =12,

(1 pont) tehat D(X \/5/2 — 3/2 - \/1/4 =1/2,

(1 pont) valamint E(YQ) 124222 =1,

(1 pont) fey DY) = /1~ (273 = %,

(1 pont) emiatt corr(X,Y) = 5.1235 = ﬁ ~ 0,2236 (a tort alakid és a numerikus végeredmény

kozil elég, ha az egyiket irja ki).
(1 pont) A regressziés egyenes képlete {(z,y) € R%|y = Bz + a},

1
(141 pont) ahol 8 = <, (XXT) =3 = 1

(141 pont) és o = () BE(X)=2-3-3=1.

3. Egy X folytonos valoszintiségi valtozé eloszlastiiggvénye

0, ha z <1,
Fx:R—=R, Fx(z)=qlnz, hal<z<e,
1, ha z > e,

ahol e = 2,71 .. ..

(a) Hatdrozzuk meg X varhaté értékét és szorasnégyzetét.

(b) Szamitégéppel szimuldltunk 100 darab fiiggetlen, azonos eloszlast valészintiségi valtozot az
(a) feladatban szerepld Fy eloszlasfiiggvénnyel. Becsiiljik meg alkalmas approximéacioval
annak a valdsziniiségét, hogy ezek dsszege legfeljebb 180 (a val6sziniiség pontos értékének
kiszdmitasaért itt nem jar pont).

Tandcs: A (b) részfeladatban érdemes az (a) részfeladat megolddsanak megfeleléen kerekitett
numerikus eredményeivel dolgozni szimbolikus értékek helyett.

Megoldas.

(a) (8 pont)

(1 pont) fx(z) =1 hal<z<e
(1 pont) és fx(z) = 0 kiilonben,
(1 pont) tehat E(X) = [% xfx(z)dz = [{ 1dx (elég, ha a masodik képlet szerepel)
(1 pont) = [z]; = e — 1(~ 1,7183).
(1 pont) DA(X) — E(X?) — E(X)?,
(1 pont) ahol E(X?) = [*_2%fx(x)dx = [} zdx

(1 pont) = [3%/2]§ = =7 (= 3,1945).

(1 pont) Tehdt D*(X) = ¢ 2_1 — (e — 1)? ~ 0,2420. (Nem baj, ha itt nem szerepel numerikus
eredmény, de el6bb-utébb hidnyozni fog.)

(b) (12 pont)

(1 pont) arra az o6tletre, hogy a CHT-t kellene hasznélni. Ez jar akkor is, ha ez a késébbiekben
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nem sikeriil, feltéve, hogy kideriil, hogy az altalanos CHT-rél és nem a de Moivre-Laplace-
tételrol van szo.

(1 pont) Jeldlje Xq,. .., X0 a szimulalt valoszintiségi valtozdkat, ekkor a keresett valészintiség
P(¥1% X; < 180).

(5 pont) Sztenderdizalunk:

P(%X < 180) _ P( 129 X; — 100E(X,) o 180 100E(X1)) B P( 100X, —171,8282 o1 6610)
= B VI0OD(X;)  —  V100D(Xy) / 4,9197 =

(Ebb6l 3 pont a kozépsd 1épés, 2 pont az utolsd, amibél 1 az, hogy a szérasnégyzetbdl gyokot
vonva kiszdmolja a szérdst.) (Kisebb kerekitési hibdkért, ha pl. mar az (a) részben kiszdmolta a varhaté
értéket és a szorasnégyzetet és most a négy tizedesjegyre kerekitett értékekkel szamol, ne vonjunk le pontot. Ha
a kozépso kifejezés nincs ott szimbolikusan, de ott van E(X;) és D(X;) mér ismert értékeivel, az is jo, és a két
1épés Ossze is vonhatd, ha kideriil, hogy mi micsoda. Ha a jobb oldalon csak szimbolikus értékek szerepelnek,
azért ne vonjunk le pontot, de mint mér emlitettem, a numerikus eredmények elé6bb-utébb hidnyozni fognak.)
(1 pont) = P(Y < 1,6610), ahol Y ~ N(0; 1),

(1 pont) ami megegyezik P(Y < 1,6610)-mal, mert Y folytonos valdszintiségi valtozé (ha nem
hivatkozik a folytonossagra, azért ne vonjunk le pontot, de legalabb annyi legyen kimondva,
hogy a két valészintiség egyenls. Mivel X; és igy S°1% X; is folytonos valdszintiségi valtozo, a
»<7-r6l ,,<”-ra mar az el6z6 lépésben &t lehet térni, de ott indokolni kell a folytonosségot.)
(141 pont) és P(Y < 1,6610)(= (1,6610)) ~ ®(1,66) (nem muszdj hasznélni a ® jelolést, jé a
P(Y < 1,66) is)

(1 pont) = 0,9515.

4. Egy X és egy Y valészintiségi valtozo egyiittes stirtiségfiiggvénye

¢, hal0<y<lésO<uzx<y,

. R2 —> R, x’ g
Jxy fX’Y( v) {0, kiilonben,

ahol ¢ > 0 egy alkalmasan valasztott valos szam.

(a) Hatédrozzuk meg c értékét.
(b) Hatdrozzuk meg az fx és fy perem-siirtiségfiggvényeket.

(c) Fiiggetlen-e X és Y7 Azonos eloszlast-e X és Y?

Megoldas.

(a) (5 pont)

(1 pont) fxy akkor lesz egyiittes stirliségfiiggvény, ha (¢ nemnegativ — ez meg van adva, ezért
nem jar ra pont — és) 1 = [ fxy(z,y)dzdy

(1 pont) = f) ¥ cdady (ha ez j6, akkor az eléz6 pontot az el6z6 képlet hianyaban is megadjuk)
(1 pont) = ¢ fy [#])_ody = ¢ fy ydy

(1 pont) = cly?/2L_, = c/2.

(1 pont) amibdl ¢ = 2.

Alternativ megoldds: a geometriai valészintiségi mezdvel érveliink. A stirliségfiiggvény konstans
azon a tartomdnyon, ahol nem 0. Ez a tartoméany pedig az {(z,y) € R*: 0 < z < y < 1}
derékszogii egyenloszari haromszog, vagyis az egységnégyzet y = x szogfelezo-egyenes feletti
fele, amelynek amelynek tertilete 1/2. Az (X,Y") valészinliségi vektorvaltozo 1 valészintiséggel
ebbe a tartoméanyba esik, és itt a valdsziniiség a tertilettel ardnyos (mert a stirtiségfiiggvény
konstans), ami azt jelenti, hogy c-szer a haromszog teriilete éppen 1, vagyis ¢ = 2. (5 pont,
indoklas sziikséges, de ha lényegében helyes, csak nem elég preciz, akkor ne vonjunk le tuil sok
pontot.)

(b) (8 pont)
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(1 pont) Ha 0 < x < 1, akkor fx(x) = [ fxv(z,y)dy

(1 pont) = f 2dy (ha ez jo, akkor az el6z6 pontot az el6z6 képlet hidnyaban is megadjuk)
1

(1 pont) = {2y =2 — 2z,
y=x

(1 pont) és ha x < 0 vagy = > 1, akkor fx(x) =0,

(1 pont) valamint ha 0 < y < 1, akkor fy(y) = [, fxv(z,y)dz

(1 pont) = [ 2dz (ha ez jo, akkor az el6z6 pontot az el6z6 képlet hidnyaban is megadjuk)
)

(1 pont) = =2y,

2=0
(1 pont) és ha y < 0 vagy y > 1, akkor fy(y) =0.

(c) (7 pont)
Onmagéban arra a kijelentésre, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert... (valahogy megindokolja, akkor is, ha rosszul).

(2 pont) X és Y pontosan akkor figgetlenek, ha fx(z)fy(y) = fxy(x,y) minden z,y € R
esetén teljesil (ha kihagyja, hogy minden z,y € R esetén, akkor max. 1 pont).

(2 pont) arra, hogy valaszt egy olyan z és egy olyan y értéket, amelyre fx(z)fy (y) # fxv(z,y),
pl. z =y =1/4.

(1 pont) arra az otletre, hogy pontosan akkor lennének azonos eloszlasiak, ha ugyanaz lenne
a stiriségfiiggvényiik (mivel mindkét peremeloszlas folytonos, de ezt nem kell odairni. Szabad
az eloszlasfiiggvényeket is kiszamolni és az alapjan kovetkeztetni, de folosleges),

(1 pont) arra, hogy ez itt nem teljesiil, ezért nem azonos eloszldstak. (Ezt nem kell részletezni,
det € (0,1)\ {1/2} esetén fx(t) # fy(t). Az utolsé két pont természetesen Osszevonhato.)

5. Egy trépusi barlangban a homérséklet egész évben kozel alland6. A hémérsékletet 6 idépontban
megmértiik és (Celsius-fokban mérve) az

2, =186 2, =18,0 23=192 a3=174 z5=168 4= 18,0

adatpontokat kaptuk. Az x = (x1,...,xg) vektort egy X = (X,..., Xg) fae. N(u;4) eloszlasu
minta realizacidjanak tekintjiik, ahol a p varhato érték ismeretlen.

(a) A minta alapjan adjunk 97% szint{i konfidenciaintervallumot a p paraméterre.

(b) Egy régi foldrajztankonyv azt allitja, hogy pu = 17,5 °C. Felmertilt, hogy a klimavaltozas
miatt ez az allitds mar sajnos nem tarthatd. Vizsgaljuk ¢ = 0,05 terjedelmii probaval,
hogy a minta alapjan igaz-e az allitas. Adjuk meg Hy-t, Hi-et, a probastatisztika értékét,
a dontést és azt, hogy mi alapjan dontottiink.

Megoldds.

(a) (9 pont)

(1 pont) arra, hogy mivel a széréds ismert, az ismert szérashoz tartozé (a képletgyiijteményben
az u-probandl szerepld) képletet hasznaljuk a konfidenciaintervallumra. Elég, ha ez impliciten

dertil ki.
(1 pont) n = 6 és € = 0,03 (elég, ha ezek is csak impliciten dertilnek ki a késébbiekben), (1
pont) Tg = 6ZZ 1T
(1 pont) = 18,
1 pont) és o = \/_ =2.
1 pont) uep = 711 —¢/2) = $71(0,985)
)

pont) Igy a konfidenciaintervallum (z, — 0?2 Tn + J?}/z) = (18 — &\/’1? 18 + 2\2/’17) ~
16,2282,19,7718) (itt csak a szamolasra, illetve a Vegeredmenyekre jar pont, mert arra mar
adtunk pontot, hogy melyik képletet kell hasznalni).

(b) (11 pont)

(
(
(1 pont) ~ 2,17 (a normalis eloszlas tablazata alapjan).
(2
(
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(1 pont) ismét jar arra, hogy mivel a szérds ismert, u-prébat kell hasznélni, és a proba egymin-
tas, (elég, ha ez késébb impliciten dertl ki).

(2 pont) arra, hogy kétoldali probara van sziikség (ez a foldrajztankonyvben szereplé allitasbél
kovetkezik). Ezt nem kell expliciten kimondani, ha jé a nullhipotézis.

Ha ezt elrontja a hallgatd, akkor ezt a két pontot elveszti, illetve az alternativa lentebbi ér-
tékelésénél a Hy: p < 17,5 vs. Hy: pu > 17,5 alternativara maximum 1 pont jar, a Hy: p >
17,5 vs. Hy: p < 17,5 alternativara pedig nem jar pont. Ezutan viszont a tovabbiakban tgy
értékeljitk a megolddst, mintha az alternativa helyes lenne (feltéve, hogy szintaktikailag ér-
telmezhetd), tehat az adott egyoldali alternativinak megfeleléen az 1 — e-kvantilis egyszerese,
illetve —1-szerese a helyes és azzal kell 6sszehasonlitani az u-statisztikat és az alapjan donteni.
(2 pont) Tehat az alternativa Hy: p = 17,5 vs. Hy: g # 17,5 (itt p jeloli a mintaelemek varhaté
értékét, de ezt nem muszaj odairni).

(1 pont) (Mivel egymintds u-probardl van sz6), a probastatisztika értéke u(z1, . .., xg) = 2242 /n
(elég, ha ez impliciten deriil ki a kovetkez6 1épésbél. Ha csak u-t ir u(xy, ..., zg) helyett, azért
ne vonjunk le pontot, mert a tablazatban is az van)

(1 pont) = £=12/6 ~ 0,6124.

(1 pont) Hy-t pontosan akkor fogadjuk el, ha [u(xq, ..., z,)| < ucp = @711 —€/2),

(1 pont) ahol € a terjedelem, vagyis 0,05, tehat ®~(1 —¢/2) = ®71(0,975)

(1 pont) ~ 1,96.

(1 pont) Ezért Hy-t elfogadjuk (vagyis arra jutunk, hogy a varhaté érték [még] 17,5 °C-kal
egyenlének tekintheto).

6. * Az valdszinliségi vektorvaltozordl tudjuk, hogy varhatéd érték vektora valamely

42
Y —1)’
U,V fluggetlen normalis eloszlasi valoszintiségi valtozdkra és a, b, ¢, e, f, g valoés szamokra X =
aU +bV +cés Y = eU + fV + g teljesiil, valamint D*(X) > 0,D*(Y) > 0, és E(Y|X) = X +d,

ahol d € R egy alkalmasan valasztott konstans.

(a) Hatérozzuk meg d értékét.

(b) Hatarozzuk meg Y-nak X-re vett regresszids egyenesét.

(c) Fiiggetlen-e X és Y7

(d) Diagondlis-e Gf) kovarianciamatrixa?

Megjegyzés: Ha az (a) részben nem sikerilt d-t kiszamitani, a tobbi részfeladatot paraméteresen
is megoldhatjuk.

Technikai megjeqyzés: Ez az eredeti feladat modositott verzidja, atfogalmazva tgy, hogy ne
szerepeljen benne a tobbdimenziés normalis eloszlas fogalma. Emiatt viszont a feladat megfo-
galmazasa kissé nehezebb az eredetinél. A megoldés szinte valtozatlan.

Megoldds. (a) (7 pont)

(1 pont) A teljes varhat6 érték tétele szerint

(2 pont) E(Y) = E(E(Y'| X))

(1 pont) — E(X + d).

(1 pont) = E(X) + d (az eléz6 egyenlettel 6sszevonhato)

(1 pont) = 42+ d, aminek —1-gyel kell megegyeznie (a megadott varhaté érték vektor alapjan),
(1 pont) tehat d = —43.

(b) (5 pont)

(1 pont) arra, hogy fliggetlen normalisok Gsszegei/linearis kombinécidi esetén a regresszié meg-
egyezik a linedris regressziéval (ez a pont akkor is jar, ha a konkrét szitudciéra nem tudja meg-
feleléen alkalmazni. A normalitdsra és fliggetlenségre viszont mindenképpen hivatkozni kell).
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(2 pont) Ez azt jelenti, hogy E(Y|X) = X + «a, ahol § és « a lineéris regresszi6 képletében
szerepl6 kifejezések (nem kell kifrni, hogy mi 5 és « képlete, de az valahogy deriiljon ki, hogy
a linedris regressziénak felelnek meg).

(1 pont) Ezért =1 és a(=d) = —43,

(1 pont) vagyis a regressziés egyenes {(z,y) € Ry = x — 43}.

(c) (3 pont)

(1 pont) arra, hogy ha X és Y fiiggetlenek lennének, akkor E(Y|X) megegyezne E(Y )-nal.

(2 pont) Ez viszont itt nem teljestilhet, hiszen E(Y|X) = (X +d =)X —43, és X (vagy: X —43)
nem konstans valdsziniiségi valtozd, mivel a szérasnégyzete pozitiv, mig E(Y)(= d = —43) egy
konstans.

(d) (5 pont)

(1 pont) A kovarianciamatrix pontosan akkor diagonalis, ha cov(X,Y) = 0.

hogy a kovarianciamatrix egy 2 x 2-es szimmetrikus matrix, amelyben a f6atlén kiviil mindkét
helyen cov(X,Y") &ll).

(2 pont) Ha cov(X,Y) = 0 teljesiilne (vagyis ha X és Y korrelalatlanok lennének), akkor vi-
szont fiiggetlenek is lennének, mert X és Y (ugyanazon) fliggetlen normalisok Osszege/linedris
kombinacidja.

(1 pont) Es mivel lattuk, hogy nem fiiggetlenek, ezért korreldlatlanok sem lehetnek, tehét a
kovarianciamatrix nem diagonalis.

Tudnivalék: A vizsga id6tartama 100 perc. Szamologépet lehet hasznédlni. A szamszert megoldaso-
kat 4 értékes jegyre kerekitsiik. A teljes pontszam eléréséhez a megoldas menete is szitkséges, beleértve
az egyes lépéseknél felhasznalt tulajdonsagok és tételek jelzését. A vizsga elso 30 percében nem lehet
a termet elhagyni.



