Valészinliségszamitas 2024. januar 11.

Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozési itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutat6é minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszertiisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. (a) Legyen k € N. Milyen feltétel teljestilése esetén és hogyan definidljuk egy X val6szintiségi
valtozé k-adik momentumat?

(b) Legyen n € N, és legyen adott egy X = (X,...,X,) n elemii fae. minta, ahol a minta-
elemek eloszldsa egy ismeretlen ¥ € § C R? paramétertdl fiigg, és legyen ¢: R? — R egy
figgvény. Legyen tovabba T(X) = T(X1, ..., X,) a minta egy statisztikaja.

Mikor mondjuk azt (az el6addson elhangzott definici6 szerint), hogy a T'(X) statisztika a
() paraméterfiiggvénynek

(i) egy torzitatlan becslése, illetve
(ii) egy aszimptotikusan torzitatlan becslése?

Megjegyzés: Az E és Ey jeloléseket az el6adason tanult médon hasznalhatjuk, ezeket nem kell
bevezetni, és nem kell megmagyarazni, hogy mit jelentenek.

Megoldas.

(a) (10 pont)

(5 pont) X-nek a k-adik momentuma E(X%), (természetesen E[X*] is jo, sét EX” is)

(5 pont) amit akkor definidlunk, ha E(|X|*) < oo.

(jegyzetkiegészités 14.3.1. Definici6; a diasoron mér a valszam résznél szerepelt a momentumok
fogalma)

Ha E(X*) vagy E(|X|¥) helyett a varhaté érték diszkrét vagy folytonos esetre vonatkozé ekvi-

« sz

« sz

(pl. E(X*) = supyegyeserit, v<x E(Y"), vagy ugyanez E(Y*)-t az egyszerti val. valtozok varhat6
értéke szerint kifejtve), az jo.

Kisebb szintaktikai hibdk esetén részpontszam adhatd. E(X)*-ra, illetve E(|X|)*-ra nem jar
pont.

(b) (6sszesen 10 pont)
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(i)
A torzitatlansag akkor teljestil, ha

(4 pont) Ey(T'(X4,...,X,)) = ¥(9)

(1 pont) minden ¥ € f-ra.

(i)

Az aszimptotikus torzitatlansag akkor teljestl, ha

(4 pont) lim,, oo Ey(T'(X1,..., X)) = ¥(9)

(1 pont) minden ¥ € f-ra.

(jegyzetkiegészités 14.1.1. Definici6 (1) és (2) része)

(X1,...,X,) helyett természetesen szabad X-et irni a T argumentumdaban. Ne vonjunk le pon-
tot, ha csak az nem vilagos, hogy X vastag vagy nem vastag betiis.

Ha Ey helyett csak E-t ir, akkor a vonatkozé 4 pontbdél maximum 2 pont jar.

2. Egy elképzelt orszdgban eladott gyufdk 70%-a egy oleséd gyufdkat gyartd cégtél szarmazik, ezek
1/3-a hasznalhatatlan. A maradék 30%-ot egy dragabb gyufdkat készité vallalat gyartja, az
altala készitett gyufak koziil tizbol atlagosan egy hasznalhatatlan.

(a) Véletlenszertien kivilasztva egy, az adott orszdgban eladott gyufat, mi a valészintisége,
hogy az hasznalhatatlan?

(b) Véletlenszeriien kivilasztva egy, az adott orszdgban eladott gyufét, jelolje X azt a valé-
szinliségi valtozdt, amelynek értéke 1, ha a gyufa hasznalhatatlan és 0, ha hasznalhato.
Jelolje tovabba Y azt a valdszintiségi valtozot, amelynek értéke 2, ha ugyanezt a gyufat az
olcso gyufakat készito cég gyartotta, és 1, ha a dragabb gyufakat gyarté vallalat gyartotta.
Hatarozzuk meg X és Y kovarianciajat, illetve X szorasnégyzetét.

Megoldas.

(a) (7 pont)

Jeloljik O-val azt az eseményt, hogy a kivalasztott gyufat az olesébb gyufakat gyarto cég gyar-
totta és D-vel azt az eseményt, hogy a dragabb gyufakat gyarto cég gyartotta. Jeloljiik tovabba
H-val azt az eseményt, hogy a kivilasztott gyufa hasznalhatatlan. (Nem sziikséges persze ezek-
re az eseményekre jelolést bevezetni.)

(1 pont) arra, hogy legaldbb minimélis indoklast ad arra, hogy a TVT feltételei teljestilnek (elég
tovabbi magyarazat nélkiil arra hivatkozni, hogy O és D teljes eseményrendszert alkotnak).

(1 pont) A teljes valdsziniiség tétele szerint

(2 pont) ]P’(H) IP’(H\O)]P)(O) + P(H|D)P(D)

(14+1 pont) & -4+ 2. L

(1 pont) = 455 (JO tizedestort alakban, kerekitve is).

(b) (13 pont)

(1 pont) cov(X,Y) =E(XY) —E(X)E(Y), (elég, ha kés6bb kideriil, hogy ezen képlet alapjan
szamol)

(2 pont) ahol E(XY) =2P(X =1,Y =2)+P(X = 1,Y = 1) (persze nem baj, ha a 0-s tagokat
is odairja, de azokra nem jar pont)

(1 pont) = P(ON H) +P(D N H) (ezt nem kell ilyen expliciten kimondani, de a kovetkezd

, by 3 AN, , . ’ , .
pontndl szerepld 55 és 155 valoszintiségek eredetére kell valami apré magyardzat, akar az a)

megoldasanak részleteire hivatkozva)
(1 pont) =2- 30 +1- 180

(1 pont) = 333 (jo tizedestort alakban, kerekitve is),

(1 pont) tovabba E(X) = 5,
(1 pont) mert... (itt vagy ki kell szdmolni, nagyon részletes indoklds nem kell; vagy arra kell
hivatkozni, hogy X egy indikatorvaltozo, ekkor ki lehet olvasni a tablazatbol, hogy a varhaté
értéke a vonatkoz6 esemény valdszintisége),

“pont)éS]E(Y):Q'%—i-L%
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(1 pont) = i

(1 pont) Tehdt cov(X,Y) = 42 — B8 — 4L — B (= 0,049) (ha a kovariancia 4ltaldnos
képlete mar szerepelt, akkor itt nem jar pont a részletszamitasokra, csak a végeredményre. Ha
nem szerepelt, de itt az alapjdn szamolt, akkor a fenti 1 pontot itt utélag meg lehet adni).

(1 pont) D*(X) = 37090 (1 — 555) = goo3 = 0,19398 ~ 0,1940 (j6 végtelen szakaszos tizedestort
alakban, kerekitve és kozonséges tort alakban is)

(1 pont) mert... (itt vagy ki kell szdmolni D?*(X) = E(X?) —E(X)? alapjan, ahol az jon ki, hogy
E(X?) = E(X), hiszen indikdtorvaltozordl van sz6, nagyon részletes indoklds nem kell; vagy
arra kell hivatkozni, hogy X egy indikatorvaltozé, ekkor ki lehet olvasni a tablazatbol, hogy a

varhaté értéke a vonatkozo esemény valdsziniisége).

3. Egy csendes-6ceani szigeten gyakran fordulnak el6 tajfunok. Egy bizonyos év kezdetétol fogva
(korlatlan ideig) megfigyeljik a szigeten bekévetkezo téjfunokat.

(a) Az adott év alatt bekovetkez6 tdjfunok szamat egy Poisson-eloszlasu X valdszintiségi val-
tozéval modellezziik, és e~! annak a valésziniisége, hogy az adott évben egyaltaldan nem
fordul el6 tajfun. Mi a valészintiisége, hogy az adott évben legalabb 3 tajfun fordul el6?

(b) A megfigyelés kezdetétdl az azt kovetd elsé tajfun bekovetkezéséig eltels idét egy folytonos,
orokifju eloszlasu valoszintiségi valtozo irja le, amelyre

P(Y > 1) =P(X =0)

teljesiil. Hatdrozzuk meg a P(Y > 11|Y > 5) feltételes valészintiség értékét és az E(Y?)
varhato értéket.

= e (persze az is j6, ha (A\°/0!) - e~ -t ir)
tehdt A = 1.

2pont) =1 -P(X =0) —P(X =1) — P(X = 2) (az el6z6 lépéssel dsszevonhatd)

2pont) =1—e ! —e ' —Lel =1-25.¢7%(x 0,0803) (ebbsl 1 pont a helyes végeredmény-
re, nem baj, ha csak tizedestort alakban vagy csak keplettel szerepel. 1 pont arra, hogy van
legalabb valami minimdlis indoklds; az nem baj, ha a < helyett csak 1/2 szerepel, de legyen
visszakovethets, hogy melyik tag értéke mennyi).

(b) (11 pont)

(1 pont) arra, hogy ha Y eloszldsa folytonos és orokifji, akkor csak exponencidlis lehet (és a
paraméterét kellene meghatarozni, amit itt p-vel fogunk jelolni, mivel a A jelolés mar foglalt.
Ha ezt is A-val jeloli, azért ne vonjunk le pontot, de annak ki kell deriilnie, hogy a priori nem
egyértelmii, hogy ez a rata ugyanaz, mint a Poisson-eloszlas paramétere, hanem majd a szami-
tasokbol jon ki).

(1 pont) P(Y > 1) = e * (itt az adhat6 pontok alacsony szdma miatt kivételesen nem varunk
el részletes indoklast arra, hogy P(Y > 1) =P(Y > 1))

(1 pont) és P(X =0) =e™ !,

(1 pont) tehat p = 1.

(1 pont) Az orokifjusag miatt

( ) (Y>11\Y>5) P(Y > 6)

(1 pont) = 6 (itt sem varunk el arra indoklast, hogy P(Y > 6) = P(Y > 6))

( )

(2 pont) E

2|

0 pont (: 0 0025)

pont) E(Y?) =D*(Y) + E(Y)?
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(141 pont) = 1/1% + 1/1% (a tabldzat alapjdn, ezért nem kell indokolni, a négyzeteket termé-
szetesen el lehet hagyni)
(0 pont) = 2.

4. Egy falu futballcsapata egy bajnoksdg minden mérkézésén a tobbi mérkézéstél (egytittesen)
fliggetlentil 1/3 valdésziniiséggel nyer, 1/3 valdszintiséggel jatszik dontetlent és 1/3 valdsziniiség-
gel veszit. A labdartgasban megszokott szabalyok szerint minden gy6zelem 3 pontot, minden
dontetlen 1 pontot és minden vereség 0 pontot ér.

(a) Jelolje Y a csapat altal egy adott mérkézésen megszerzett pontok szamat. Hatdrozzuk
meg Y szorasnégyzetét.

(b) Jelolje X a csapat &ltal 20 egymaést koveté mérkézésen elért pontok szamanak Osszegét.
Kozelitstik a P(X > 20) valdszintiséget alkalmas approximaciéval. (A valészinliség pontos
értékének meghatarozasara itt nem jar pont.)

I

1 pont) ahol E(Y
) pu—

1p0nt)IE( ) 9-3+1-3
) =

1 pont) tehat D*(Y) = & — 48 = L (itt mér csak a végeredményre jér pont, viszont ha a
szérasnégyzet fenti altalanos képlete hlanymk de itt az alapjan szamol, akkor azt a pontot
utdlag meg lehet adni).

(b) (14 pont)

(1 pont) arra az 6tletre, hogy a CHT-t kellene hasznélni. Ez jar akkor is, ha ez a késébbiekben
nem sikeriil, feltéve, hogy kideriil, hogy az altalanos CHT-rdl és nem a de Moivre-Laplace-
tételrdl van szo.

(1 pont) arra, hogy valamit mond arrél, hogy miért lehet a CHT-t alkalmazni, pl. hogy az X
valészintiségi valtozé 20 darab fiiggetlen, azonos eloszlasi val. valtozo Gsszege, amik az egyes
meccsek pontszamai. Ezt nem kell nagyon formélisan és részletesen, de ha folirja képlettel,
hogy X ilyen val. valtozok Osszege, az elég, és ebben az esetben ezért az 1 pontért még a
fiiggetlenséget sem kell hangstlyozni.

(4 pont) Sztenderdizélunk:

(o > i)

(Nem kell f6lirni dltaldnos nE(X;)-vel és v/nD(X;)-vel, ahol az X;-k az egyes meccsek pontsza-
mai, de annak ki kell deriilnie a megoldasbol, hogy a sztenderdizalds soran mit vonunk le, majd
mivel osztunk. Ha viszont rossz numerikus értékek szerepelnek nlE(X;)-nél és /nD(X;)-nél, ak-
kor részpontszam csak akkor adhaté, ha szerepel az altalanos képlet is valamilyen elfogadhato
formaban.)

(3 pont) amit P(Y >

P(X > 20) =

?%) ~ P(Y > —1,1952)-vel kozelitiink, ahol Y ~ N(0;1) (ebbél 2
pont a standard normalissal val6 kozelitésre, 1 pont a jobb oldal numerikus értékének kiszami-
tasara, amit szabad ennél el6bb vagy ennél késobb is megtenni, de elobb-utdbb sziikség lesz ra,
hogy ki lehessen olvasni valamit a tablazatbdl)

(1 pont) =1—-P(Y < —1,1952)

(1 pont) =1—P(Y > 1,1952)

(1 pont) ®(1,1952) (itt nem jar kilon pont arra, hogy P(Y > ...) = P(Y > ...), csak arra,
hogy ®-s alakra hozzuk a keresett valdsziniiséget. A @ jelolés sem kotelezd. Természetesen mas
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sorrendben is el lehet jutni ehhez az alakhoz, pl. P(Y > ...) =1-PY > —..) =PY < —...) =
O(—...))

(1 pont) ~ ®(1,20) (ha az 1,1952 numerikus érték sehol nem szerepel, de az 1,20 mar igen, az
is OK)

(1 pont) ~ 0,8849 (a tablazat alapjan).

Ha a de Moivre-Laplace tételt akarja hasznalni (pl. Ggy, hogy a gy6zelmeket akarja megsza-
molni, vagy a gy6zelmek és dontetlenek szamdanak osszegét), akkor a b) részben maximum 5
pont.

5. Legyen az X és az Y valdszintiségi valtozé egyiittes stirtiségfiiggvénye

—dre™, hay>0¢és —1<x<0,

‘R? 5 R, (z,y) —
Txy (z,9) {0, kulonben.

(a) Fiiggetlen-e X és Y7

(b) Milyen eloszlast Y és milyen paraméterrel?

(¢) Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

(a) (13 pont)

(2 pont) X és Y pontosan akkor fiiggetlenck, ha fxy(x,y) = fx(x)fy(y) teljestil minden
z,y € R esetén (mivel (X,Y") folytonos valdszintiségi vektorvaltozd; ezt nem muszaj odairni.

Részpontszam adhat6 példaul, ha kifelejti, hogy ez minden z, y-ra igaz, de amugy a képlet jo).
(2 pont) Ha —1 < z < 0, akkor fx(z) = [°2 fxy(z,y)dy = [5° —4dwe ?dy (a két 1épés

Osszevonhatd)
(0 pont) = —4z [5° e_deyoo
1 pont) = —4x[ — ;e_2y]
y=0

1 pont) = —4z - (04 1/2) = —2x,

(1 pont) arra a kovetkeztetésre, hogy fxy(z,y) = fx(x)fy(y) az eddigiek alapjan minden
z,y € R esetén teljesill, és igy X és Y flggetlen (nem sziikséges tovabbi indoklas).
Részpontszamok részben jo megoldasokra:

« Ha az megvan, hogy fxy(z,y) pontosan azokra az (x,y)-okra 0, amelyekre fx(x)fy(y) =
0, arra jar 2 pont, akar indoklas nélkil is.

o Ha szerepel, hogy fliggetlenek, azért 6nmagaban még nem jar pont, de ha van valamilyen
(akdr rossz) indoklés is ra, akkor legaldbb 1 pont jar.

« Ha azt mutatja meg, hogy Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y) minden z,y € R esetén, az is j6, de
ezt a megoldasi lehetdséget itt nem részletezziik (tovabb tart, mint a fenti mintamegoldas).

o Ha tudja a fiiggetlenség kritériuméat, és utdna valami olyasmire hivatkozik, hogy a —4ze=2Y
egy csak z-t6l fiiggo és egy csak y-tol fliggd mennyiség szorzata, és ezért fiiggetlenek, arra
(az els6 2 ponton felill) csak 4 pont jar, mert lehetne olyan is fyy, hogy maga a képlet
szorzatra bomlik, de szakaszonként van definidlva és az X-re és az Y-ra vonatkozd sza-
kaszhatarok fiiggenek egymastol. Teljes pontszamot akkor lehet integralas nélkiil elérni,
ha valami olyasmire hivatkozik, hogy a tartomény, ahol fxy nem 0, pontosan annak a
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két intervallumnak a Descartes-szorzata, ahol fx, illetve fy nem 0, ezen a tartomanyon
fxy(z,y) egy csak x-t6l és egy csak y-tol fiiggd kifejezés szorzatara bomlik, és minden-
hol mashol mind fxy, mind fx fy konstans 0. Attdl fiiggden, hogy ezt mennyire sikertil
értelmesen megfogalmazni, részpontszam is adhaté.

(b) (2 pont)
(0 pont) Az a) feladatban azt kaptuk, hogy

—oy

R R,

0, kiilonben.
(2 pont) Ez alapjan Y ~ Exp(2). (1 pont arra, hogy exponencialis, 1 pont pedig a paraméterre).
Ha az a)-ban az eloszlasfliiggvényt szamolta ki, akkor abbdl is hasonléan lehet levonni a kévet-
keztetést. Ha pedig sem az eloszlasfliiggvényt, sem a stirtiségfiiggvényt nem szamolta ki, akkor
most az egyiket ki kell szamolni!
Ha valahogy megsejti, hogy Exp(2), arra adjunk 1 pontot akkor is, ha hidnyzik az indoklds/perem-
stirliségfiiggvény /perem-eloszlasfiiggvény. De ha csak azt tippeli, hogy exponencidlis, arra ne
adjunk pontot.
(c) (5 pont)
(1 pont) x € R esetén Fx(z) = [* fx(t)dt,
(141 pont) ami 0, ha z < —1 és 1, ha z > 0 (ez OK indoklas nélkiil is, még akkor is, ha nem
tudta kiszamolni a perem-siirtiségfiiggvényt és nem irta fel az elébbi integralt).
(1 pont) és ha —1 < z < 0, akkor Fx(x) = [*(—2t)dt (az el6z6 elbtti 1épéssel Gsszevonhatd)
(1 pont) = [—#}]*, =1 — 2%
(Ha mér korabban kiszamolta az eloszlasfiiggvényt, akkor pontozzuk ott.)
Természetesen mas modon is meg lehet hatarozni X eloszlasfiiggvényét, pl. (X,Y) egyiittes
eloszlasfiiggvényét meghatarozva és annak argumentumaban y-nal végtelenhez tartva.

6. * a) Svindler Sandor j6l jovedelmez6 kockajatékokkal keresi kenyerét. A mai nap a kovetkezd
jatékot kinalja az utcan felé tévedo jarokeloknek: a vallalkozd szellemi jatékos dob egy sza-
bélyos 6 oldali dob6kockaval. Amennyiben 6-ost dob, Sandor fizet neki ("pottyonként 2 000",
azaz Osszesen) 12000 forintot, és a jaték véget ér. Ha azonban mas szamot dob a jatékos, akkor
6 fizet Sandornak hasonld szisztéma szerint, egészen pontosan, ha az eredmény 1 < k£ < 5,
akkor k - 1000 forintot, majd ismét dob ugyanezen szabélyok szerint. A dobasok tehat egészen
addig ismétlodnek, mig a jatékos 6-ost nem dob, és a fenti szabalyok érvényesek minden do-
bésnal. Mennyi Sandor jatékonkénti profitjanak varhaté értéke? (A jatékonkénti profit Sdndor
bevételének és kiadasdnak kiillonbsége egy jatéknal, amely természetesen negativ szam is lehet.)

b) Sandornak az utébbi idében nem ment til jél az tizlet, ezért Ggy dontott, hogy bevételndve-
1és céljabdl beveti cinkelt dobdkockajat, melyet (hogy ne legyen tul feltiing) 9 masik szabélyos,
kiilsore a cinkelt kockaval megegyez6 dobdkocka kozé kevert. A cinkelt kockan a hatosdobas
valoszintlisége % — p, mig az egyesdobas valdsziniisége % + p valamely 0 < p < é szamra, min-
den egyéb érték pedig é valészintiséggel adédik. A jatékosok az Gjonnan bevezetett szabalyok
szerint egyenletesen véletlenszertien valasztanak egyet a dobokockak koziil, majd a valasztott
dobdkockaval jatsszék le a jatékot az a) részben targyalt szabéalyoknak megfeleléen. Hatarozzuk
meg a p szam értékét, ha tudjuk, hogy Sandor jatékonkénti profitjanak varhato értéke az 1j
szabalyok mellett 4600 forintra valtozott.

Megoldas:

(a) (9 pont)

(2 pont) Legyen X a profit varhat6 értéke, és legyen E; az az esemény, hogy elsére i értéket
dob a jatékos (1 <i < 6). Ekkor az Ej,..., Fg események teljes eseményrendszert alkotnak.
(2 pont) Mivel a dobasok fliggetlenek, ezért amennyiben a jatékos nem 6-osat dob, akkor (fizetés
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utdn) a kezdeti szituécié 4ll el6, igy
(1 pont) a teljes varhaté érték tétele szerint
(4 pont)

6 5
E(X) = Y E(X | E)P(E,) = é (Z(z’ 1000 + E(X)) — 12 ooo) _ EE(X) 4 3%00
i=1 i=1

amit dtrendezve E(X) = 3000 forint adodik. (Ebbél 1 pont a teljes varhaté érték tétele megfe-
lel§ alakjéra, 1 a megfelel behelyettesitésre, 1 a megfelel§ 6sszegzésre és 1 a végeredményre.)
(b) (11 pont)
(1 pont) Szamoljuk ki el6szor a varhaté értéket, ha a jatékos a cinkelt kockat vélasztja, azaz
ha a hatos valdszintiisége % — p, az egyesé pedig % + p, ahol p egy pozitiv valds szam. (a tobbi
dobés valdszintlisége pedig 1/6). Jelolje ez utdbbi eseményt C'.
(1 pont) Mivel a feltételes varhato érték maga is egy (a feltételes valdszintiség altal meghaté-
rozott valésziniiségi mérték szerinti) varhato érték, igy a fenti okoskodas, azaz a teljes varhaté
érték tétele alkalmazhato,
(2 pont) igy tehét

E(X | C) = (é+p>~(1000+E(X | C)) — (é—p)~12000+é§:(i~1000+E(X | C))

=2

5
— (5 +p) ECX | ©) + 500+ p- 13000,

(1 pont) ezt atrendezve pedig

1 1—
(6_p>E(X|c):< 66p)]E(X|C’):5OO+p-13OOO,

(2 pont) azaz

3000 + p - 78000 1+ 26p
E(X|C) = — 3000 -
(X16) 1—6p 1—6p
1 16 16
= 3000 [ —4= = —13000 + 1000 - .
( 3+3—18p> + 1—6p

(1 pont) Mivel C és C teljes eseményrendszert alkot, igy ezekre ismét a teljes varhatd érték
tételét alkalmazva
(2 pont)

E(X)=EX |C)P(C)+E(X |C)P(C)

= { —13000 + 1000 16 1+3000 0
B 1—6p) 10 10

16 1600
+ 2700 = 1400 + 1

= —1300 + 100 -
+ 1—06p — 6p

= 4600,

(1 pont) amibél p = 1.
Masik (kevésbé elegans) lehetséges megoldds vdzlata: nem az elsé dobas eredményére feltételeziink,
hanem arra, hogy hanyadik dobasra lesz el6szor hatos az eredmény, jelolje az elsé hatosdobés sorsza-
mat Y.

(2 pont) Az (a) részben azt kell észrevenni, hogy barmely k € {1,2,...} esetén, feltéve, hogy Y = k,
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Sandor bevétele ugy viselkedik, mint £ — 1 darab fliggetlen valdszintiségi valtozo Osszege, amelyek
1/5-1/5 valosziniiséggel veszik fel az 1, 2, 3, 4, 5 értékeket.

(1 pont) arra, hogy az 1/5 valészintiségeket a feltételes valdsziniiség definicidja alapjan megindokol-
ja. Az egyes dobésok fiiggetlenségének és azonos eloszlasanak (feltéve, hogy Y = k) formalizdldsa
bonyolultabb, ezért ezt itt nem is varjuk el kilon pontokért (és ezért sem ez az ajanlott megoldas,
hanem az €l6z6).

(2 pont) Mivel egy ilyen valésziniiségi valtozé értéke 3 (a teljes pontszamért ezt indokolni kell)

(2 pont) és Y ~ Geo(1/6), tehat E(Y') = 6,

(1 pont) a teljes varhaté érték tétele szerint

(1 pont) E(X) = E(E(X|Y)) = —12 000+ 1 000 - 3 - (E(Y) — 1) = —12 000 + 15 000 = 3 000.

A (b) részben szintén érdemes el6szor megnézni, hogy mi torténik, ha a cinkelt kockat vélasztja a
jatékos (ezt az eseményt tovdbbra is C-vel jeldljiik), majd a ,Mivel C' és C teljes eseményrendszert
alkot” résztol ugyanigy megy a megoldas, mint az el6zo.

(2 pont) Ha a cinkelt kockat vilasztja, most barmely k € {1,2,...} esetén, feltéve, hogy Y = k, az 1.

2., ..., k—1. dobas ugy viselkedik, mint k£ — 1 fiiggetlen valdszinliségi valtozo, amelyek 511/766% = ﬁ
1/6+p _ 1+6p

51/64p — 1op valoszintiséggel az 1 értéket.

(1 pont) Egy ilyen val6szintiségi valtoz6 varhaté értéke

valészintiséggel veszik fel a 2, 3,4, 5 értékeket és

1+6p Xk _15+6p_3 12p

+ = = — .
5+ 6p ;::25+6p 5+ 6p 5+ 6p

(2 pont) Mivel feltéve C-t (azaz a P(-|C') valdsziniiségi mérték szerint) és tovabba {Y = k}-ra
(k=1,2,...) feltételezve X megegyezik k — 1 darab fiiggetlen és ilyen eloszlasi valdsziniiségi valtozo
Osszegével
(1 pont) és Y ~ Geo(1/6 — p),
(1 pont) a teljes varhaté érték tétele szerint
(2 pont)
12p 1

5+6p)'(1/6—p
(4 pont) Innen lasd a ,Mivel C' és C teljes eseményrendszert alkot” részt (tovabbi egyszerti algebrai
atalakitasok még szitkségesek, de ezekre mar nem jar pont).

E(X|C) = —12 000 + 1 000 - (3

1).



