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Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozési itmutaté célja, hogy a javitdk a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az itmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabba a dolgozatbol nem deril ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszertisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszadmolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. (a) Legyen (Q,F,P) valdsziniiségi mez6 és legyenek C, D € F események. Milyen feltétel
teljestilése esetén és hogyan definialjuk, illetve hogyan jeloljiik a C' esemény D-re vett
feltételes valoszintiségét?

(b) Legyen f: R — R Riemann-integralhaté fiiggvény. Az el6adason tanult allitas szerint
milyen feltételek teljesiilnek akkor és csak akkor, ha létezik olyan folytonos valdszintiségi
valtozo, amelynek f a stirtiségfiiggvénye?

1. feladat megoldasa.

(a) (3 pont) Akkor definialjuk, ha P(D) > 0,

(2 pont) és P(C|D)-vel jeloljiikk (ha helyesen szerepel ez a jelolés, akkor ez a 2 pont jar, de ha
pl. P(D|C)-t ir, akkor részpontszam nem jér),

(5 pont) P(C|D) = PEPC(BI))) (részpontszam legfeljebb kis szintaktikai hiba esetén jar).

(jegyzet 2.2.1. Definicio)

(b) (4 pont) Ha f nemnegativ

(6 pont) és [, f(z)dz = 1.

(Kisebb szintaktikai hibadkndal 1-1 pont levonas. Ha viszont az integrélasi hatarok rosszak vagy
hianyoznak vagy valtozot ir az integralasi hatarok helyett, az mar szemantikai hiba, ilyenkor
Osszesen max. 2 pontot lehet adni.)

Ha fx-et vagy hasonlét ir valahova f helyett, 6sszesen 1 pont levonas.

(jegyzet 4.2.5. Allités)

2. Karinthy Frigyes és Kosztolanyi Dezs6é egy szép napon egymastol fiiggetleniil feldob egy-egy
szabalyos pénzérmét, és aki fejet dob koziiliik, az elmegy a New York kavéhéazba (aki irdst dob,
az pedig nem megy oda). Kettejitk kozil aki nem megy el a kdvéhazba, az nem iszik kavét. Ha
az egyikiik elmegy a kavéhazba, de a masikuk nem, akkor aki odamegy, az 1 kavét iszik meg.
Ha pedig mindketten elmennek a kavéhazba, akkor hosszasan beszélgetnek és fejenként 2 kavét
is megisznak. Jelolje X a Karinthy és Y a Kosztolanyi altal megivott kdvék szamat.
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(a) Hatdrozzuk meg P(X = k,Y = [)-t minden olyan k,[ valés szamra, amelyre ez a valdszi-
niiség pozitiv. (Lehet tablazatos formaban, de a tablazatban szerepld 0 értékekért helyes
valasz esetén sem jar pont.)

b) Hatéarozzuk meg Y-nak X-re vonatkozo6 regresszios egyenesét.
g g gy
(Tandcs: X és'Y kovariancidjanak kiszamitdsara jarnak részpontok.)

(c) Figgetlen-e X és Y7

2. feladat megolddsa.

(a) (5 pont)

(I+1 pont) P(X =Y =2)=1/4é&P(X =Y =0) = 1/4,

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja; elég, ha az szerepel, hogy {X =Y = 2} = {mindketten
fejet dobnak} vagy akar {X =Y = 2} = {mindketten elmennek a kdvéhazba} és az X =Y =
0 esetén hasonldan, a szamolasokat nem kell részletezni, és most az sem baj, ha a ketto koziil
csak az egyiket indokolja meg, mert csak 1 pont jar rd).

(1 pont) P(X =1,Y =0)=1/4éP(X =0,Y = 1) = 1/4 (ha csak az egyik van meg, akkor
1/2 pont és a feladat végén kerekitiink),

(1 pont) mert... (pl. {X = 1,Y = 0} = {Karinthy fejet dob, Kosztolanyi irast} vagy akar
{X = 1,Y = 0} = {Karinthy elmegy kdvézni, Kosztolanyi nem} és a masik eset hasonldéan;
elég, ha az egyiket indokolja meg, mert most csak 1 pont jar ra).

(b) (13 pont)

(1 pont) A regressziés egyenes képlete {(z,y) € R?|y = Bz + a},

(1 pont) ahol 8 = C‘gg(gg)/) és a = E(Y) — BE(X) (ha csak az egyik van meg, akkor 1/2 pont és
a feladat végén kerekitjiik a pontszamot).

(1 pont) D?*(X) = E(X?) — E(X)? (elég, ha ez impliciten deriil ki a megoldasbdl).

(I pont) E(X)=(0-P(X=0)+)1-P(X=1)+2-P(X =2)

(1 pont) =1/4+2-1/4 =3/4 (az a) feladat alapjan; nem kell ennél részletesebben indokolni.
Ha csak végeredmény van vagy a szamoléds jo, de a végeredmény rossz, akkor 1/2 pont és a
végén kerekitjiik).

(1 pont) E(X?)=1-P(X =1)+4 - P(X =2)=2

(1 pont) és ezért D?(X)(= 295%) = 15(= 0,6875).

(1 pont) E(X) = E(Y) a szimmetria miatt/azért, mert X és Y azonos eloszlastiak (ez a pont
jar indoklas nélkiil is. Ha E(X)-et rosszul szamolja ki és E(Y')-ra ugyanazt az értéket adja meg,
akkor csak abban az esetben jar ez a pont, ha expliciten kimondja vagy megindokolja, hogy a
két szoras egyenls, nem csak random beirja ugyanazt a szamot).

(1 pont) Valahogy leirja, hogy XY pontosan akkor nem 0, ha X =Y = 2, és ekkor XY =4,
(1 pont) emiatt E(XY) =4P(X =Y = 2) = 1. (Az is j6 persze, ha tobb 0 taggal végigszamolja
E(XY)-t.)

(1 pont) Tehét cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y)

(1 pont) (=1~ (§)*) = 15, ezért f(= 177) = 7/11(= 0,63 = 0,6364) (ha a kovariancia j6, de
utédna (-t elszamolja, akkor 1/2 pont és a feladat végén kerekitiink).

(1 pont) és a =3/4 — L -3 = 3(=0,27 =~ 0,2727).

(0 pont) Vagyis a regresszis egyenes {(z,y) € Ry = -z + £}

(©) (2 pont)

Onmagéban arra az allitasra, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert... (valahogy megindokolja; ez a pont akkor is jar, ha van in-
doklés, de rossz).

(1 pont) arra, hogy azért nem fiiggetlenek, mert a kovariancidjuk nem 0. Lehet méashogy is
indokolni (pl. P(X =Y =1) =0 # P(X = 1)P(Y = 1)), de akkor is csak 1 pont jar az
indoklasra.

3. Egy elképzelt vasutvonalon minden reggel 8-kor indul egy vonat az egyik végallomésrol, amely
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minden nap a tébbi naptol fiiggetleniil 1/4 valdszintiséggel késik. 200 egymast koveté napon
megvizsgaljuk, hogy késik-e a vonat, legyen X azon napok szama a 200 nap koziil, amikor késik
a vonat.

(a) Milyen eloszldsi X és milyen paraméterrel/paraméterekkel? Hatarozzuk meg X varhato
értékét és szorasat.

(b) Becstljitkk meg alkalmas approximéciéval annak a valészintiségét, hogy a 200 nap kozil
legfeljebb 42 napon késik a vonat. (A valdsziniiség pontos értékének meghatérozasara itt
nem jar pont!)

3. feladat megolddsa.

(a) (5 pont)

(1 pont) X binomidlis eloszlasi

(141 pont) n = 200 és p = 1/4 paraméterekkel (ha csak annyit ir, hogy X ~ B(n;p), az is j6).
(141 pont) Tehat E(X) = (np =)50 és D(X) = (y/np(l — p)) = /37,5(~ 6,1237). (Nem kell
indokolni, mert benne van a nevezetes eloszlas tablazatban, de ha pl. a szoras helyett csak
szorasnégyzetet ir és nem is indokol semmit, akkor 1 pont levonads.)

(b) (15 pont)

(1 pont) A keresett valoszintiség P(X < 42).

(1 pont) arra az 6tletre, hogy a de Moivre—Laplace tételt/CHT-t kéne hasznélni, még ha kés6bb
nincs is jol implementalva.

(3 pont) Sztenderdizélunk:

< —np 42 — 50 ) ( —np 8 (=
fnp(1 — \/200 0,25-0,75 fnp(1 — 375

(1 pont) Ezt kozelitjik P(Y < —1,3064)-gyel, ahol Y ~ N(0;1). (Elég, ha ez a kovetkezd
1épésbdl dertil ki.)

(2 pont) P(Y < —1,3064) = ®(—1,3064 (ha kés6bb értelmesen szdmol, akkor nem muszdj a @
jelolést hasznélni)

(2 pont) =1 — ®(1,3064),

(2 pont) ahol az 1,3064-et a tédblazatban szerepld legkozelebbi értékre, 1,31-ra kerekitjiikk (ha
ezt nem firja le expliciten, de a késébbiekben ®(1,31)-tel szamol, akkor jar ez a két pont).

(2 pont) (A tablazat alapjan) ®(1,31) ~ 0,9049,

(1 pont) tehat a keresett valésziniiség (kb.) 0,0951.

P(X < 42)

—1,3064)).

4. Legyenek X ~ Pois(l) és Y ~ Geo(1/2) fiiggetlen valdszintiségi valtozdk. Legyen Z =
Y?sin(X) + Y X3 — X. Adjuk meg az E(Z|X) regressziot.
4. feladat megolddsa.
(0 pont) E(Z]|X) = E(Y?sin(X) + Y X3 — X|X)
(2 pont) = E(Y?sin(X)|X) + E(Y X3|X) — E(X]X),
(2 pont) mert... (megindokolja a feltételes varhat6 érték/regresszié linearitasaval. Ha csak ,a
linearitasra” vagy a varhato érték linearitasara hivatkozik, az akkor fogadhaté el, ha kidertl,
hogy a feltételt nem hagyja el.)
(14142 pont) = sin(X)E(Y?|X) + X3E(Y|X) — X, (az utébbi tagra azért 2 pont jir, mert ez
valdjaban 2 1épés: E(X|X) = XE(1|X) és E(1]X) = 1, az utébbi azért igaz, mert az 1 barmire
vonatkozo feltételes varhato értéke 1, avagy azért, mert az 1 barmitol fiiggetlen és ezért itt
érvényes a kovetkezo 1épés, de nem varjuk el sem a masodik 1épés megindoklasat, sem a két
1épés kiilonszedését)
(2 pont) mert... (valahogy hivatkozik a regresszié megfelel6 tulajdonsigéra, altalanos képlettel,
vagy taking out what is known. Ha jél csindlja, homogenitdsnak is hivhatja)
(141 pont) = sin(X)E(Y?) + X’E(Y) — X,
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(2 pont) mert fiiggetlenek (ha j6l hasznélja a fiiggetlenséget, akkor nem kell kiilon megindokol-
ni, hogy nemcsak Y fiiggetlen X-t6l, hanem Y? is).

(1 pont) (A nevezetes eloszlas tabldzat alapjan stb.) E(Y) = 2

(2 pont) és E(Y?) = D*(X) + E(X)?

(2 pont) = %1_/1243 + 2% = 6 (megint csak a nevezetes eloszlds tablazat alapjan; 1 pont a szords-
négyzetre és 1 pont a szdmoldsra).

(1 pont) Igy tehét a végeredmény E(Z|X) = 6sin(X) + 2X° — X.

5. Legyen n > 1 és legyenek X1,..., X, fae. valdszintiségi valtozok, amelyek eloszlasfiiggvénye
1—27? hax>1,
Fy(x) =
0, ha z <1,

ahol ¥ > 1 egy ismeretlen paraméter.

(a) Hatarozzuk meg minden ¢ > 1 rogzitett paraméter esetén az fy stirtiségfiiggvényt.

(b) A minta rogzitett zi,...,z, realizdciéja esetén hatdrozzuk meg a likelihood-fiiggvény
Ly(zy,...,z,) értékét.

(¢) Adjunk a minta alapjan maximum likelihood becslést ¥-ra.
Megijegyzés: Bizonyos realizaciok esetén a helyes becslés értéke nem lesz nagyobb 1-nél.

5. feladat megolddsa.
(a) (4 pont)
(2 pont) arra, hogy fg(x) = Fj(x), ha Fy differencidlhaté z-ben és 0 kiilonben. (Elég, ha imp-
liciten deriil ki, hogy ezt csindlja, de 1 pont a 0-s részre jar.)
Y1, haz>1,

240 pont) Tehat fy(z) = 0 Killsnben

(

(b) (5 pont)

(2 pont) Ly(zy,...,zn) =TI}y fo(zi)

(2 pont) = 9" [T, ;71

(1 pont) ahol :1:1, ...,y > 1. (Arra az esetre, amikor valamelyik z; legfeljebb 1, nem kell {rni
semmit, de az deruljon ki, hogy végiggondolta, hogy mikor lesz z1, ..., x, realizicid.)

(c) (11 pont)

(1 pont) arra az otletre, hogy a log-likelihood-fiiggvénnnyel kellene dolgozni (még ha a folytatas
nem is jo).

(1 pont) (Tovabbra is x1,...,x, > 1 esetén) ly(z1,...,x,) = In Ly(xq,...,2,)

(2 pont) =nlnd + 3" (-9 —1)Inz;.

(1 pont) arra, hogy a log-likelihood fiiggvényt derivalja és megnézi, hogy a derivalt hol 0, akkor
is, ha nem jé a derivalt. (Ezt az egy pontot meg lehet akkor is adni, ha a sima likelihoodfiigg-

vényt derivalja és arrél nézi meg, hogy hol 0, de ez persze nem til célszerii megoldas.)
n

(2 pont) gelg(a:l, e Ty) = = 20 ln:cz
(1 pont) pontosan akkor 0, ha ¥ = Z

lnscI

(2 pont) Ez valéban (szigoru) lokélis max1mumhely, mert 6,92l (71,...,2n) = —55 <0 (barmely
¥ > 1 esetén).

(0 pont) Mivel ez az egy lokdlis széls6érték van, ez egyben globélis maximum is, emiatt nem
kell megvizsgalni a hatart (¢ = 1) sem.

(0 pont) Tehat a maximum likelihood becslés a minta alapjan V. (zq,...,x,) = DT
i=1 o

(1 pont) igy a maximum likelihood becslés 9. (X7, ..., X,,) = ﬁ
i=1 g
6. Legyen X egyenletes eloszldst a (0,2) intervallumon és X ismeretében Y egyenletes eloszldst
a (0,1/X) intervallumon. Hatdrozzuk meg a P(Y < 1) valésziniiséget.
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6. feladat megolddsa.

1. megolddas, folytonos TVT-vel.

(1 pont) arra az 6tletre, hogy a folytonos TVT-t kellene hasznalni (még akkor is, ha nem sikeriil
jol implementalni).

(2 pont) A folytonos TVT szerint P(Y < 1) = [T P(Y < 1|X = x) fx(z)dx

(2 pont) = 1 [FP(Y < 1|X = z)dz (az eléz8 lépéssel ésszevonhatd).

(3 pont) Ha z € (0,2), akkor P(Y < 1|X = 2) = ['_ fyix(y|2)dy = 5 frix(ylz)dy (a két
1épés Gsszevonhatd, nem muszéj leirni —oo-nel),

(2 pont) valamint mivel (a feladat szévege szerint) X ismeretében Y ~ (0;1/X), fy|x(y|x)(=
1/(1/z)) =z, hal <z <2é0<y<l/z,

(1 pont) és fy|x(y|x) = 0 kiilénben (ezt a pontot nem kell levonni, ha ezt nem irja ide, de
konzisztensen csak a megfelelé tartoméanyon integral; mar az elébb feltettiik, hogy = € (0, 2)),
(2 pont) tehat ha 1/x < 1, vagyis z > 1 (vagyis 1 < z < 2), akkor P(Y < 1|X = z) = 1 (ehhez
nem kotelezd integralt felirni),

(3 pont) és ha 1/x > 1, vagyis z < 1 (vagyis 0 < 2 < 1), akkor P(Y < 1|1X = ) = [ zdy = =.

Alternativ megolddasrészlet az utobbi 11 pontra: kiszdmoljuk az Fyx (y|z) feltételes eloszlasfiigg-
vényt, ami a feladat szovege szerint

0, hax¢(0,2)vagy y <0,
Fyix(ylz) = 1% ha0<a<260<y<]1/z,
1, ha0<z<2ésy>1/x,

és ebbdl kiolvassuk, hogy P(Y < 1|X = x) = Fy|x(1|x) micsoda. Az els6 esettel nem is muszaj
foglalkozni, ha az x € (0,2) esetre szoritkozunk. Részpontok az el6z6 megoldashoz hasonlban.

(141 pont) Vagyis P(Y < 1) = ([ zdz + [ 1dz)

(1 pont) = 1[2?/2]§ +1/2

(1 pont) =1/4+1/2 =3/4.

2. megoldas, a folytonos TV'T megkeriilésével.

(1 pont) P(Y < 1) = [2 fy(y)dy

(1 pont) = [ fy(y)dy (az el6z6 1épéssel Gsszevonhatd).

(0 pont) Tehat Y margindlis siirtiségfiiggvényét kellene meghatarozni. (Vagy a margindlis el-
oszlasfuggvényének értékét az 1 helyen.)

(14+1 pont) fy(y) = [ fxy(z,y)dz = [ fxy(z,y)dz (y € R) (a két 1épés 6sszevonhatd, nem
muszdj +oo-nel kiirni),

(2 pont) és fxy(2,y) = frix(ylz)fx(2) (x € R).

(2 pont) fx(xz) =1/2, ha z € (0,2) és 0 kiilonben,

(2 pont) valamint mivel (a feladat szévege szerint) X ismeretében Y ~ (0;1/X), fy|x(y|z)(=
1/(1/z)) =z, hal <z <2é0<y<1/z,

(1 pont) és 0 kiilonben (ezt a pontot nem kell levonni, ha eleve gy szamol, hogy fel sem mertil,
hogy ebben az esetben sziiksége lenne a feltételes stirtiségfiggvény értékére).

(2 pont) Vagyis fxy(z,y) =5, ha0<r<2é0<y<l/x

(0 pont) és 0 kiillonben.

(3 pont) Tnnen P(Y < 1) = f2 [ /"W 2dydz = [} [} 2dyda + [2 [o/* Ldyda

(1 pont) = fo [yz/2}_ode + [Plyz/2),5dx

(1 pont) = [y z/2dz + [} 1dz

(1 pont) = [2%/4]g + [x/2]7

(1 pont) =1/4+1—-1/2=3/4.

Mejegyzés: Lathato, hogy ebben a 2. megoldasban esetenként kevesebb pont jar, mint az 1. meg-
oldasban. Sajnos masként nem jon ki a 20 pont. Azért érdemes a folytonos TVT-t hasznalni,
mert az kevesebb munkéval jar (masként fogalmazva egy adott 1épésért tobb pont jar).



