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Vizsgadolgozat

Tanszéki általános alapelvek A pontozási útmutató célja, hogy a javítók a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az útmutató minden feladat (legalább egy lehetséges) megoldásának főbb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszámokat közli. Az útmutatónak nem célja a feladatok teljes értékű megoldásának
részletes leírása; a leírt lépések egy maximális pontszámot érő megoldás vázlatának tekinthetők.

Az útmutatóban feltüntetett részpontszámok csak akkor járnak a megoldónak, ha a kapcsolódó gondolat
egy áttekinthető, világosan leírt és megindokolt megoldás egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Így például
az anyagban szereplő ismeretek, definíciók, tételek puszta leírása azok alkalmazása nélkül nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leírt tény a megoldásban valóban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az útmutatóban feltüntetett pontszám a fentiek figyelembevételével a megoldónak (részben vagy
egészében) jár-e, teljes mértékben a javító hatásköre.

Részpontszám jár minden olyan ötletért, részmegoldásért, amelyből a dolgozatban leírt gondolatmenet
alkalmas kiegészítésével a feladat hibátlan megoldása volna kapható. Ha egy megoldó egy feladatra több,
egymástól lényegesen különböző megoldást is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adható pontszám. Ha mind-
egyik leírt megoldás vagy megoldásrészlet helyes vagy helyessé kiegészíthető, akkor a legtöbb részpontot érő
megoldáskezdeményt értékeljük. Ha azonban több megoldási kísérlet között van helyes és (lényeges) hibát
tartalmazó is, továbbá a dolgozatból nem derül ki, hogy a megoldó melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot érő megoldáskezdeményt értékeljük (akkor is, ha ez a pontszám 0). Az útmutatóban szereplő
részpontszámok szükség esetén tovább is oszthatók. Az útmutatóban leírttól eltérő jó megoldás természete-
sen maximális pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszámolásonként 1-1 pont vonandó le a feladatokból. Ez alól kivétel, ha az
elszámolás lényegesen egyszerűsíti vagy módosítja a feladat felépítését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszámolás okán fel sem merültek, nem jár pont.

1. (a) Írjuk fel a Poincaré-formulát három eseményre.
(b) Milyen esetben nevezünk egy valószínűségi változót egyszerűnek?
(c) Legyen X valószínűségi változó, jelölje eloszlásfüggvényét FX . Milyen tulajdonságokkal

kell rendelkeznie FX-nek ahhoz, hogy az előadáson elhangzott állítás garantálja, hogy X
folytonos valószínűségi változó és az f : R → [0, ∞),

f(x) =

F ′
X(x), ha FX deriválható x-ben,

0, egyébként

függvény sűrűségfüggvénye X-nek?
Megoldás.
(a)
(0 pont) Jelölje az eseményeket A, B, C, ekkor a Poincaré-formula:
(6 pont) P(A∪B ∪C) = P(A)+P(B)+P(C)−P(A∩B)−P(A∩C)−P(B ∩C)+P(A∩B ∩C).
Ha ugyanennek egy helyes átrendezését adja meg (pl. a metszet áll az egyik oldalon), arra 5
pont jár.
(b) (4 pont) Ha értékkészlete véges (ekvivalens megfogalmazásban is jó, pl. véges sok értéket
vesz fel).
(c)
(5 pont) Ha FX (minden pontban) folytonos
(5 pont) és véges sok pont kivételével differenciálható.
Ha azt írja, hogy megszámlálható sok pont kivételével differenciálható, az egyébként helyes, de
nem tanultuk és nehezebb is belátni, hogy helyes, 2 pont jár rá.
Ha azt írja, hogy véges sok/megszámlálhatóan sok pont kivételével folytonos, arra nem jár
pont! Ha azt írja, hogy minden pontban differenciálható, arra 1 pont jár. (Mert ez kicsit gyenge
feltétel, pl. az egyenletes és az exponenciális eloszlást sem fedi le.)
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2. Egy bizonyos fajta kaparós sorsjeggyel 60% valószínűséggel nem nyer semmit a tulajdonosa
(azaz a nyeremény 0 forint), 39% valószínűséggel 1000 forintot nyer és 1% valószínűséggel 61 000
forintot nyer. Veszünk 100 ilyen sorsjegyet. Feltételezzük, hogy az egyes sorsjegyek nyereményei
egymástól függetlenek.

(a) Közelítsük alkalmas approximációval annak a valószínűségét (a valószínűség pontos ér-
tékének meghatározása nélkül), hogy a 100 sorsjegyből legalább 42 darabbal nyerünk.
(Nyertesnek számít egy sorsjegy, ha rajta a nyeremény pozitív.)

(b) Mennyi a 100 sorsjeggyel szerzett nyeremények összegének várható értéke és szórásnégy-
zete?

Megoldás.
(a) (12 pont)
(1 pont) A nyertes sorsjegyek számát jelöljük X-szel, ez binomiális eloszlású
(2 pont) n = 100 és p = 0,39 + 0,01 = 0,4 paraméterekkel (a p = 0,4-et elfogadjuk indoklás
nélkül is, mert ilyen kevés pont jár rá).
(1 pont) A keresett valószínűséget a De Moivre–Laplace-tétel segítségével közelíthetjük (mivel
n nagy és p nem függ n-től – ezt nem kell odaírni).
Ha a sima CHT-ra hivatkozik, de nem jelenik meg a megoldásában, hogy X milyen fae. való-
színűségi változók összege, akkor erre az indoklásra nem jár pont, de a többi pontot meg lehet
adni. Ha megjelenik, akkor lásd lentebb az erre a megoldásra vonatkozó pontozást.
(0 pont) A közelítendő valószínűség P(X ≥ 42)
(1 pont) = P

(
X−np√
np(1−p)

≥ 42−np√
np(1−p)

)
(1 pont) = P

(
X−40√

100·0,4·0,6 ≥ 42−40√
100·0,4·0,6

)
(elég, ha legalább konkrét számokkal látszik a standar-

dizálás, illetve ha konkrét számokkal látszik, akkor lehet a következő lépésre ugrani)
(1 pont) = P

(
X−40√

24 ≥ 2√
24︸ ︷︷ ︸

0,4082

)
(a numerikus érték meghatározására is ez az 1 pont jár)

(1 pont) ≈ P(Z > 0,4082), ahol Z ∼ N(0; 1) (a De Moivre–Laplace tétel miatt, amire való
hivatkozásra már járt 1 pont)
(1 pont) = 1 − P(Z ≤ 0,4082)
(1 pont) = 1 − P(Z < 0,4082) = 1 − Φ(0,4082), mert Z (vagy Z eloszlásfüggvénye) folytonos.
Az előző lépéssel összevonható, de ha nem hivatkozik a folytonosságra, akkor a 2 pontból csak
1 jár. A Φ jelölés nem kötelező, viszont elég, ha csak az van.
(1 pont) 1 − Φ(0,4082) ≈ 1 − Φ(0,41)
(1 pont) ≈ 1 − 0,6591 = 0,3409 a közelítés a kérdezett valószínűségre.

A másik lehetőség az (a) megoldására, hogy sima CHT-t használunk, arra hivatkozva, hogy
X 100 darab független, p = 0,4 paraméterű indikátor összege. Ekkor 1 pont jár arra, hogy X
független, azonos eloszlású Y1, . . . , X100 indikátorok összege (az indikátor kifejezés helyett elég
megadni a súlyfüggvényüket, illetve elég, ha impliciten derül ki, hogy azonos eloszlásúak, de
az implicit kiderüléshez nem elég annyi, hogy mindegyiknek ugyanannyi a várható értéke és a
szórása, a függetlenségre pedig hivatkozni kell). 1 pont az indikátorok várható értékének, 1 pont
a szórásuknak a meghatározására. 1 pont arra, hogy a CHT-t használjuk (ebben az esetben
nem jó a De Moivre–Laplace). A további részek pontozása a fentihez hasonlóan, de máshogy
kell indokolni a standardizálást: np helyett nE(Y1)-gyel és

√
np(1 − p) helyett

√
nD(Y1)-gyel.

Illetve jó úgy is standardizálni, hogy X−E(X)
D(X) (erre 1 pont), de utána X-nek ki kell számolni a

várható értékét és szórását a (b)-hez hasonlóan, amire sajnos összesen csak 1 pont jár.

(b) (8 pont)
(1 pont) Jelölje a Y nyeremények összegét, ekkor Y = X1 + . . . + X100, ahol Xi az i-edik sors-
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jeggyel nyert összeg.
(1 pont) E(Y ) = E(X1) + . . . + E(X100) = 100E(X1) (mert az Xi-k azonos eloszlásúak – erre
itt külön nem jár pont).
(1 pont) E(X1) = 0,39 · 1000 + 0,01 · 61 000 = 1000 (bármilyen minimális indoklás elég, de
valamennyi legyen).
(1 pont) D2(Y ) ∗= D2(X1) + . . . + D2(X100)
(1 pont) = 100D2(X1) (megint azért, mert azonos eloszlásúak).
(1 pont) A ∗-gal jelölt azonosság azért igaz, mert függetlenek [különben az általános képletet
kell használni és ott kell megállapítani, hogy a kovarianciák értéke 0, ahol szintén hivatkozni
kell a függetlenségre].
(1 pont) E(X2

1 ) = 0,39 ·10002 +0,01 ·61 0002 = 37 600 000. A nullás tagot nem muszáj odaírni.
(1 pont*) És így D2(X1) = E(X2

1 ) − E(X1)2 = 36 600 000. (Ha az általános képlet megvan,
arra 1 pontot már meg lehet adni a kettőből, ha nincs meg a jó végeredmény.)
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3. Legyenek X és Y független valószínűségi változók, ahol X egyenletes eloszlású a (−2, 4) inter-
vallumon és Y exponenciális eloszlású λ = 1

2 paraméterrel.

(a) Határozzuk meg U := 2X − 1 és V := −3X − Y + 1 kovarianciáját és korrelációját.
(b) Mi V regressziós egyenese U -ra?

Segítség: a feladat integrálás nélkül is megoldható (a tanult azonosságok és a kiadott táblázat
segítségével). Részpontok járnak U és V várható értéke és szórása meghatározására.
Megoldás.
(a) (12 pont)
A kovariancia tulajdonságait nem kell megnevezni, csak alkalmazni. Természetesen jó a kova-
riancia definíciója szerint számolni is, de ez hosszasabb és itt nem részletezzük.
(1 pont) cov(U, V ) = cov(2X − 1, −3X − Y + 1) = cov(2X, −3X − Y ) (az is jó, ha a konstanst
tartalmazó tagokat nem elhagyja, hanem a következő lépésnél a linearitást használva különve-
szi, majd arra hivatkozik, hogy konstanssal vett kovariancia mindig 0)
(1 pont) = cov(2X, −3X) + cov(2X, −Y ).
(1 pont) cov(2X, −Y ) = 0, mert függetlenek. (A 2 · (−1)-et ki lehet emelni és utána X és Y
függetlenségére hivatkozni, de mivel X és Y függetlenek, 2X és −Y is függetlenek, és ezt nem
kell így részletezni.) A függetlenségre való hivatkozás nélkül ez a pont nem jár!
(1 pont) cov(2X, −3X) = −6cov(X, X)
(1 pont) = −6D2(X)
(1 pont) = −6 (4−(−2))2

12 = −18, így ennyi cov(U, V ) is. (Nem kell nagyon részletezni, az egyen-
letes eloszlás szórásnégyzete benne van a táblázatban.)
(1 pont) corr(U, V ) = cov(U,V )

D(U)D(V ) .
(1 pont) D2(U) = D2(2X − 1) = D2(2X)
(1 pont) = 4D2(X)
(0 pont) = 4 · 3 = 12 (erre már újabb pont nem jár, mert majdnem ugyanaz, mint az előbb).
(0 pont) D2(V ) = D2(−3X − Y + 1) = D2(−3X − Y ) [erre már nem jár újabb pont, mert
ugyanaz, mint az előbb, de ha véletlenül csak ez van meg, az 1 pontot erre meg lehet adni]
(1 pont) = D2(−3X) + D2(−Y ), mert függetlenek (jó az általános képlettel is, de akkor hivat-
kozni kell cov(X, Y ) nulla voltára)
(1 pont) = 9D2(X)+D2(Y ) = 9 ·3+4 = 31. (Y ∼ Exp(λ) ⇒ D2(Y ) = 1

λ2 ; nem kell részletezni,
benne van a táblázatban.)
(1 pont) Tehát a korreláció −18√

12·31 ≈ −0,9333.
Elszámolás esetén lehet további részpontokat adni, de ha szórásnégyzetre negatív vagy a korrelá-
cióra nem [−1, 1]-beli értéket hoz ki és ezt nem is kommentálja, az adott numerikus eredményre
részpont nem jár!
A szórásnégyzet azonosságai helyett természetesen lehet a szóráséit is használni.
(b) (8 pont)
(1 pont) A lineáris regresszió képletében β = cov(U,V )

D2(U)
(1 pont) és α = E(V ) − β E(U).
(1 pont) Innen az (a) alapán β = −18

12 = −3
2 = −1,5. (Nem kell indoklás sem már.)

(1 pont) E(U) = 2E(X) − 1
(1 pont) = 2−2+4

2 − 1 = 1 (nem kell indokolni X várható értékét, benne van a táblázatban)
(1 pont) és E(V ) = −3E(X) − E(Y ) + 1
(1 pont) = −3−2+4

2 − 1
1/2 + 1 = −4 (nem kell indokolni Y várható értékét sem, benne van a

táblázatban).
(0 pont) Innen α = −4 − (−1,5) · 1 = −2,5 = −5

2
(1 pont) és a regressziós egyenes {(u, v) ∈ R2 | v = −3

2u − 5
2}. (Természetesen jó u és v helyett

x-szel és y-nal is, ha a szerepek világosak.)
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4. Addig dobunk egy szabályos dobókockával, amíg először nem dobunk 5-nél kisebb számot,
majd egy szabályos pénzérmét is feldobunk pontosan annyiszor, ahányszor a kockával dobnunk
kellett. Jelölje X a kockadobások és Y a pénzérmével dobott fejek számát.

(a) Mennyi a valószínűsége, hogy a kockával 3-nál kevesebbszer dobunk?
(b) Mennyi P(Y < 2|X = 10) és E(Y |X = 10)?
(c) Határozzuk meg az E(Y |X) regressziót.

Megoldás. (a) (5 pont)
(1 pont) X geometriai eloszlású
(1 pont) p = 4

6 = 2
3 valószínűséggel (nem kell jobban indokolni, de egy dobásnál 4 darab

kedvező, azaz 5-nél kisebb érték jöhet ki a 6 lehetséges érték közül, és a val. mező klasszikus).
(0 pont) A keresett valószínűség P(X < 3)
(1 pont) = P(X = 1) + P(X = 2)
(1 pont) = 2

3 + 2
3 · (1 − 2

3)
(1 pont) = 2

3 + 2
9 = 8

9 .
Lehet ennél elemibb, kombinatorikai érvelés is, ha helyes. Vagy: a komplementer valószínűség
P(X > 2), amiről tudjuk az előadás alapján, hogy (1 − p)2 = 1

9 .

(b) (9 pont)
(1 pont) Feltéve, hogy X = 10, a dobott fejek száma binomiális eloszlású
(2 pont) n = 10 és p = 1

2 paraméterrel.
(1 pont) Ezt felhasználva P(Y < 2|X = 10) = P(Z < 2), ahol Z ∼ Bin(10; 1

2),
(1 pont) és P(Z < 2) = P(Z = 0) + P(Z = 1)
(1 pont) = (1 − 1

2)10 + 10 · 1
2 · (1 − 1

2)9

(1 pont) = 1
1024 + 10

1024 = 11
1024 = 0,0107 (elég a numerikus végeredmény).

(1 pont) Hasonlóan E(Y |X = 10) = E(Z)
(1 pont) = 10 · 1

2 = 5.

Lehet P(Y < 2|X = 10)-et definíció szerint is számolni, de az nehezebb, viszont természetesen
jó úgy is, hogy azt írja, hogy P(Y < 2|X = 10) = P(Y = 0|X = 10) + P(Y = 1|X = 10)
és utána valahogy nem binomális eloszlással, hanem kombinatorikai érveléssel (leszűkítve az
eseményteret {X = 10}-re) elmagyarázza, hogy miért annyi.
Ha nincs meg a binomiális eloszlás, de megmagyarázza, hogy a várható érték 5, arra lehet adni
max. 4 pontot. Maximum 3 pontot arra is meg lehet kapni, hogy minden dobás 1

2 valószínűséggel
fej, tehát 10 dobásból átlagosan 5 fejet kapunk (és ezt jelenti E(Y |X = 10)). Ebből 1 pont arra
jár, hogy X = 10 bekövetkezésére feltételezve is mind 1

2 valószínűségűek a fejek dobásonként
(és amúgy függetlenek is, de ez nem kell), vagy legalább annyi, hogy mit jelent definíció szerint
az eseményre vett feltételes várható érték, és hogy érti, hogy ez az adott szituációban hogyan
számolható.

(c) (6 pont)
1. (sztenderd) megoldás.
(2 pont) E(Y |X) = g(X), ahol g(x) = E(Y |X = x) (ahol x = 1, 2, . . .).
(2 pont) A (b)-hez hasonló érveléssel annak ismeretében, hogy X = x, Y binomiális eloszlású
n = x és p = 1/2 paraméterekkel. (Ha a (b)-ben volt rendes indoklást, ezt ne pontozzuk túl
szigorúan.)
(2 pont) Tehát E(Y |X) = X

2 .
(Ha a (b) jó, az utóbbi 4 pontból 2-t bárminemű indoklás nélkül is megadunk.)

2. megoldás – majdnem ugyanez, csak X = x nélkül.
(3 pont) X ismeretében Y binomiális eloszlású n = X és p = 1

2 paraméterrel.
(2 pont) E(Y |X) tehát ennek a binomiálisnak a várható értéke,
(1 pont) ami X/2. [Pontozási magyarázat a túloldalon.]
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Ha nincs meg a binomiális eloszlás, maximum 5 pontot arra az intuitív magyarázatra is meg
lehet kapni, hogy minden dobás 1

2 valószínűséggel fej, tehát X dobásból átlagosan X/2 fejet
kapunk (és ezt jelenti E(Y |X)). A 6. ponthoz kell az is, hogy a fej valószínűségét X értéke nem
befolyásolja (azoknál a dobásoknál, amik valóban léteznek), vagy legalább valami magyarázat
arra, hogy mit jelent a val. változóra vett feltételes várható érték definíció szerint és ez itt
hogyan számolható.

5. Legyen (X1, . . . , X8) egy nyolcelemű fae. minta, ahol független mintaelemek eloszlásfüggvénye

F (x) =


0, ha x ≤ 2,

(x − 2)2, ha 2 < x ≤ 3,

1, ha x > 3.

A mintára az alábbi (x1, . . . , x8) realizációt kaptuk:

x1 = 2,11 x2 = 2,83 x3 = 2,17 x4 = 2,72 x5 = 2,17 x6 = 2,89 x7 = 2,83 x8 = 2,28.

(a) Adjuk meg (indoklással) a minta empirikus mediánját és korrigált empirikus szórását az
adott realizáció esetén, valamint a rendezett minta x∗

5 elemét.
(b) Ábrázoljuk a minta empirikus eloszlásfüggvényét az adott realizáció esetén (nem baj, ha

nem arányos, de látszódjon, hogy hol mekkora értéket vesz fel – ott is, ahol nem folytonos).
(c) Mennyi az adott realizáció esetén az empirikus eloszlásfüggvény értéke az x = 2,17 helyen?

Kisebb-e ez, mint az empirikus eloszlásfüggvénynek ezen a helyen vett várható értéke (és
miért)?

Megoldás.
(a) (11 pont)
(1 pont) Páros mintaelemszám esetén
(1 pont) az empirikus medián a (növekvő sorrendbe) rendezett minta két középső elemének
átlaga,
(1 pont) vagyis itt 2,28+2,72

2 = 2,5.
(1 pont) A korrigált empirikus szórás s∗

8 =
√

(s∗
8)2

(1 pont) =
√

1
n−1

∑8
i=1(xi − xn)2.

(1 pont) A mintaátlag, xn a mintaelemek számtani közepe,
(1 pont) vagyis xn = 2,5.
(1 pont) n = 8 a mintaelemszámot jelenti. (Elég, ha ez impliciten derül ki.)
(0 pont) Így s∗

n =
√

1
7

(
(2,11 − 2,5)2 + . . . + (2,28 − 2,5)2

)
(1 pont) = 0,3457.
(1 pont) x∗

5 az 5. legkisebb mintaelem (bármilyen ekvivalens indoklást elfogadunk),
(1 pont) ami 2,72.
(b) (4 pont)
Ábra.

F ∗
8 (x) =



0, ha x ≤ 2,11,
1
8 , ha 2,11 < x ≤ 2,17,
3
8 , ha 2,17 < x ≤ 2,28,
1
2 , ha 2,28 < x ≤ 2,72,
5
8 , ha 2,72 < x ≤ 2,83,
7
8 , ha 2,83 < x ≤ 2,89,

1, ha 2,89 < x.
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A képletet nem kell kiírni, de az alábbiak szerint járnak pontok:
(1 pont) F ∗

8 (x)-et próbálja ábrázolja x függvényében, a kapott függvény monoton növő, érték-
készlete része a [0, 1] intervallumnak, és van valami köze a realizáció elemeihez. Ha ez nincs
meg impliciten sem, akkor a többi pont sem jár!
(1 pont) A függvény a realizációban szereplő helyeken ugrik, mindenhol máshol pedig konstans
(tehát az első ugrás helyéig konstans 0, az utolsó ugrás helyétől konstans 1).
(1 pont) A függvény balról folytonos („balról teli karika, jobbról üres karika” az ugrások he-
lyein).
(1 pont) A függvény mindig annyiszor 1

8 -ot ugrik, ahányszor az ugrás helye a realizációban
szerepel.
Az empirikus eloszlásfüggvény definícióját a (b)-hez nem kell megadni, megjelenik a definíció
vagy a képlettel leírt függvény a megoldásban (akár a (c)-ben), akkor kisebb, nyilvánvalóan
nem elvi hibából eredő elszámolás esetén lehet engedékenyebben pontozni, de a (b)-ben is csak
hibátlan megoldás esetén jár maximális pontszám.
(c) (5 pont)
(1 pont) F ∗

n(x) = 1
n
|{i ∈ {1, . . . , n} | xi < x}|.

(1 pont) Ez tehát x = 2,17 esetén 1
8(= 0,125) (csak a 2,11 szigorúan kisebb a 2,17-nél a min-

talemek közül – de ha megvan a definíció, nem kell indokolni).
(1 pont) E(F ∗

8 (2,17)) = F (2,17) (le lehet vezetni abból is, hogy nF ∗
n ∼ Bin(n; F (x)), de nem

kell, mert így is elhangzott az előadáson)
(1 pont) = (2,17 − 2)2 = 0,0289,
(1 pont) ezért a válasz nem.

6. * Legyen (X, Y ) folytonos valószínűségi vektorváltozó, ahol X (marginális) eloszlásfüggvénye

FX(x) =


0, ha x ≤ 0,

x3, ha 0 < x ≤ 1,

1, ha x > 1,

és X ismeretében Y normális eloszlású µ = X2 és σ2 = 1 paraméterekkel. Határozzuk meg Y
várható értékét és szórását.
Megoldás.
(E(Y ): 11 pont.)
(1 pont) A teljes várható érték tétele (szintén jó: toronyszabály) szerint
(1 pont) E(Y ) = E(E(Y |X)).
(1 pont) A N(X2; 1) eloszlás várható értéke X2,
(1 pont) ezért E(Y |X) = X2. Tehát E(Y ) = E(X2).
(1 pont) X sűrűségfüggvényét, fX-et FX deriválásával kapjuk (nem kell indokolni, hogy ezt
miért tehetjük meg, de pl. az 1. (b) feladat feltételei nyilvánvalóan teljesülnek).
(1 pont) Tehát fX(x) = 3x2, ha 0 < x < 1
(1 pont) és fX(x) = 0 egyébként.
(A határokat mindegy, melyik szakaszhoz sorolja be, csak sorolja be valamelyikhez.)
(1 pont) E(Y ) =

∫ ∞
−∞ x2fX(x)dx

(1 pont) =
∫ 1

0 3x4dx (az előzővel összevonható)
(1 pont) = [3

5x5]1x=0
(1 pont) = 3

5 .
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(D(Y ): további 9 pont).
(1 pont) Tetszőleges U val. változóra D2(U) = E(U2) − E(U)2 és D(U) =

√
D2(U) (a kettőre

csak együtt jár pont, viszont az is jó, ha ezt valamelyik konkrét val. változóra mondja el).
(1 pont) Így ha X ismeretében egy val. változó N(X2; 1) eloszlású, akkor (mivel X2 ennek isme-
retében a várható érték és 1 a szórásnégyzet) a négyzetének a várható értéke (X ismeretében)
X4 + 1.
(1 pont) Innen E(Y 2|X) = X4 +1. (Az előzővel összevonható – érdemi magyarázat nélkül is, ha
szerepel az E(Y 2|X) jelölés, illetve az, hogy a négyzet várható értéke egyenlő a szórásnégyzet
plusz a várható érték négyzete.)
(1 pont) Ismét a teljes várható érték tétele szerint
(1 pont) E(Y 2) = E(E(Y 2|X)) = E(X4 + 1)
(1 pont) = E(X4) + 1, ahol E(X4) =

∫ 1
0 x4fX(x)dx

(1 pont) =
∫ 1

0 x4 · 3x2dx = [3
7x7]1x=0 = 3

7 .
(0 pont) Így E(Y 2) = 3

7 + 1 = 10
7 .

(1 pont) Tehát D2(Y ) = E(Y 2) − E(Y )2 = 10
7 − 9

25 = 250−63
175 = 187

175 .
(1 pont) Innen pedig D(X) =

√
187
175 ≈ 1,0337.

(Az általános képleteket az utolsó pontnál nem kell megismételni.)

Alternatív – jóval kellemetlenebb - megoldás: Y -nak ismerjük a feltételes eloszlását, ha X = x,
ez az N(x2; 1) eloszlás, így fY |X(y|x) ezen eloszlás sűrűségfüggvénye az y helyen, fX,Y (x, y) =
fX(x)fY |X(y|x) az együttes sűrűségfüggvény. Ha idáig eljut, fX kiszámításán kívül kaphat 3
pontot, illetve ha be is helyettesít, akkor 5-öt. fX kiszámítására pedig a fentiek szerint 3 pont
jár.
Ezek után ezt az együttes sűrűségfüggvényt kell y-nal, illetve y2-tel beszorozva integrálni, hogy
E(Y )-t, illetve E(Y 2)-et megkapjuk. Az általános képletekre 1–1 pont jár, a számolásra 4–4 –
fel lehet ismerni a normális eloszlás momentumait a táblázat alapján, és ezután tovább nem kell
részletezni az integrálást. Végül 1 pont arra, hogy D2(Y ) = E(Y 2)−E(Y )2 és D(Y ) =

√
D2(Y ),

és 1 pont a végeredmény kiszámítására.

Megjegyzés: Alternatíva az (a)-ban X sűrűségfüggvényének meghatározására: meghatározzuk
X2 eloszlásfüggvényét (a szokásos eloszlástranszformációs képlettel), majd vagy X2 sűrűség-
függvényét is meghatározzuk és annak segítségével X2 várható értékét, vagy pedig azt hasz-
náljuk, hogy E(X2) =

∫ ∞
0 (1 − FX2(x))dx (hiszen X2 nemnegatív val. változó – erre hivatkozni

kell, de elég X nemnegativitására hivatkozni).


