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Vizsgadolgozat

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. (a) Trjuk fel a Poincaré-formuldt harom eseményre.
(b) Milyen esetben neveziink egy valészintiségi valtozét egyszertinek?

(c¢) Legyen X valdszintiségi valtozo, jelolje eloszlasfiggvényét F'x. Milyen tulajdonsdgokkal
kell rendelkeznie F'x-nek ahhoz, hogy az eloadason elhangzott allitds garantalja, hogy X
folytonos valésziniiségi valtozé és az f: R — [0, 00),

fz) =

F%(x), ha Fx derivdlhaté z-ben,
0, egyébként

fliggvény striiségfiiggvénye X-nek?
Megoldas.
(a)
(0 pont) Jeldlje az eseményeket A, B, C, ekkor a Poincaré-formula:
(6 pont) PLAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC).
Ha ugyanennek egy helyes atrendezését adja meg (pl. a metszet all az egyik oldalon), arra 5
pont jar.
(b) (4 pont) Ha értékkészlete véges (ekvivalens megfogalmazasban is jo, pl. véges sok értéket
vesz fel).
()
(5 pont) Ha Fy (minden pontban) folytonos
(5 pont) és véges sok pont kivételével differencialhato.
Ha azt irja, hogy megszamlalhaté sok pont kivételével differencialhaté, az egyébként helyes, de
nem tanultuk és nehezebb is belatni, hogy helyes, 2 pont jar ra.
Ha azt irja, hogy véges sok/megszamlalhatéan sok pont kivételével folytonos, arra nem jar
pont! Ha azt irja, hogy minden pontban differencidlhaté, arra 1 pont jar. (Mert ez kicsit gyenge
feltétel, pl. az egyenletes és az exponencidlis eloszlast sem fedi le.)
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2. Egy bizonyos fajta kapards sorsjeggyel 60% valdszinliséggel nem nyer semmit a tulajdonosa
(azaz a nyeremény 0 forint), 39% valészintiséggel 1000 forintot nyer és 1% valdszintiséggel 61 000
forintot nyer. Vesziink 100 ilyen sorsjegyet. Feltételezziik, hogy az egyes sorsjegyek nyereményei
egymastol fiiggetlenek.

(a) Kozelitsiik alkalmas approximéciéval annak a valdsziniliségét (a valdszintliség pontos ér-
tékének meghatarozasa nélkiil), hogy a 100 sorsjegybél legalabb 42 darabbal nyertink.
(Nyertesnek szamit egy sorsjegy, ha rajta a nyeremény pozitiv.)

(b) Mennyi a 100 sorsjeggyel szerzett nyeremények osszegének varhaté értéke és szordsnégy-
zete?

Megoldds.
(a) (12 pont)
(1 pont) A nyertes sorsjegyek szamat jeloljik X-szel, ez binomidlis eloszlast
(2 pont) n = 100 és p = 0,39 + 0,01 = 0,4 paraméterekkel (a p = 0,4-et elfogadjuk indoklas
nélkiil is, mert ilyen kevés pont jar rd).
(1 pont) A keresett valészintiséget a De Moivre—Laplace-tétel segitségével kozelithetjik (mivel
n nagy és p nem fiigg n-t6l — ezt nem kell odairni).
Ha a sima CHT-ra hivatkozik, de nem jelenik meg a megoldasaban, hogy X milyen fae. valo-
szinliségi valtozok Osszege, akkor erre az indoklédsra nem jar pont, de a tobbi pontot meg lehet
adni. Ha megjelenik, akkor lasd lentebb az erre a megoldasra vonatkozo pontozast.
(0 pont) A kozelitend6 val6szintiség P(X > 42)

_ X—np 42—np
(1 pont) =P <\/np(1p) = \/np(lfp)

(1 pont) =P < \/1%(0._04205 > \/1%2():)4205> (elég, ha legalabb konkrét szamokkal latszik a standar-

dizalas, illetve ha konkrét szamokkal latszik, akkor lehet a kovetkezd 1épésre ugrani)

2
(1 pont) =P (X 40 > ) (a numerikus érték meghatérozasdra is ez az 1 pont jar)

vah T /24
——
04082

(1 pont) ~ P(Z > 0,4082), ahol Z ~ N(0;1) (a De Moivre-Laplace tétel miatt, amire vald
hivatkozasra mar jart 1 pont)

(1 pont) =1—P(Z < 0,4082)

(1 pont) =1 —-P(Z < 0,4082) = 1 — ®(0,4082), mert Z (vagy Z eloszlastiiggvénye) folytonos.
Az el6z6 1épéssel Osszevonhatd, de ha nem hivatkozik a folytonossagra, akkor a 2 pontbdl csak
1 jar. A ® jelolés nem kotelezo, viszont elég, ha csak az van.

(1 pont) 1 — ®(0,4082) ~ 1 — ®(0,41)

(1 pont) ~ 1 —0,6591 = 0,3409 a kozelités a kérdezett valészintiségre.

A mésik lehetéség az (a) megolddsara, hogy sima CHT-t hasznalunk, arra hivatkozva, hogy
X 100 darab fiiggetlen, p = 0,4 paraméterti indikator ¢sszege. Ekkor 1 pont jar arra, hogy X
fiiggetlen, azonos eloszlasu Y1, ..., Xig indikatorok osszege (az indikator kifejezés helyett elég
megadni a sulyfliggvényiiket, illetve elég, ha impliciten deriil ki, hogy azonos eloszlastak, de
az implicit kideriiléshez nem elég annyi, hogy mindegyiknek ugyanannyi a varhato értéke és a
szoréasa, a fiiggetlenségre pedig hivatkozni kell). 1 pont az indikétorok varhaté értékének, 1 pont
a szorasuknak a meghatarozasara. 1 pont arra, hogy a CHT-t hasznaljuk (ebben az esetben
nem j6 a De Moivre-Laplace). A tovabbi részek pontozasa a fentihez hasonléan, de méshogy

kell indokolni a standardizélast: np helyett nE(Y])-gyel és \/np(1 — p) helyett /nD(Y7)-gyel.

X—E(X)
D(X)
varhaté értékét és szordsat a (b)-hez hasonléan, amire sajnos Osszesen csak 1 pont jar.

(b) (8 pont)
(1 pont) Jelolje a Y nyeremények osszegét, ekkor Y = X + ... + Xyq9, ahol X; az i-edik sors-

Illetve jo gy is standardizalni, hogy (erre 1 pont), de utdna X-nek ki kell szdmolni a
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jeggyel nyert Osszeg.

(1 pont) E(Y) = E(Xy) + ... + E(Xi00) = 100E(X;) (mert az X;-k azonos eloszldstiak — erre
itt kiillon nem jar pont).

(1 pont) E(X;) = 0,39 - 1000 4 0,01 - 61 000 = 1000 (barmilyen miniméalis indokléds elég, de
valamennyi legyen).

(1 pont) D*(Y) = D*(Xy) + ... + D*(Xi00)

(1 pont) = 100 D*(X) (megint azért, mert azonos eloszlastiak).

(1 pont) A x-gal jelolt azonossag azért igaz, mert fliggetlenek [killonben az altalanos képletet
kell hasznalni és ott kell megallapitani, hogy a kovariancidk értéke 0, ahol szintén hivatkozni
kell a fiiggetlenségre].

(1 pont) E(X?) = 0,39-1000? + 0,01 -61 000> = 37 600 000. A nullés tagot nem muszaj odairni.
(1 pont*) Es igy D*(X,) = E(X?) — E(X1)? = 36 600 000. (Ha az &ltalanos képlet megvan,
arra 1 pontot méar meg lehet adni a kettébél, ha nincs meg a jé végeredmény.)
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3. Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok, ahol X egyenletes eloszlasi a (—2,4) inter-
vallumon és Y exponencialis eloszlasu A = % paraméterrel.

(a) Hatarozzuk meg U :=2X — 1 és V := —3X — Y + 1 kovariancigjat és korrelacidjat.
(b) Mi V regressziés egyenese U-ra?

Segitség: a feladat integralds nélkiil is megoldhaté (a tanult azonossdgok és a kiadott tablézat
segitségével). Részpontok jarnak U és V' varhaté értéke és szordsa meghatarozasara.
Megoldas.

(a) (12 pont)

A kovariancia tulajdonsagait nem kell megnevezni, csak alkalmazni. Természetesen jo a kova-
riancia definicidja szerint szamolni is, de ez hosszasabb és itt nem részletezziik.

(1 pont) cov(U,V) = cov(2X —1,-3X —Y 4+ 1) = cov(2X, —3X —Y) (az is j6, ha a konstanst
tartalmazé tagokat nem elhagyja, hanem a kovetkezo 1épésnél a linearitast hasznalva kiilonve-
szi, majd arra hivatkozik, hogy konstanssal vett kovariancia mindig 0)

(1 pont) = cov(2X, —3X) + cov(2X, —Y).

(1 pont) cov(2X,—Y) = 0, mert fiiggetlenek. (A 2 - (—1)-et ki lehet emelni és utdna X és Y
fiiggetlenségére hivatkozni, de mivel X és Y fiiggetlenek, 2X és —Y is fiiggetlenek, és ezt nem
kell igy részletezni.) A fiiggetlenségre valé hivatkozas nélkil ez a pont nem jar!

(1 pont) cov(2X, —3X) = —6cov(X, X)

(1 pont) = —6D*(X)
(1 pont) = —6% —18, igy ennyi cov(U, V) is. (Nem kell nagyon részletezni, az egyen-
letes eloszlas szorasnégyzete benne van a tablazatban.)

(1 pont) corr(U,V) = HJ?EZ%:/))

(1 pont) D*(U) = D*(2X — 1) = D*(2X)

(1 pont) = 4D?*(X)

(0 pont) =4 -3 =12 (erre mar ujabb pont nem jar, mert majdnem ugyanaz, mint az el6bb).
(0 pont) D*(V) = D*(=3X —Y + 1) = D*(=3X —Y) [erre mér nem jar tGjabb pont, mert
ugyanaz, mint az elébb, de ha véletleniil csak ez van meg, az 1 pontot erre meg lehet adni]

(1 pont) = D*(=3X) + D*(—Y), mert fiiggetlenek (j6 az &ltalanos képlettel is, de akkor hivat-
kozni kell cov(X,Y') nulla voltara)

(1 pont) = 9D*(X)+D*(Y) =9-3+4 =31. (Y ~ Exp(\) = D*(Y) =
benne van a tablazatban.)

(1 pont) Tehét a korreldcid ~ —0,9333.

Elszamolas esetén lehet tovabbl reszpontokat adni, de ha szorasnégyzetre negativ vagy a korrela-
ciéra nem [—1, 1]-beli értéket hoz ki és ezt nem is kommentalja, az adott numerikus eredményre
részpont nem jar!

A szérésnégyzet azonossagai helyett természetesen lehet a széraséit is hasznalni.

(b) (8 pont)

(1 pont) A linedris regresszié képletében [ =
(1 pont) és a = E(V) — SE(U).

(1 pont) Innen az (a) alapan 3 = 7 = —3 = —1,5. (Nem kell indoklds sem mar.)

(1 pont) ( )=2E(X)—-1

(1 pont) =23 — 1 =1 (nem kell indokolni X vérhaté értékét, benne van a tédblazatban)
( )

(

t

(

(

/\2, nem kell részletezni,

cov(U,V)
D*(U)

1 pont) és ]E( ) = —SE(X) E(Y)+1

1 pont) = —3=3 — m + 1 = —4 (nem kell indokolni Y vérhaté értékét sem, benne van a

ablazatban).

0 pont) Innen a = -4 — (=1,5)- 1 = -25 = -2
1 pont) és a regresszits egyenes {(u,v) € R? | v = —

x-szel és y-nal is, ha a szerepek vildgosak.)

%u — g} (Természetesen j6 u és v helyett
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4. Addig dobunk egy szabalyos dobdokockaval, amig el6szor nem dobunk 5-nél kisebb szamot,
majd egy szabalyos pénzérmét is feldobunk pontosan annyiszor, ahanyszor a kockéval dobnunk
kellett. Jelolje X a kockadobasok és Y a pénzérmével dobott fejek szamat.

(a) Mennyi a valdszintisége, hogy a kockéval 3-nal kevesebbszer dobunk?
(b) Mennyi P(Y < 2|X = 10) és E(Y|X = 10)7
(¢) Hatarozzuk meg az E(Y'|X) regressziot.

Megoldds. (a) (5 pont)

(1 pont) X geometriai eloszlasi

(1 pont) p = % = % valésziniiséggel (nem kell jobban indokolni, de egy dobésnal 4 darab
kedvez6, azaz 5-nél kisebb érték johet ki a 6 lehetséges érték kozil, és a val. mezé klasszikus).
(0 pont) A keresett valoszintiség P(X < 3)

(1 pont) =P(X =1)+P(X =2)

(Ipont) =2+2.(1—2)

(1 pont) =2+ 2 =35

Lehet ennél elemibb, kombinatorikai érvelés is, ha helyes. Vagy: a komplementer valoszintiség

P(X > 2), amirdl tudjuk az eléadds alapjan, hogy (1 — p)? = 1.

9
(b) (9 pont)

(1 pont) Feltéve, hogy X 10, a dobott fejek szdma binomiélis eloszlast
(2 pont) n =10 és p = 5 paraméterrel.

(1 pont) Ezt felhaszndlva P(Y < 2|X = 10) = P(Z < 2), ahol Z ~ Bin(10; 3),
(1 pont) ésP(Z <2)=P(Z=0)+P(Z=1)
(1 pont) = (1= 4)/° +10- 1 (1 - 1y

(1 pont) = 1057 + 1097 = 1091 = 0,0107 (elég a numerikus végeredmény).
(1 pont) Hasonloan E(Y|X =10) =E(Z)

(

1 pont) =10- 35 = 5.

Lehet P(Y < 2|X = 10)-et definicié szerint is szamolni, de az nehezebb, viszont természetesen
jo gy is, hogy azt irja, hogy P(Y < 2|X = 10) = P(Y = 0|X = 10) + P(Y = 1|X = 10)
és utdna valahogy nem binomélis eloszlassal, hanem kombinatorikai érveléssel (lesziikitve az
eseményteret {X = 10}-re) elmagyardzza, hogy miért annyi.

Ha nincs meg a binomialis eloszlds, de megmagyarazza, hogy a varhaté érték 5, arra lehet adni
max. 4 pontot. Maximum 3 pontot arra is meg lehet kapni, hogy minden dobés % valoszintliséggel
fej, tehat 10 dobasbdl dtlagosan 5 fejet kapunk (és ezt jelenti E(Y|X = 10)). Ebb6l 1 pont arra
jar, hogy X = 10 bekovetkezésére feltételezve is mind % valoszintiségliek a fejek dobasonként
(és amugy fluggetlenek is, de ez nem kell), vagy legalabb annyi, hogy mit jelent definicié szerint
az eseményre vett feltételes varhaté érték, és hogy érti, hogy ez az adott szituaciéban hogyan
szamolhato.

(c) (6 pont)

1. (sztenderd) megoldds.

(2 pont) E(Y|X) = ¢g(X), ahol g(z) = E(Y|X = z) (ahol z = 1,2,...).

(2 pont) A (b)-hez hasonld érveléssel annak ismeretében, hogy X = x, Y binomidlis eloszldsi
n = x és p = 1/2 paraméterekkel. (Ha a (b)-ben volt rendes indokldst, ezt ne pontozzuk tul
szigoruan.)

(2 pont) Tehdt E(Y|X) = =

(Ha a (b) j6, az utébbi 4 pontbdl 2-t barminemt indoklas nélkiil is megadunk.)

2. megoldds — majdnem ugyanez, csak X = x nélkul.
(3 pont) X ismeretében Y binomidlis eloszlasi n = X és p = % parameéterrel.
pont) E(Y|X) tehat ennek a binomidlisnak a varhat6 értéke,

(2
(1 pont) ami X/2. [Pontozdsi magyardzat a tiloldalon.]
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Ha nincs meg a binomidlis eloszlas, maximum 5 pontot arra az intuitiv magyardzatra is meg
lehet kapni, hogy minden dobas % valésziniiséggel fej, tehat X dobasbdl atlagosan X /2 fejet
kapunk (és ezt jelenti E(Y|X)). A 6. ponthoz kell az is, hogy a fej valdsziniiségét X értéke nem
befolyésolja (azoknal a dobdsoknél, amik valéban 1éteznek), vagy legaldbb valami magyarazat
arra, hogy mit jelent a val. valtozora vett feltételes varhatd érték definicié szerint és ez itt

hogyan szamolhaté.

5. Legyen (Xj, ..., X3) egy nyolcelemii fae. minta, ahol fiiggetlen mintaelemek eloszlasfiiggvénye
0, ha z < 2,
F(z)=<S(r—-2)% ha2<uz<3,
1, ha z > 3.
A mintara az aldbbi (z1, ..., zs) realizaciot kaptuk:

=211 29=283 23=217 24=272 x5=217 26=280 ;=283 xg=228.

(a) Adjuk meg (indokldssal) a minta empirikus medidnjat és korrigalt empirikus szérasat az
adott realizaci6 esetén, valamint a rendezett minta 7 elemét.

(b) Abrézoljuk a minta empirikus eloszlasfiggvényét az adott realizdcié esetén (nem baj, ha
nem aranyos, de latszédjon, hogy hol mekkora értéket vesz fel — ott is, ahol nem folytonos).

(¢) Mennyi az adott realizaci6 esetén az empirikus eloszlasfiiggvény értéke az © = 2,17 helyen?
Kisebb-e ez, mint az empirikus eloszlasfiiggvénynek ezen a helyen vett varhaté értéke (és
miért)?

Megoldas.

(a) (11 pont)

(1 pont) Paros mintaelemszam esetén

(1 pont) az empirikus medidn a (névekvé sorrendbe) rendezett minta két kozépso elemének
atlaga,

(1 pont) vagyis itt M =25.

(1 pont) A korrigalt empirikus szords s§ = 1/ (s§)?

)

)

) \/n1 zlxl_In)2'
1 pont) A mintadtlag, 7,, a mintaelemek szamtani kézepe,
1 pont) vagyis T,, = 2,5.

)

)

) =

)

(1 pont

o~~~

1 pont) n = 8 a mintaelemszamot jelenti. (Elég, ha ez impliciten deriil ki.)

0 pont) gy 5% = \/;((2,11 —25)%+ ...+ (2,28 - 25)2)

1 pont) = 0,3457.

1 pont) xf az 5. legkisebb mintaelem (barmilyen ekvivalens indoklast elfogadunk),
1 pont) ami 2,72.

b) (4 pont)

bra.

~—~

>A/\/\/—\

ha z < 2,11,

ha 2,11 < x < 2,17,
ha 2,17 < x < 2,28,
ha 2,28 < x < 2,72,
ha 2,72 < x < 2,83,
ha 2,83 < x < 2,89,
ha 2,89 < x.

=3
—
53
N~—
Il
= 00|~1 0|Ut = o|jw ik O
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A képletet nem kell kifrni, de az alabbiak szerint jarnak pontok:

(1 pont) F§(x)-et prébalja abrazolja x figgvényében, a kapott fliggvény monoton novo, érték-
készlete része a [0,1] intervallumnak, és van valami koze a realizdcié elemeihez. Ha ez nincs
meg impliciten sem, akkor a tobbi pont sem jar!

(1 pont) A fiiggvény a realizdciéban szereplé helyeken ugrik, mindenhol mashol pedig konstans
(tehéat az els6 ugras helyéig konstans 0, az utolsé ugras helyétdl konstans 1).

(1 pont) A fiiggvény balrdl folytonos (,,balrél teli karika, jobbrdl iires karika” az ugrasok he-
lyein).

(1 pont) A fiiggvény mindig annyiszor %—ot ugrik, ahanyszor az ugras helye a realizdciéban
szerepel

vagy a képlettel leirt fiiggvény a megoldasban (akar a (c)-ben), akkor kisebb, nyilvanvaléan
nem elvi hibabdl eredd elszamolés esetén lehet engedékenyebben pontozni, de a (b)-ben is csak
hibatlan megoldas esetén jar maximélis pontszam.

(c) (5 pont)

(1 pont) Fi(z) =L{i e {1,....n} | z; < z}|.

(1 pont) Ez tehat x = 2,17 esetén %(: 0,125) (csak a 2,11 szigortian kisebb a 2,17-nél a min-
talemek koziil — de ha megvan a definicid, nem kell indokolni).

(1 pont) E(F5(2,17)) = F(2,17) (le lehet vezetni abbdl is, hogy nE)f ~ Bin(n; F(x)), de nem
kell, mert igy is elhangzott az el6addson)

(1 pont) = (2,17 — 2)? = 0,0289,

(1 pont) ezért a valasz nem.

6. * Legyen (X,Y) folytonos valésziniiségi vektorvaltozo, ahol X (margindlis) eloszlasfiiggvénye

0, ha z <0,
Fx(z)=<2% haO0<ax<l,
1, ha x > 1,

és X ismeretében Y normalis eloszlasi p = X? és 02 = 1 paraméterekkel. Hatdrozzuk meg Y
varhaté értékét és szorasat.

Megoldds.

(E(Y): 11 pont.)

(1 pont) A teljes varhat6 érték tétele (szintén jo: toronyszabaly) szerint

(1 pont) E(Y) = E(E(Y|X))

(1 pont) A N(X?;1) eloszlas varhaté értéke X2,

(1 pont) ezért E(Y]X) = X2 Tehdt E(Y) = E(X?).

(1 pont) X siiriségfiiggvényét, fy-et Fx derivaldsdval kapjuk (nem kell indokolni, hogy ezt
miért tehetjitkk meg, de pl. az 1. (b) feladat feltételei nyilvanvaléan teljesiilnek).

(1 pont) Tehdt fy(zr) =3z% hal0 <z <1

(1 pont) és fx(z) = 0 egyébként.

(A hatdrokat mindegy, melyik szakaszhoz sorolja be, csak sorolja be valamelyikhez.)

(1 pont) E(Y) = /=, 2” fx(2)de

(1 pont) = fo 3ztdz (az eléz6vel sszevonhatd)

(1 pont) = [32]1_
( ) =

1 pont %
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(D(Y'): tovabbi 9 pont).

(1 pont) Tetszéleges U val. valtozéra D*(U) = E(U?) — E(U)? és D(U) = /D*(U) (a kettére
csak egytitt jar pont, viszont az is jo, ha ezt valamelyik konkrét val. valtozéra mondja el).

(1 pont) Igy ha X ismeretében egy val. valtozé N(X?; 1) eloszlasi, akkor (mivel X? ennek isme-
retében a varhaté érték és 1 a szordsnégyzet) a négyzetének a varhaté értéke (X ismeretében)
X4+ 1.

(1 pont) Innen E(Y?|X) = X*+1. (Az el6z6vel osszevonhatd — érdemi magyardzat nélkiil is, ha
szerepel az E(Y?|X) jelolés, illetve az, hogy a négyzet varhaté értéke egyenld a szérdsnégyzet
plusz a varhaté érték négyzete.)

(1 pont) Ismét a teljes varhaté érték tétele szerint

( ) E(Y?) = E(EQY?1X)) = E(X* + 1)

(1 pont) = (X4) + 1, ahol E(X?) = fo vt fx(z)dx
(1 pont) : 3x2dx =22l =2
(0 pont) Igy E(YQ) fy1=2
( )

(

(

1 pont) Tehat ID>2(Y) E(Y?) —E(Y)? =20 — 5 = 25063 _ 18T
1 pont) Innen pedig D(X) = % ~ 1,0337.

Az dltaldnos képleteket az utols6 pontnal nem kell megismételni.)

Alternativ — joval kellemetlenebb - megoldas: Y-nak ismerjiik a feltételes eloszlasat, ha X = z,
ez az N(2?;1) eloszlds, igy fy|x(y|z) ezen eloszlés stirliségfiiggvénye az y helyen, fxy(z,y) =
Ix (@) fyix(y|x) az egyiittes stirtiségfiiggvény. Ha idaig eljut, fx kiszdmitdsan kiviil kaphat 3
pontot, illetve ha be is helyettesit, akkor 5-0t. fx kiszamitasara pedig a fentiek szerint 3 pont
jar.

Ezek utén ezt az egyiittes stirtiségfiiggvényt kell y-nal, illetve y3-tel beszorozva integralni, hogy
E(Y)-t, illetve E(Y?)-et megkapjuk. Az altaldnos képletekre 1-1 pont jar, a szdmoldsra 44 —
fel lehet ismerni a normalis eloszlas momentumait a tdblazat alapjan, és ezutan tovabb nem kell
részletezni az integraldst. Végiil 1 pont arra, hogy D*(Y) = E(Y?2) —E(Y)? és D(Y) = /D*(Y),
és 1 pont a végeredmény kiszamitasara.

Megjegyzés: Alternativa az (a)-ban X stirtiségfiiggvényének meghatirozasara: meghatarozzuk
X? eloszlasfiiggvényét (a szokdsos eloszldstranszformacios képlettel), majd vagy X? stirtiség-
fiiggvényét is meghatarozzuk és annak segitségével X? varhat6 értékét, vagy pedig azt hasz-
naljuk, hogy E(X?) = [7°(1 — Fx2(z))dz (hiszen X? nemnegativ val. valtoz6 — erre hivatkozni
kell, de elég X nemnegativitasara hivatkozni).



