BME VIK - Valdszinliségszamitas és statisztika 2026. januar 8.

Vizsgadolgozat

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozési itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol lényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Legyen (92, F,P) valdsziniiségi mezé.

(a) Ha A, B € F események, mikor mondjuk azt definicié szerint, hogy A és B fiiggetlenek?

(b) Ha X,Y: Q — R valdszintiségi valtozék, mikor mondjuk azt definicié szerint, hogy X és
Y fiiggetlenek?

(¢c) Ha X,Y: Q — R fiiggetlen val6szintiségi valtozok, hogyan szamithatjuk ki a szorzatuk
varhaté értékét a két valtozo varhaté értékei segitségével (feltéve, hogy mindharom emlitett
varhaté érték 1étezik)?

Megoldas.

(a) (5 pont) Ha P(AN B) = P(A) P(B).

(b) (7 pont)

(5 pont) Ha az {X < z} és {Y < y} események fiiggetlenek

(2 pont) minden z,y € R esetén.

Természetesen meg lehet fogalmazni ugy is, hogy P(X < z,Y < y) = P(X < 2)P(Y < y),
minden z,y € R esetén. Eloszlasfiiggvény-jeloléssel is OK.

Ha ,<” helyett ,<”, ,>” vagy ,,>" szerepel, akkor max. 5 pont a 6-bdl, és a kvantorokra
jar még max. 2. Ha egyenldség, akkor max. 2+2 pont. Ha olyan definiciét ir, ami egyiittesen
folytonos esetben ekvivalens a fiiggetlenséggel (pl. fxy(z,y) = fx(x)fy(y) minden z,y € R
esetén), akkor is max. 2+2 pont.

(c) (8 pont)

(4 pont) Ha péaronként kizardak (szintén OK: paronként diszjunktak, szintén OK képlettel, ha
odairja, hogy csak a nem egyenl6 indexekre vonatkozik — ha nem irja oda, akkor -1 pont. Ha
szoveggel irja és nem irja oda, hogy paronként, akkor max. 2 pont)

(4 pont) és az unidjuk Q (szintén OK: az unidjuk valdszintisége 1. Ha azt irja, hogy a val6szi-
niiségek Osszege 1, arra max. 3 pont, ha odairja, hogy paronként kizardak, és ha nem irja oda,
akkor max. 1 pont).

Részpontok csak minimalis szintaktikai hiba esetén jarnak.
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2. Az X és 'Y valOszintliségi valtozok egyiittes eloszlasat az alabbi tablazat tartalmazza, ahol a c
és d pozitiv valds szamok értékét gy kell megvélasztani, hogy E(X) = E(Y) = 1 teljesiiljon.

X102

Y
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(a) Hatérozzuk meg c és d értékét.
(b) Fiiggetlen-e X és Y?

(c) Hatarozzuk meg az X + Y val6szintiségi valtozo szérasnégyzetét.

Ha az (a) részt nem sikeril megoldani, a (b) és a (c) részt paraméteresen is megoldhatjuk.
Ugyanez vonatkozik a 4-es feladatra is.

Megoldds.

(a) (8 pont)

(4 pont) Meghatéarozzuk a peremeloszlasokat (azaz X és Y perem-sulyfiiggvényeit; nem muszdj
tablazatosan). X sulyfiiggvényét a megfelel$ oszloposszegek, Y-ét pedig a megfeleld sorosszegek

adjék.
X
v 0 2 Py
1 1 1
0 3 5 i
1 c d c+d
1 1 1
2 — > T :
px | jtc|j+d|(5+ct+d=1)

Indokolni nem kell, de ha nem hibatlan a tablazat, akkor részpontok csak akkor jarnak, ha van
valami szoveges indoklas vagy a szamolasbdl lathato, hogy alapvetden jol csindlja, csak elsza-
molja. 1 pont arra, hogy X peremeloszlasat hogyan kapjuk, 1 pont arra, hogy Y-ét hogyan, és
1-1 pont arra, hogy tényleg jol ki is szamolja ezeket.

(1 pont) I_E(X) :2-(§+d) =1+2d

(2pont) 1=E(Y)=1-(c+d)+2-;=c+d+3.

(0 pont) Innen c+d=3éc+d=2d
(1 pont) Tehdt ¢ =d = 5.

(b) (5 pont)

(1 pont) Akkor lesznek fiiggetlenek, ha P(X = z,Y = y) = P(X = 2)P(Y = y) teljesiil
(sulyfiiggvény-jeloléssel is OK)

(1 pont) minden = € Ran(X) és y € Ran(Y’) esetén.

(1 pont) Behelyettesitve az (a)-ban kapott értékeket, az alabbi tdblazatot kapjuk:

X

Y 02pY
T T 177 1

O lalslyg

L lqlalg

AR

Px 55(1)

(1 pont) Valami minimédlis indoklast ir, akar konkrét szamokkal, amibél (elég, ha impliciten)
kideriil, hogy tudja, hogy P(X = z,Y = y) a px(z)-hez tartozd oszlop és a py(y)-hoz tartozd
sor keresztez6désénél lathatd valdszintiség.

(1 pont) A feltétel minden x és y esetén teljestil (ahol x lehet 0 vagy 2, y pedig 0,1 vagy 2 —
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ezt nem kell odairni), tehat fiiggetlenek.
Paraméteres szamolds esetén az (a)-beli tablazat alapjan az a vélasz jon ki, hogy ha ¢ = d =
akkor fiiggetlenek, kiilonben meg nem.

(¢) (7 pont)

(1 pont) Mivel fiiggetlenek,

(1 pont) D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y).
(1 pont) Tudja, hogy D*(X) = E(X?
(0 pont) B(X)? = B(Y)* = 1 s (a)-
(1 pont) E(X?) = (07 1+)2?.
( )
(2 pont)

1

|

) — E(X)?, és hasonléan Y-ra.
beli feltétel alapjan.
;=2
0 pont) Tehat D*(X) = 1.

pont) E(Y?) = (02 {+)1%- 1 422. 1 =3,
(0 pont) Tehat D*(Y) = 1.
Ehelyett azt is lehet, hogy 1 pontért észreveszi, hogy Y binomidlis eloszlasi n = 2 és p = % pa-
raméterrel (nem kell indokolni), és ez alapjan tovabbi 1 pontért: a szérasnégyzete np(1—p) = 3.
(1 pont) Tehdt D*(X +Y) = 2 (ez az 1 pont jér az dsszes részletszamitasra a mésodik momen-
tumok kiszdmoldsan kiviil, beleértve X és Y szérasnégyzetének meghatarozdsat).

Paraméteres szdmolds esetén E(X?) =1+ 4d, E(Y?) =c+d+ 1.

Viszont ha nem jott ra a (b)-ben, hogy fliggetlenek (akar azért, mert ¢ és d értékét rosszul
hatarozta meg az (a)-ban), akkor a (c)-t elvileg a D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y) + 2cov(X,Y)
képlettel kell megoldani. 1 pont jar erre a képletre, és sajnos csak 1 pont a kovariancia meg-
hatarozasara, ami csak akkor jar, ha tényleg sikeresen és kell6 indoklassal meghatarozza — kell
hozzé, hogy E(XY) = E(X)E(Y) és E(XY) = -2-1+1-2-2 = 1. Ebben az esetben nehezebbé
valt a feladat.

Ha viszont nem ezt a képletet hasznalja, hanem azt akarja hasznalni, hogy D*(X + Y) =
D?(X) +D?*(Y), az nem jb, ezért ekkor a (c)-bdl az elsé 2 pont nem jar, a tobbit viszont meg-
szerezheti, mivel azok kellenének a helyes megoldéshoz is. Ebbdl az elsé 2 pontbol 1-et csak
akkor lehet szerezni, ha tudja, hogy fiiggetlenek, de nem hivatkozik erre a képlet alkalmazasa-
nal.

Természetesen meg szabad hatédrozni X +Y eloszlasat is (konvolicios képlettel vagy akar kézzel)
és az alapjan a szérasnégyzetét, erre is meg lehet kapni a 7 pontot.

3. Az egyetem nagy el6adoiban talalhaté tablak mozgatogombjai egy adott pillanatban egymastol
fiiggetlentil 1/8 valdsziniiséggel tizemképtelenek.

(a) Tegyiik fel, hogy a HO jelfi épiiletben 10 ilyen mozgatégomb van. Mennyi a valészintisége,
hogy ezen 10 gomb kézil legalabb harom tzemképtelen? (A valdsziniiség pontos értékét
adjuk meg.)

(b) Tegyiik fel, hogy a JEG jelii épiiletben 100 ilyen gomb van. Kozelitsiik alkalmas appro-
ximacioval annak a valoszintiségét, hogy a 100 gomb koziil legaldbb 10, de legfeljebb 15
darab tizemképtelen. (A valdsziniiség pontos értékét itt nem kell meghatarozni. )

Megoldas.

(a) (9 pont)

(1 pont) Az tizemképtelen gombok szdmat jeloljik X-szel, ekkor X binomidlis eloszlasu

(141 pont) n = 10 és p = 1/8 paraméterekkel (elég annyi, hogy Bin(10;1/8); indoklast itt nem
varunk).

(1 pont) A keresett valoszintiség P(X > 3)

(Ipont) =1-P(X =0)-P(X =1) -P(X =2)

(3 pont) = 1—(1—1/8)1~10-1/8-(1—1/8)? = (7)) - (1/8)2- (1~ 1/8)® (a 10-es szorz6 helyett

persze jo (110) is, és az els6 tagot is be lehet szorozni (100)—Val; elég, ha impliciten dertil ki, hogy
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(120> = 45, és szabad eleve tgy irni, hogy 1%—'9)

(0 pont) =1 —0,2631 — 0,3758 — 0,2416

(1 pont) = 0,1195 (elég ennyi a numerikus szamolasbdl, ha megvannak az egyes tagok nem
numerikusan).

(b) (11 pont)

Megoldds De Moivre—Laplace-tétellel (az dltaldnos CHT-s verzié pontozdsdra lentebb térek ki):
(1 pont) Jelolje Y az tizemképtelen gombok szamét, ekkor az (a)-hoz hasonléan Y ~ Bin(100;1/8).
(Ha mar szerepelt az (a)-ban a binomialis eloszlas, és itt csak impliciten deriil ki, hogy ennek
az n-nek és p-nek megfeleléen hasznalja a De Moivre-Laplace-tételt, az nem baj).

(1 pont) A keresett valészintiség P(10 <Y < 15),

(1 pont) amit a De Moivre-Laplace-tétellel kozelitiink (az nem baj, ha a ,De” hidnyzik, vagy
a két szerz6 nevét forditott sorrendben irja),

(0 pont) mert Y binomidlis eloszldst nagy n-nel és ,nem tul kicsi” (n-tél nem fiiggd) p-vel.

(0 pont) Sztenderdizalunk (ezt nem kell igy odairni): P(10 <Y < 15)

1pont) =P (10 < Yomp o 15-mp
(1 pont) (\/np(l—p) — /np(1-p) — \/"p(l_p))

_ p (10-100/8 _ Y-100/8 _ 15-100/8 PR , i
(1 pont) =P ( Jro0jet = oo = \/700/64> (az el6zével Osszevonhatd, ha latszik, hogy honnan

jonnek a szamok — hibas szdmolas esetén indoklas nélkiil részpont nem jér)

(numerikusan is OK: 100/8 = 12,5, 700/64 = 175/16 = 10,9375, ennek a négyzetgyoke 3,3072)
(1 pont) ~ P(—0,7559 < Y < 0,7559)

(1 pont) ~ P(—0,7559 < Z < 0,7559), ahol Z ~ N(0;1) [a De Moivre-Laplace-tétel miatt,
amire mar kordbban jart pont]

(1 pont) = P(Z < 0,7559) — P(Z < —0,7559) = ®(0,7559) — ®(—0,7559) (nem kitelezd a d-s
jelolés, viszont elég, ha azt adja meg),

(1 pont) ~ 29(0,76) — 1 (ez a pont egylittesen jar arra, hogy a 0,7559-et kozeliti a tablazatbeli
legkozelebbi hellyel és tudja, hogy ®(—z) =1 — ®(x))

(1 pont) ami a tablazatbdl kiolvasva kozelitoleg 2 - 0,7764 — 1

(0 pont) = 0,5528.

(1 pont) A x-gal jelolt egyenléség azért igaz, mert Z (vagy: Z eloszlasfiggvénye) folytonos. (Hi-
vatalosan itt P(Z < 0,7559) — P(Z < —0,7559)-et kellene irni, de az egyenldség a folytonossag
miatt elhagyhat6.) Ha csak annyit ir indoklasnak, hogy , folytonos”, az akkor fogadhaté el, ha
jol kezeli a hatarokat, kiilonben részpont sem jar.

Altaldnos CHT-s megoldds esetén annyi a valtozés, hogy a CHT-re kell hivatkozni a De Moivre—
Laplace-tétel helyett, és a binomidlis eloszlas varhaté értéke/szérdsa helyett azt kell irni, hogy
Y 100 darab fiiggetlen, azonos eloszlast indikdtor Gsszege, amelyek varhato értéke 1/8 és sz6-
rasnégyzete 7/64.

Itt 1 pont a binomialis eloszlasra jaré pont helyett arra, hogy Y fiiggetlen, azonos eloszlasu
indikatorok Osszege. 1 pont a De Moivre—Laplace helyett a CHT-re valé hivatkozasra, és 1 pont
a sztenderdizalas els6 1épése helyett valami olyasmire, hogy

10— 10E(X)) _ Y —10E(Xy) _ 15— 10E(X,)
VI0-D(X1) — V10-D(X1) ~ V10-D(Xy)

ahol X1, ..., X1g az indikatorok, amelyek osszege Y. Trhat 10 E(X;) helyett E(Y)-t és v/I0D(X;)
helyett D(Y')-t is. A kovetkezd 1 pont a varhat6 érték és szoras helyes behelyettesitésére jar.

Az ezutani részek pontozasa, illetve a keresett valdsziniiségre jaré 1 pont ugyanigy megy, mint

az el6z6 megoldasnal.

Ha az egyenloséget méar a normalis eloszlasra valo attérés elott elhagyja, akkor a keresett va-

l6szintiségre jaro 1 pontot le kell vonni, illetve a folytonossagra vald hivatkozasra sem jar a

pont.

P(10 <Y < 15) = IP(
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4. Az (X,Y) folytonos valdsziniiségi vektorvaltozé egyiittes stliriiségfiiggvénye

r, hal0<zxr<céslO<y<l,

fxy(z,y) = {

0, egyébként,
ahol ¢ > 0 egy alkalmasan valasztott konstans.

(a) Hatédrozzuk meg c értékét.

(b) Hatarozzuk meg X és Y kovariancidjat (X és Y varhato értékeinek meghatérozasara
jarnak részpontok).

(c) Egyenletes eloszlast-e Y a (0;1) intervallumon?

Megoldas.

(a) (5 pont)

(0 pont) fxy akkor lesz egyiittes eloszlasfiiggvény, ha nemnegativ (kikétottiik, hogy ¢ > 0,
ezért erre nem jar pont)

(1 pont) és 1 = f 25 [xy (z,y)dydzr (tetszéleges sorrendben lehet integralni)

(1 pont) = [ [y a:dyd:c (az el6z6vel Osszevonhaté, de ha nem jo, akkor az el6z6 hidnydban
részpont nem jar)

(1 pont) = [y #dz (nem kell ennél jobban részletezni a konstans 1 fiiggvény integraldsat dy)
(1 pont) = [22/2]¢_,

(0 pont) = /2.

(1 pont) Innen ¢ = 2, tehat ¢ = v/2 (nem kell indoklés; c-nek nemnegativnak kell lennie, ezért
¢ = —/2 nem jé, de ezt nem kell lefrni; ha valaki azt irja, hogy az is j6, akkor ez a pont nem
jar).

(b) (11 pont)

Standard megoldds:

(1 pont) cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y).

(1 pont) E(XY) = [, [Z zy fxy (@, y)dyda

(1 pont) = fo ) 2?ydydz ((az elézével ésszevonhaté, de ha nem j6, akkor az eléz6 hidnyédban
részpont nem jar)

(1 pont) = /2 a?[y?/2])
(0 pont) = fof 2/2d:z:
(1 pont) = [*/6]2,
s 22 ., G .
) = (v2)3/6 = 5 (Mindkét alakban j6. Numerikus érték itt nem kell, mert szimbo-
likusan is konnyen ki fog jonni, hogy a kovariancia 0, de egyébként 0,4714 az értéke.)

(1 pont

(1 pont) Hasonléan E(X) = fo‘/i Jy *dydz (itt mar nem jar pont az altaldnos alakra, de elég
az is, ha utdna jol folytatédik, pl. j6 primitiv fiiggvénnyel j6 hatarokon)

(1 pont) = 2 22dx = [3/3]Y2, = (V2)}/3 = 2\3/§ (ez nagyon hasonlé szamolds az E(XY)-
hoz, ezért csak 1 pont jar ra, és elég, ha minimalis indoklas van, pl. az itt szerepld 1épésekbol
legalabb 2, amibél a primitiv figgvényt vissza lehet kovetni és a végeredmény megvan).

(1 pont) Es szintén hasonléan E( ) = fo Ji zydydz

(1 pont) = [ 2/2],—pda = fo x/2dx (6sszevonhatd, itt mar nem jar kiillon pont az y sze-
rinti 1ntegralasra amire E(X Y)-nél jart)

1
(1 pont) = [a?/4)3% = ;.
(0 pont) Tehét cov(X,Y) = 0.

Alternativ megoldds, aminek kdoszénhetden a szdmoldasok nagy részére nincs sziikség:
(3 pont) X és Y fiiggetlenek (erre indoklas nélkiil nem jar pont, indoklassal is csak akkor, ha
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az indoklasra legalabb 1 pont még jar!),

(1 pont) mert (X,Y) értékkészlete egy téglalap,

(1 pont) aminek az oldalai parhuzamosak a koordinatatengelyekkel

(3 pont) és az egyiittes siirliségfiiggvény ezen a téglalapon egy csak z-t6l fiiggd kifejezés (konk-
rétan: x) és egy csak y-tél fliggd kifejezés (s6t attol sem fiiggd kifejezés, konkrétan: y) szorzatéra
bomlik (és ezért megegyezik fx(z) és fy(y) szorzatdval — ezt nem kell odairni),

(1 pont) a téglalapon kiviil pedig 0.

(1 pont) A fiiggetlenség miatt

(1 pont) cov(X,Y) =0.

A fiiggetlenség barmilyen mas helyes indoklasara is jar 6 pont. Példaul: kiszamolja a perem-
stirtiségfiiggvényeket (Y-ét amigy is ki kell a (c¢) miatt) és megéllapitja, hogy az egyiittes
strtiségfiiggvény ezek szorzatara bomlik. Ebbdl 1 pont jar arra az esetre, amikor x vagy vy
kiviil esik X, illetve Y értékkészletén; ekkor az egytittes strliségfliggvény értéke és a marginalis
striiségfliggvény-értékek szorzata is 0.

(c) (4 pont)

(1 pont) Akkor lesz egyenletes eloszlast Y a (0; 1)-en, ha a stirliségfliggvénye itt konstans (= 1
— ezt nem baj, ha nem irja oda), mindenhol méashol pedig 0. Az utébbi nyilvanvaléan teljesiil.
(Ezt nem kell indokolni, de ha nem is emliti, hogy a (0; 1)-en kiviil mi van, akkor ez az 1 pont
csak abban az esetben jar, ha az is ott van, hogy a konstansnak 1-nek kell lennie, mert kiilonben
mas olyan stiriiségfliggvény is létezik, ami teljesiti a feltételeket).

(1 pont) Ha 0 < y < 1, akkor fy(y) = [75 fxy(z,y)de = foﬁ zdz (a két alakbdl itt mar elég
az egyik)

(1 pont) = [22/2]2 = 1.

(1 pont) Tehat Y stirtiségfiiggvénye tényleg konstans a (0; 1)-en, vagyis Y egyenletes eloszlasi
ezen az intervallumon.

A surtségfiiggvény helyett az eloszlasfliggvényt is lehet ellendrizni, de az bonyolultabb.
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5. Szilveszterre vesziink 8 doboz kocsonyat. A kocsonyak dekagrammban mért tomegeibol allo

vektort az (Xi,..., Xs) fae. minta irja le, ahol a fiiggetlen mintaelemek egységesen ismeretlen
1 dekagramm varhaté értékkel és 2 dekagramm szérassal normalis eloszldsiak. A vasarolt
kocsonyakat megmérve az aldbbi (zq,. .., xg) realizaciét kaptuk:

T = 49 To = 52 T3 = 48 Ty = 46 Ty = 50 T = 49 Ty = 51 rg = 47.

(a) Adjunk a minta alapjan 96%(=096) szint{i konfidenciaintervallumot a p paraméterre.

(b) Dontsiik el alkalmasan vélasztott € = 0,02 terjedelmii prébéaval, hogy a kapott realizacié
alapjan megegyezik-e 50 dekagrammal egy kocsonya tomegének varhato értéke. Adjuk meg
Hy-t, Hi-et, a probastatisztika értékét, azt, hogy mi alapjan dontiink, és magat a dontést
is.

(c) Jelolje Fy a minta empirikus eloszlasfiiggvényét az adott realizécié esetén. Mennyi £ (50,5)
és F5(52)7

Megoldas.
) (8 pont)

Ue /2 —— Uus/2:|

(a
(0 pont) (A képletgytijtemény alapjén) a konfidenciaintervallum |z, — 07, Tn+ —4
(1 pont) Itt n = 8 (ez a mintaelemszam),
(1 pont) o a szérds (nem kell szévegesen kiirni), vagyis o = 2,
(1 pont) a mintadtlag 7, = £ X5 z;
(1 pont) = 49.
(1 pont) A konfidenciaintervallum szintje 0,96 = 1 — ¢, tehat € = 0,04, vagyis 1 — /2 = 0,98
(elég, ha ez kés6bb, u. /2 -nél deriil ki),
(0 pont) igy us/g =011 —¢/2)
(0 pont) = ®71(0,98)
(1 pont) ~ 2 ,05.
(1 pont) Behelyettesitve a konfidenciaintervallum [49 — % 49 + 2\2/95]
(1 pont) ~ [49 — 1,4496,49 + 1,4496] = [47,5504, 50,4496] (elég, ha a végeredmény van meg
numerikusan, s6t az el6z6 1épéssel is Osszevonhato az utolséd 1épés, ha vilagos, hogy jol hasznélja
az altalanos képletet).
Elég a képletbe jol lathatéan beirni az adatokat, nem kell mindent kiilon-kiilon megnevezni.
(b) (8 pont)

1 pont) Kétoldali,

0 pont) egymintas u-prébat hasznalunk.

Ha jé az alternativa és az eljaras, akkor nem baj, ha nincs odairva, hogy kétoldali.)

(
(
(
(1 pont) Az alternativa Ho =50 vs. H1 i # 50.
(
(
(
(

)

) = ugpr = ©71(0,99) (elég, ha az utébbi szerepel)
1 pont) = 2,33.

) u(=u(wy, ... x5)) = =7H/n
(2 pont) = 49550/8 = —\/2 &~ —1,4142 (itt mér elég a végeredmény, ha mar kideriilt, hogy j6
u-t hasznalt; eleg, ha impliciten deriil ki, hogy 1o = 50),
(1 pont) tehat Hy-t elfogadjuk.
Ha egyoldali prébat csindl Hy: g > 50 vs. Hy: p < 50 alternativaval, akkor max. 7 pont, ha
Hy: p <50 vs. Hy: > 50 alternativaval, akkor max. 6 pont. Ha ¢-prébat prébal csinélni (pl.
vizsgakurzusos hallgaté), ahhoz sok minden hidnyzik a tdblazatbdl és nem fog rendesen menni,
igy kétoldali esetben max. 4 pont, egyoldali esetben az el6z6hoz hasonléan max. 3, illetve 2
pont.
(c) (4 pont)
(2 pont) Fy(z) = L{i € {1,...,8}| x; < x} (ugyanez j6 szdvegesen is).
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(1 pont) fgy F3(50,5) = &(= 2 =0,75)

(1 pont) és F(52) = £(= 0,875).

Ha ,<” helyett ,,g”—t ir, akkor az els6 2 pontbdl max. 1 jar és Fy§(52)-re sem jar az 1 pont.
Ha &dltalanos indoklast ad (és az helyes), akkor utédna elég a konkrét esetekben a végeredményt
kozoIni.

6. * Legyenek U és V fiiggetlen, standard normalis eloszlasu valdszintiségi valtozok. Az X és Y
valdszintiségi valtozokrol tudjuk, hogy X = aU+bV +césY = dU~+eV + f alkalmasan valasztott
a,b,c,d, e, f valés szdmokra, valamint Y regressziés egyenese X-re {(z,y) € R*: y = 1z + 3}
és E(X|Y) = 3Y — 1. Tudjuk azt is, hogy X és Y szérésa is pozitiv.

(a) Mi X regresszios egyenese Y-ra (és miért)?
(b)

(¢) Hatarozzuk meg c és f értékét.

(d) Adjuk meg az E(sin(X)Y|X) regressziét.

Hatarozzuk meg X és Y varhato értékét.

(Segitség: Az (a), (b) és (d) rész megoldasahoz a,b,c,d, e, f értékét nem kell ismerni.)
Megoldas.

(a) (6 pont)

(1 pont) Mivel X és Y is ugyanazon fiiggetlen normalisok (konkrétan U és V') linedris/affin
kombindci6i (meg lehet fogalmazni konkrétabban is),

(2 pont) a regresszié megegyezik a linearis regressziéval.

(1 pont) Ez azt jelenti, hogy E(X|Y) = X + «, ahol § és a az X-nek Y-ra vett linedris
regresszidjanak megfelel(')' kifejezések (nem kell kifrni 6ket). (Az el6zével 6sszevonhato.)

(1 pont) Tehdt f = 2 és a = —1.

(1 pont) A regresszws egyenes igy {(y,z) € R?: . = 2y — 1}. (Ha X és Y szerepét felcseréli,
akkor ez az egy pont nem jar.) (Ez a 1épés az el6z6vel dsszevonhaté, és ebben az esetben ha X
és Y szerepét felcseréli, akkor a 2 pontb6l max. 1 jar.)

(b) (5 pont)

(1 pont) A lineéris regresszié képlete alapjan (o =)3 = E(Y) — I E(X)(= E(Y) — BE(X)). (Az
altalanos képleteket nem muszaj odairni.)

(1 pont) Hasonl6an (az (a) alapjén) —1 = E(X) — 3 E(Y).

(3 pont) A kapott linedris egyenletrendszert megoldva (sok részletszamitds nem kell, csak 14t-
sz6djon, hogy tényleg 6 oldotta meg) E(X) = 14 és E(Y) = 10.

(c) (5 pont)

(1 pont) (X) =aE(U)+bE(V) + ¢ (a varhat6 érték linearitdsa miatt — nem kell odairni)

(1 pont) =

(1 pont) mlvel U és V standard normalis eloszlastak, tehat a varhat6 értékiik 0.

(1 pont) Hasonléan E(Y) = f.

(1 pont) Tehdt ¢ = 14 és f = 10.

(d) (4 pont)

(1 pont) E(sin(X)Y|X) = sin(X) E(Y|X),

(1 pont) mert... (valahogyan hivatkozik a regresszi6 megfelel$ tulajdonsagéra, pl. ismert infor-
méacié kiemelése, taking out what is known stb.)

(1 pont) és E(Y|X) (megint csak a regresszié linearitdsa miatt — nem kell tjra odairni) 5X + a-
val egyezik meg, ahol § = % és a = 3 az Y-nak X-re vett linearis regressziojanak megfelelo
kifejezések.

(1 pont) Igy E(sin(X)Y|X) = 1Xsin(X) + 3sin(X) (nem baj, ha nem bontja fel a zaréjelet).



