Minta vizsgafeladatok a statisztika anyagrészbél, 2025/2026 5sz.
Tablazatok frissitve, képletek és megoldasok javitva, jelolés 2025-0s

1. Szamitogéppel szimulaltunk 5 db fiiggetlen valdszintiségi valtozot

423, haO0<z <1,
flz) = .y
0, egyébként

stirtiségfiiggvénnyel.

(a) Jelolje F¥ a mintdhoz tartoz6 empirikus eloszlasfiggvényt. Mennyi P(5F7(0,4) < 3)7

(b) A szimulaci6é eredményeként
21 =062 w2=08  a3=0,30 x4=047 x5=088

adédott. Mennyi a minta médusza és empirikus medidanja (és miért)? Mennyi a rendezett minta
X} elemének ehhez a kimenetelhez tartozé x) realizacidja? Abrazoljuk a kapott realizdciéhoz
tartozé empirikus eloszlasfiiggvényt (nem kell ardnyosan, de latszédjon, hogy milyen helyeken
milyen értékeket vesz fel a fliggvény).

Ez a feladat kicsit hosszabb eqy szokdsos vizsgafeladatndl, 23 pontot ér.

2. Egy egyszer(i kapards sorsjegyen, amely 500 forintba kertil, 60% valdszintiséggel semmit nem nyer a
jatékos, 30% valdszintiséggel 500 forintot nyer, 6% valdszintiséggel 1000 forintot, 3% valdszintiséggel
5 000 forintot, 0,5% valdszintiséggel 10 000 forintot, 0,3% valdszintiséggel 20 000 forintot, 0,199%
valoszintiséggel 20 000 forintot és végiil 0,001% valdszintiséggel az 1 milli6 forintos fényereményt.

(a) Jelolje F;' a nyeremények empirikus eloszlasfiiggvényét n ilyen sorsjegy megvasarlasa esetén (ahol
feltessziik, hogy az egyes nyeremények fliggetlenek és a fenti eloszlast kovetik). Milyen eloszlasi
100F7;(2025)? Mennyi Fj,(2025) varhato értéke és szorasnégyzete? Mennyi lim,, o, F}i (10 000)
(1 val6szintiséggel)?

(b) Kéroly vasarolt 100 darab ilyen sorsjegyet és ezek koziil 63-szor nem nyert, 31-szer nyert 500
forintot, 3-szor 1000 forintot, 2-szer 5000 forintot és egyszer 20 000 forintot. Adjuk meg a minta
atlagat, korrigalt empirikus szordasat, moéduszat, empirikus medidnjat, valamint a rendezett min-
ta X7; elemének ehhez a kimenetelhez tartozé x7; realizacidjat. Abrazoljuk a minta empirikus
eloszlasfiiggvényét is (nem kell ardnyosan, de latszédjon, hogy milyen helyeken milyen értékeket
vesz fel a fliggvény).

Ez a feladat hosszabb eqy szokdsos vizsgafeladatndl, 30 pontot ér.

3. Micimackoé vasarolt 8 bodon mézet, amelyek pontos tomegét odahaza megmérte, és rendre az aldbbi
eredményeket kapta (kilogrammban mérve): 1,01,0,99, 0,98, 0,99, 0,97, 1,03, 0,96, 0,99. Normalis elosz-
last feltételezve ismeretlen varhaté értékkel és 0,02 szérassal

(a) adjunk 0,98 szinti konfidenciaintervallumot a mintaelemek varhaté értékére,

(b) és vizsgaljuk meg 0,05 terjedelmii prébédval, hogy a mintaelemek varhaté értéke eléri-e az 1 kg-ot!
Adjuk meg Hy-t, Hi-et, a probastatisztika értékét, a dontést és azt, hogy mi alapjan dontoéttiink,

(c¢) adjuk meg a minta korrigalt empirikus szérasat is.

4. Egy allatkertben 10 néstény kiralypiton él, az atlagos hosszuk 130 cm. Egy szakkonyv szerint a néstény
kiralypitonok hossza normalis eloszlast 5 cm szorassal. FEzt elfogadva

(a) adjunk 0,996 szint{i konfidenciaintervallumot az allatkertben él6 néstény kiralypitonok hosszénak
varhato értékére,

(b) vizsgaljuk meg 0,04 terjedelmii prébéval, hogy az allatkertben él6 néstény kirdlypitonok hosszanak
varhato értéke megegyezik-e 128 centiméterrel. Adjuk meg Hy-t, Hi-et, a prébastatisztika értékét,
a dontést és azt, hogy mi alapjan dontéttiink. A probat gy valasszuk meg, hogy a kritikus
tartomanyba 128-nal kisebb és 128-nal nagyobb értékek is essenek.



(¢) Tudjuk, hogy az emlitett 10 kigyé koziil a legrovidebb 120 cm, az dsszes tobbi pedig legalabb 123
cm hossziisdgi. Mennyi a minta empirikus eloszlasfiiggvényének értéke az x = 122 helyen?

Megjegyzések:

Ezek alapvet6en kiilonleges 6tletet nem igényld, standard feladatok, amik 2-5. feladatként is eléfor-
dulhatnak. 6. feladatként lehet ennél tobb kreativitast igényld statisztika feladat is (amilyenek példaul
a 11. feladatsoron az empirikus eloszlasfiiggvénnyel kapcsolatos approximaciés, de Moivre-Laplace-
tételes, illetve Poisson-approximacios feladatok).

Lehetséges olyan feladat is, amelynek csak egy része statisztika és a tobbi része valszam. Példaul az
itteni 1a) feladat ilyen, de azon beliil viszonylag egyszerti, mert F'(z) meg van adva. Az eloszlasfiiggvény
helyett megadhatnank a siriliségfiiggvényt vagy nevezetes eloszlds esetén az eloszlas paramétereit is
(lasd 11. feladatsor), vagy diszkrét eloszlas esetén korbeirva a silyfiggvényt (1dsd 2. feladat).

A 4. feladat egy kicsit idéigényesebb az atlagos vizsgafeladatokndl, ezért lehet, hogy a vizsgan a hasonld
feladatok valamivel rovidebbek lesznek. A 2. feladat hatarozottan hosszabb a vizsgafeladatokndl, ezért
is jar ra 30 pont.

A feladatokhoz a jegyzetkiegészités végén szereplé képletgylijtemény, valamint a standard normaélis
eloszlas tabldzata haszndlhat6 (ezek adott esetben rajta lesznek a vizsgafeladatsoron). A nevezetes
eloszlas tablazat (lasd targyhonlap) mindig rajta lesz a feladatsoron, benne a normalis eloszlassal.

Statisztikdbdl lehetnek elméleti feladatok is (a mas témaju elméleti feladatokhoz hasonlé jellegiiek, a
felkialtéjeles definici6kbol).



A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének tablazata
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Konfidenciaintervallumokhoz és hipotézisvizsgalatokhoz képletek

Az adott vizsga megoldasahoz sziikséges képletek mindig szerepelni fognak a feladatsoron. Lehetséges viszont,
hogy nem minden képletre lesz sziikség a vizsga megoldasdhoz.

= s X2 =77, (55)7 = gihysn = oy Sk (w = T)?, s = Vsp)2

u-préba

1. Kétoldali, egymintas: u = @ n, Uejp = 11 -¢/2),

konfidenciaintervallum p-re:
O'UE/Q _ O'UE/Q ]

[ﬁ - W7 Ty + n
2. Egyoldali, egymintas: u = @ n, ue = ®1(1 —¢).

3. Kétoldali, kétmintés: u = —2—0m2 o1 —¢/2).

JE Ue/2 =
142
ni ng

Megolddsok:

a) (10 pont)

(1 pont) nE(z) mindig binomidlis eloszldst

(1 pont) n és p = F(z) paraméterekkel, ahol n a mintaelemszam és F(z) a mintaelemek eloszlasfiige-
vénye. (Ha késébb j6 n-t ir, az elég és nem kell megmagyarazni. Lehet eleve konkrét n-nel és p-vel
dolgozni, de hibds paraméterek esetén részpont nem jar.)

(1 pont) Itt n =5 (elég, ha ez impliciten deriil ki).

(1 pont) x = 0,4 esetén F(x) = f04 f(x)dz

(? A 4x3dx (az elbzével Gsszevonhatd)

=45

(1 pont) = 0,0256

)
(1 pont) =
B
(0 pont) Tehat 5F%(0,4) ~ B(5;0,0256).
)
) =
) &

(1 pont

(1 pont) Ezért P(5FZ(0,4) < 3) = P(5FZ(0, 4) =0)+P(5F(0,4) =1)+P(5F(0,4) = 2)

(1 pont) = 0,9744° + 5 - 0,9744% - 0,0256' + (3)0,9744% - 0,02562

(1 pont) ~ 0,9998.

b) (13 pont)

(1 pont) A médusz a leggyakoribb mintaelem.

(1 pont) Ha t6bb ilyen is van, akkor mindegyik médusznak szamit,

(1 pont) igy itt mdédusz a 0,30, a 0,47 stb. a 0,88 is.

(1 pont) Paratlan mintaelemszam esetén

(1 pont) az empirikus medidn nagysag szerint a k6zéps6é mintaelem,

(1 pont) ami itt 0,62.

(1 pont) x} a 4. legkisebb mintaelem,

(1 pont) vagyis 0,83.

(5 pont) az empirikus eloszlasfiiggvény abrazoldsara: az a szakaszonként konstans, az ugrdsokndl is
balrdl folytonos fiiggvény, amelynek értéke minden x pontban azt mondja meg, hogy hany z-nél ki-
sebb mintaelem van, leosztva 100-zal. Tehét x = 0,30-ig konstans 0, z = 0, 30 tél x = 0,47-ig konstans
5, x =0, 47 t6l z = 0,62-ig konstans 2 £, v = 0,62-t8l z = 0,83-ig konstans 2 £, © = 0,83-t6l z = 0,88-ig
konstans 3 5 ¢s x = 0,88-t6l konstans 1 az értéke.

2. a) (13 pont)
(1 pont) nF;(r) mindig binomiélis eloszlasu
(1 pont) n és p = F(z) paraméterekkel, ahol n a mintaelemszam és F'(z) a mintaelemek eloszlasfiige-
vénye. (Ha késébb j6 n-t ir, az elég és nem kell megmagyarazni. Lehet eleve konkrét n-nel és p-vel
dolgozni, de hibds paraméterek esetén részpont nem jér.)
(1 pont) Itt n = 100 (elég, ha ez impliciten dertl ki).



(1 pont) Itt ha X jeloli a nyereményt egy sorsjegy esetén, akkor x = 2025 esetén F'(x) = F(2025) =
P(X < 2025)

(1 pont) = P(X = 0) + P(X = 500) + P(X = 1000)

(1 pont) = 0,6 + 0,3 + 0,06 = 0,96.

(1 pont) E(F}y0(2025)) = 15 E(100F;((2025)) (a vérhat6 érték linearitdsa miatt; nem kell kimondani;
n-nel és p-vel is elmondhaté ugyanez)

(1 pont) = 135 -100-0,96 = 0,96 (mert a binomiélis eloszlds varhaté értéke np, de ezt nem kell kimon-
dani, benne van a tédbldzatban)

(1 pont) és D*(F}y(2025)) = 15z D*(100F}50(2025)) (mivel D*(aY) = a?D*(Y), tehdt D*(Y/a) =

5 D*(Y) minden véges szérdstt Y val. valtozo és a # 0 valds szdm esetén; itt ¥ = 100F}(2025) és
a = 100)
(1 pont) = 1y - 100 - 0,96 - 0,04 = 0,00384.

(1 pont) lim,,_, F,¥(10 000) = F'(10 000), 1 val6sziniiséggel (tulajdonképpen a nagy szdmok erds tor-
vénye miatt, de erre itt nem kell expliciten hivatkozni),

(1 pont) ahol F(10 000) = P(X < 10 000) = P(X = 0) + P(X = 500) + P(X = 1000) + P(X = 5000)
(1 pont) = 0,99.

b) (17 pont)

(141 pont) Az Tigo atlag a mintaelemek szdmtani kozepe (nem kell szévegesen kiirni, elég a konkrét
szamokat atlagolni), vagyis Z1gg = ﬁ(ﬁ?} -0 4 31-500+ 3-1000 + 2 - 5000 + 1 -20 000) = 485 forint
(1 pont az indoklasra, 1 a végeredményre. A nullds tag elhagyhatd.)

(0 pont) A korrigalt empirikus szérés sjyo = 1/(5500)?
(1 pont) \/10071 110({ (.%1 - xloo)
(1 pont)

\/% (63 - (0 —485)% + 31 - (500 — 485)2 + 3 - (1000 — 485)2 + 2 - (5000 — 485)2 + 1 - (20 000 — 485)2)
(1 pont) = 2101,53262975843 forint.

(1 pont) A médusz a leggyakoribb mintaelem:

(1 pont) esetiinkben ez a 0.

(1 pont) Paros mintaelemszam esetén

(1 pont) az empirikus medidn nagysg szerinti névekvé sorrendbn a két kozépso atlaga,

(1 pont) tehat 0.

(1 pont) x%,; nagysag szerinti sorrendben a 73. legkisebb elem.

(1 pont) Vagyis z%; = 500 (nem kell jobban indokolni).

(5 pont) az empirikus eloszlasfiiggvény abrazolasara: az a szakaszonként konstans, az ugrasokndl is
balrdl folytonos fliggvény, amelynek értéke minden x pontban azt mondja meg, hogy hiny z-nél ki-
sebb mintaelem van, leosztva 100-zal. Tehat x = 0-ig konstans 0, z = 0-t6l = 500-ig konstans

B8 & = 500-t6l x = 1000-ig konstans fh5, 2 = 1000-t6l z = 5000-ig konstans 9=, = = 5000-t6l
x = 20 000-ig konstans 1%90 és x = 20 000-t6l konstans 1 az értéke.

a) (5 pont)

(0 pont) Jeldljiik a mintaelemeket x1,...,zs-cal. A mintaelemszdm n = 8.

(141 pont) A mintadtlag Tg = 0,99. (Ebbdl 1 pont az indoklasra jar, de nem kell tilzasba esni a
szamitasok részletezésénél.)

(0 pont) € = 0,02 (elég, ha ez késébb deriil ki).

(1 pont) u. /5 = uop1 = ®71(0,99) = 2,33 (a tablazat alapjan, nem baj, ha nincs ®-jelélés, ha jé az
eredmény és vildgos, hogy mit olvasott ki a tablazatbdl).

(1 pont) A (tdblazatban megadott képletbe behelyettesitve a) konfidenciaintervallum igy [0,99 —
092'2’33,0,99 + %} (ha korédbban valamit elszamolt, de konzisztensen helyettesiti be a dolgokat

a képletbe, akkor jar ez a pont)

(1 pont) = [0,9735,1,0065]. (Az eléz6 1épéssel Gsszevonhato.)

b) (12 pont)

(2 pont) arra az Otletre, hogy egymintds u-prébat kell hasznalni. Elég, ha a megoldasbdl impliciten
kideriil, hogy azt hasznal.

Ha kétmintds probat akar alkalmazni, akkor sajnos az egész b) feladat rossz, legfeljebb azokra a
mennyiségekre lehet pontot adni, amiket a helyes megoldashoz sziikséges mennyiségek koziil menet



kozben valamiért kiszamol.

(2 pont) Hy: > 1 vs. Hy: p <1 (ahol u jeloli a mintaelemek varhat6 értékét — ezt nem baj, ha nem
irja oda.)

Ha nem jé a nullhipotézis, ez a 2 pont nem jarhat, viszont a tovabbi pontok igen, ha azok megfelelnek
az dltala valasztott nullhipotézisnek (akkor is, ha u-prébéat haszndl, kivéve az emlitett 1 pont levonast).
Kivéve ha azt irja, hogy Hg: p > 1 vs. Hy: p < 1, akkor 1 pont jar a 2-bél.

(2 pont) A prébastatisztika értéke u(zq,...,zg) = @\/g = Og%glx/g (ha csak wu-t ir argumentum
nélkiil, azért ne vonjunk le pontot)

(1 pont) (= —v/2) ~ —1,4142.

(1 pont) arra, hogy tudja, hogy most € = 0,04 (mivel egyoldali a préba). Elég, ha ez impliciten deriil
ki.

(2 pont) Hop-t akkor utasitjuk el, ha u(xy,...,z8) < (—us =) — uops

(1 pont) = —1,64. (Mindez ugyanigy j6 ekvivalensen megfogalmazva, elfogaddssal. Nem baj, ha nem
szigoru egyenl6tlenséggel fogalmazza meg az elutasitas kritériuméat, vagy ha szigorival az elfogadését.)
(1 pont) Ezért Hy-t elfogadjuk/nem utasitjuk el. (Azaz arra kovetkeztetiink, hogy a mintaelemek var-
hato értéke eléri az 1 kg-ot — nem baj, ha ezt nem irja oda szévegesen, de legyen ott expliciten, hogy
mi a dontés.) (c) (3 pont)

(2 pont) A korrigalt empirikus szérds s§ = \/(s§)2 =\/55 S8 (2 — 0,99)2 (kisbetiikkel is OK min-
den végig)

(1 pont) (= 4/34/70000)(~ 0,0204). (A kett koziil az egyik elég. Itt a kerekitetlen értékkel szamolunk
tovabb.)

. a) (6 pont)

(0 pont) A minta elemszama n = 10 és

(1 pont) o =5 és T1p = 130. (Utébbi jé kisbetiivel is, és elég, ha kés6bb deriil ki.)

(1 pont) £ = 0,004 (elég, ha kés6bb kideriil az, hogy 1 — /2 = 0,998).

(2 pont) uz (= @11 —¢/2)) = ®71(0,998) = 2,88 (ebbdl 1 pont az indokldsra — elég annyi, hogy
milyen szamot keres ki a normadlis eloszlas tablazatabdl).

(1 pont) Igy a konfidenciaintervallum (a tédbldzatban szerepld képlet alapjan)

[130 — 225,130 + > 2]

(1 pont) ~ [125,4463, 134,5537].

b) (10 pont)

(1 pont) arra, hogy tudja, hogy kétoldali proba kell (akkor is, ha a megoldas késébbi része esetleg nem
jo, és akkor is, ha ezt nem emliti, de j6 nullhipotézist ir fel). Ezt itt nem is kiillonésebben kell indokolni,
de abbdl a feltételbdl kovetkezik, hogy az elfogadasi tartomanyba mind 128-nal kisebb, mind 128-nal
nagyobb szamoknak bele kell esniiik.

(2 pont) arra, hogy tudja, hogy egymintds u-préba kell (az el6z6 ponthoz hasonléan itt sem kell
indoklas, és elég, ha a kés6bbiekben deriil ki, hogy az u-prébanak megfelelden szdmol).

(2 pont) Hy: pp =128 vs. Hy: p # 128.

(1 pont) A prébastatisztika értéke u(Xy,..., Xg) = w\/ﬁ = 130-128./10 = 2/10 ~ 1,265.

(2 pont) Ho-t pontosan akkor utasitjuk el, ha |u(X7y, ..., Xg)| > @7 1(1—¢/2) = ®1(0,98) (az 1 —¢/2
jeloléshez itt nem ragaszkodunk, de annak ki kell deriilnie, hogy milyen helyen veszi a ®-t/hasznalja
a normalis eloszlds tablazatat. Lehet azt is irni ekvivalensen, hogy mikor fogadjuk el Hy-t)

(1 pont) ~ 2,05.

(1 pont) Tehat Ho-t elfogadjuk. (Més szavakkal: arra kovetkeztetiink, hogy az allatkertben é16 ndstény
kiralypitonok hosszénak varhat6 értéke megegyezik 128 centiméterrel, de ezt nem kell szavakkal kiirni.)
(c) 4 pont

(2 pont) Az empirikus eloszlasfiiggvény értéke az © = 122 helyen Fj(122) = 1/10 (nem baj, ha
mashogy jeloli az empirikus eloszlasfiiggvényt vagy nem jeloli sehogy),

(2 pont) mert... (valahogy megindokolja, hogy F};(122) értéke a 122-nél kisebb mintaelemek szdmanak
egytizede, és pont egy 122 cm-nél révidebb kigy6 van).



