P6tl6 zarthelyi dolgozat
2024. november 5.

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutat6é minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolddé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonando le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. A [0, 1] intervallumon egymaés utédn (egymaéstdl fliiggetleniil) taldlomra valasztunk két szamot.
Mi a valészintisége, hogy a két szam koziil legalabb az egyik nagyobb, mint 5?

Megoldas.

1. megoldds: geometriai val6szinliségi mezovel.

(2 pont) A véletlen kisérlet megegyezik egy véletlen pont valasztasaval a [0, 1] x [0, 1] négyzet-
ben.

(1 pont) Ez az 2 eseménytér.

(3 pont) Geometriai valdsziniiségi mezé esetén a valdsziniiség = TI‘%S;O (Tq, helyett Tisges vagy
hasonlé is jo.)

(1 pont) Ty =1 (indoklas nélkil is OK).

(4 pont) (z,y)-nal jelélve a véletlen pontot a négyzetben, a kedvezd teriilet a négyzetnek az
a része, ahol = > % vagy y > % teljestil. (Ha csak az egyik van meg a két egyenldség koziil,
vagy a,vagy” kapcsolat nem vilagos nemcsak a szoveghol, de a megoldas tovabbi részébol sem,
akkor max. 2 pont. Ha csak aprébb pontatlansagok vannak, akkor lehet 3 pont. Ne vonjunk le
pontot, ha nem szigori egyenlétlenségeket ir).

(3 pont) j6 dbra

(1 pont) Tiedvess = Tisszes — Tkedvesstien (82 is OK, ha 1 — Ticeqvesstient iT)

(2 pont) A kedvezétlen teriilet az, amelyik az x = % egyenletii egyenestol balra és az y = é
egyenletii egyenestol lefelé van (ha az abra alapjan egyértelmiien kideriil, hogy ezt tekinti kedve-
z6nek, akkor ez a 2 pont szoveges leiras nélkiil is jar), ami egy négyzet (elég, ha a késébbiekben
azonosithato, hogy a téglalap tertilete alapjan és jol szamol).
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(2 pont) Ennek a teriilete 1 - £ = 5.

4
(1 pont) Tehat a keresett valészinliség — (ha egyértelmii, hogy ezt a szdmot szanja végered-

ménynek, akkor ne vonjunk le pontot, ha nem hangsulyozza, hogy le kell osztani az Osszes
teriilettel, vagyis 1-gyel).



Szabad egybol a kedvezd teriiletet kiszamolni, ebben az esetben a Tieqvers = Tésszes — Lkedverétlen
helyett a kedvezd teriilet kiszamolasara jar még 1 pont. A kedvezo tertiletet nem kell koriilirni,
elég, ha az abraban helyesen szerepel vagy a szamolasnal azonosithatd, hogy ezt a teriiletet
szamolja Kki.

2. megoldas: Poincaré-formulaval és fliggetlenséggel.

(0 pont) Jeldlje X az els6ként és Y a masodikként vélasztott szamot.

(2 pont) A keresett valoszintiség P(X > 1/5 vagy Y > 1/5) = P({X > 1/5} U{Y > 1/5}) (az
utobbi 6nmagaban is elég, de ha nem deriil ki, hogy uniéval kellene szamolni, akkor ebbdl a 2
pontbol maximum 1 jar. Az uniénal kisebb szintaktikai hibakért, pl. hidnyz6 halmazjelolésekért
ne vonjunk le pontot.)

(1 pont) A Poincaré-formula szerint

(3 pont) P({X > 1/5}U{Y > 1/5}) =P(X > 1/5)+P(Y > 1/5)—P({X > 1/5}n{Y > 1/5})
(utébbi valdészintiség j6 P(X > 1/5,Y > 1/5) alakban megadva is, az 6sszeg helyett pedig j6 a
2P(X > 1/5), kés6bb jar majd 1 pont annak a megindoklasara, hogy P(Y > 1/5) = P(X >
1/5)).

(2+1 pont) P{X > 1/5} n{Y > 1/5}) = P(X > 1/5)P(Y > 1/5), mert fiiggetlenek (2 pont
az egyenléségre, 1 az indoklasra),

(241 pont) és P(Y > 1/5) = P(X > 1/5), mert X és Y azonos eloszlastiak (2 pont az
egyenlOségre, barhol is deriil ki a feladat soran, és 1 az indoklasra. Azt, hogy azonos eloszlasuak,
barhogy megindokolhatja, ami erre utal, pl. az is j6, hogy mindkét szdmot taldlomra a [0,1]-
en/ugyanugy valasztjuk. Ehelyett az is j6, ha kiszdmolja a két valésziniiséget kiilon-kiilon).

(3 pont) X és Y is egyenletes eloszldstak a (0,1) intervallumon. Vagy: valahogy leirja, hogy
X és Y egy-egy intervallumba valé esésének valdsziniisége az intervallumhosszal ardnyos (azaz
egydimenzids geometriai valészinliségi mezérél van szé6 — utébbi 6nmagaban is elég), ahol az
Osszes hosszisag 1.

(3 pont) Ezért P(X > 1/5) = 1-P(X < 1/5) = :=2 = 1. (Nem kell ennyire részletesen kifrni, de
deriiljon ki, hogy az eloszlasfliggvény tablazatban szerepld képletét hasznalja, vagy integralhatja
a slrtiségfiiggvényt.) Vagy: (1/5,1) egy 4/5 hosszisdgu szakasz, az ebbe esés valdszintlisége
(az egydimenzids geometriai val. mez6 ,kedvez6 hosszisag/osszes hosszusdg” képlete szerint)

(4/5)/1 = 4/5.

(1 pont) Tehdt a keresett valoszintiség 5 + 2 — 32
(1 ) 24
ont) = —.
P 25

Szintén jo, ha ezzel a maodszerrel és komplementer valdsziniiséggel szimol. Ebben az esetben azt
kell haszndlni, hogy eqy minusz a keresett valdszintiség P(X < 1/5 és'Y < 1/5), amit fel lehet
frni metszetként, majd a fenti megolddshoz hasonléan kiszémolni. Igy tulajdonképpen kinnyebb
is: nem kell a Poincaré-formula. Az arra adando 148 pont helyett 1+3 pont arra jar, hogy
térjink dt a komplementer valdosziniiségre, majd alkalmazzuk helyesen a vonatkozo De Morgan-
azonossagot. A legelsé 2 pontbdl 1 a keresett vagy a komplementer valészinidség barmilyen helyes
azonositasdra (és/vagy vagy metszet/unié) és 1 az és/vagy és metszet/unio kozti dttérésre jdr,
ahol megint elég a metszettel /unioval kezdeni.

. Egy forr6 nyéari napon egy dél-pesti autobuszjaraton sok busz kozlekedik, amelyek mindegyike

1
(egymastodl fiiggetlentil) 3 valoszintiséggel Tkarus 412-es, 3 valbszintiséggel gaziizemit Van Hool

1
és — valbszintiséggel Mercedes Conecto tipusu. Az Ikarus 412-eseken eleve nincs klimaberen-

dezés. A masik két tipust buszon van klimaberendezés, de csak a buszok egy részén miikodik:
tiz darab gaziizemii Van Hool buszbdl atlagosan csak nyolcon, tiz darab Mercedes Conectobol
pedig atlagosan kilencen miikodik.

Véletlenszertien kivalasztunk egy buszt errdl az autébuszjaratrol ezen a napon.

(a) Mi a valdsziniisége, hogy a buszon miik6dé klimaberendezés van?



(b) Feltéve, hogy a buszon mitkodé klimaberendezés van, mi a valdsziniisége, hogy a busz
Mercedes Conecto tipusu?

(c) Fiiggetlenek-e a kovetkezd események: {a busz gaziizemit Van Hool tipusi} és
{a buszon miik6dé klimaberendezés van}?

Megoldas. (a) (9 pont)

(0 pont) Jelolje K azt az eseményt, hogy a kivalasztott buszon miikodé klimaberendezés van,
I azt, hogy a busz Ikarus 412-es, V' azt, hogy gaziizem Van Hool és M azt, hogy Mercedes
Conecto tipust.

(1 pont) A keresett valészintiség P(K).

(1 pont) A feladat szovege szerint P(V) =P(M) =1/3 (és P(I) = 1/3, de erre nem igazan lesz
sziikség),

(1 pont) B(K|V) = & = 4 6 B(K|M) = &

(1 pont) és P(K|I) = 0. (Ezt nem muszaj ideirni; ha kés6bb egyértelmi, hogy ennek megfele-
16en szamit, akkor is jar ez a pont.)

(1 pont) Az I, M,V események teljes eseményrendszert alkotnak,

(1 pont) mert kizdroak és lefedik az eseményteret (vagy ezzel ekvivalens indoklas, ennél jobban
nem kell indokolni). Alternativ lehetdség: az eseményteret megszoritjuk a K esemény szem-
pontjabdl relevans Q' = M U V-re, és ezen az 1j eseménytérek az M és V események teljes
eseményrendszert alkotnak. [Ezen az eseménytéren a P(-|M U V') a relevdns valdszintiségi mér-
ték, ami alapjan a végén vissza kellene térni P(-)-re, de erre nem kell hivatkozni.]
Ha azt allitja, hogy M és V teljes eseményrendszer, akkor az utébbi 2 pontbdl csak 1 jar, de
kiilonben ne vonjunk le ezért tobb pontot. Ha barmibdl kidertil, hogy I nélkil csak M és V
nem teljes eseményrendszer, de P(K|I) = 0 miatt gy lehet vele szdmolni, mintha az lenne,
akkor ne vonjuk le ezt az 1 pontot.

(1 pont) Igy a teljes valészintiség tétele (elég: TVT) szerint

1 pont) (K) =P(V)P(K|V)+P(M)P(K|M)(+P(I)P(K|I))

1 pont) = 3(55 + 15(+0)) = 3.

(

(

(b) (5 pont)

(1 pont) A keresett valészintiség P(M|K).

(1 pont) Bayes-tétellel (j6 az ,egyszerli Bayes-tétel” is; még akkor is fogadjuk el, hogy ,egysze-
", ha esetleg odairja az I-s tagot)

(2 pont) P(M|K) = SZED (a nevezs j6 P(V)P(K|V) + P(M)P(K|M)(+P(I) P(K|T))

alakban is, de mar az (a)-ban kiszamoltuk az értékét)
1.9

(1 pont) = EE
(0 pont) =

Ha mar az a- ban szerepelt a §- < szorzat, akkor itt elég a szorzatukat (35) kozolni. Ha P(KNM)-
et ir a szamlaloba (ami nem a Bayes-tételben szereplé alak), de nem 1ndokolja hogy ez a szorzasi

szabaly miatt annyi, amennyi, akkor -1 pont.

(c) (6 pont)
Onmagéaban annak a betippelésére, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) Nem fiuggetlenek, mert... (valahogy megindokolja, és ha nem is feltétleniil jol, az
indoklas legalabb szintaktikailag értelmes, és hihetd, hogy komolyan gondolta — kétes esetben
a javit dont)

(2 pont) K és V fiiggetlenséghez az kellene, hogy P(K N'V) = P(K)P(V) teljesiiljon.

(0 pont) Kordbban lattuk, hogy P(V) = 1/3 és kiszamoltuk, hogy P(K) = 17/30.

(2 pont) P(KNV) =P(K|V)P(V) = & (ha ez kordbban mér szerepelt, nem kell megismételni)
(0 pont) a szorzési szabély miatt. (Erre itt mar kiillon nem adunk pontot, mert a kozzétett régi
zh-kban sem adtunk hasonlé helyzetben.)

(1 pont) Ez azonban nem egyezik meg P(V)P(K) =

90 T_nel (, tehat tényleg nem fiiggetlenek).



Ha wvalaki arra hivatkozik, hogy 10 busz van és ardnyokkal szamol, akkor az dsszes TVT-
re/Bayes-tételre és feltételeik ellendrzésére jard pontot elveszti és még -2 pontot kap (feltéve,
hogy a pontszima a végén pozitiv marad), de a tobbi pontot megkaphatja. Aki arra hivatkozik,
hogy n busz van és aranyokkal szdmol, ahol n valami egész szam, az -1 pontot kap (feltéve, hogy
a pontszdima a végén pozitiv marad), és az indokldsokra akkor kaphat pontot, ha megindokolja
eqyesével, hogy klasszikus a valdosziniiségi mezo, vagy ha leir eqy feltételes valosziniséget, akkor
a szorzasi szabalyra hivatkozik ott, ahol a metszet valoszinisége valojaban abbol szarmazik. Itt
szigorubbak vagyunk mint a zh-ban a kdvés feladatndl, mert ott a feladatban tényleg aranyok
szerepeltek, itt azonban valosziniségek, és hangsulyozzuk, hogy sok busz van.

. Egy egyetemi kar tudoményos didkkori konferenciajara 150 hallgato jelentkezett a jelentkezési
hataridoig.

(a) A tapasztalatok szerint a jelentkezett hallgatok mindegyike 95% val6szintiséggel ad be
ténylegesen palyamiivet a konferencidra, a tobbi hallgat6tdl fiiggetleniil (és csak az adhat
be palyamiivet, aki jelentkezett). Mi a val6szintisége, hogy a jelentkezett 150 hallgaté koziil
legfeljebb ketto lesz, aki nem ad be palyamiivet?

(b) Errdl a konferenciardl a legsikeresebb hallgaték tovabbjutnak az orszagos tudoményos
diakkori konferenciara, amelyen nagyon sok hallgaté vesz részt, de csak egy nagyon kis
résziik nyer elsé dijat. Jeloljik az itt els6 dijban részesiilok szamat Y-nal. Tudjuk, hogy
Y varhato értéke 6 f6. Hatarozzuk meg Y szordsnégyzetét és a P(Y > 2) valdsziniiséget.

Megoldas.

(a) (7 pont)

(1 pont) A pélyamiivet be nem adé jelentkezék szamét jeloljitk X-szel, ez binomiélis eloszlasu
(1 pont) n = 150 és p = 0,05 valészintiséggel (t6bb indoklds nem kell).

(1 pont) A keresett valészintiség P(X < 2)

(I pont) =P(X =0)+P(X =1)+P(X =2)

(2 pont) = (("3) -0,05°-)0,951% + (*°) 0,05 - 0,951 + (*3%) - 0,05%- 0,95 (a (*}°) helyett 150
is jO természetesen )

(1 pont) ~ 0,01815 (ha valaki megadja kozonséges tort alakban, az is j6, de mi erre itt nem
vallalkozunk).

Megjegyzés: természetesen j6 ugy is, hogy Y a beadott péalyamiivek szdma, ami B(150;0,95)
eloszlast P(Y > 148)-at keressiik és P(X = k) = P(Y = 150 — k) minden £ € {0, 1,...,150}-re.

(b) (13 pont)

(2 pont) Y Poisson-eloszldsi (nem kell indokolni, mert a kontextusbél kidertl, hogy azzal
érdemes modellezni)

(1 pont) és 6 = E(Y)

(1 pont) = X az eloszlds paramétere.

(1 pont) Tehat D*(Y) = A

(1 pont) = 6 (ha egybél azt mondja, hogy D*(Y) = 6, indoklas nélkiil, akkor az utébbi 2
pontbdl csak 1 jar).

(1 pont) P(Y >2)=1-P(Y <2)

(Ipont) =1-PY =0)—-P(Y =1)-P(Y =2)

(1+1+1 pont) =1 —e — Xe ™ — (A\2/2) - e

(2 pont) (=1—(1+6+18)e™%) &~ 0,9380. (Ha itt egybdl csak a numerikus érték szerepel és az
kb. jo, akkor jar a 2 pont. Kisebb numerikus hiba esetén 1 pont jar, hibas végeredmény esetén
indoklas nélkil 0 pont.)

Ha elfelejti a P(Y = 0)-t, akkor azért -1 pont és a kiszamolasanak hidnydért is -1, de a tobbit
el lehet fogadni.



4. Az X ésY valdszinliségi valtozok egytittes eloszlasat az aldbbi tablazat tartalmazza.

X
v 0] 112
1
I EIEE

(a) Hatérozzuk meg az X és az Y valdsziniiségi valtozo peremeloszlasat és varhat6 értékét.
(b) Hatérozzuk meg E(XY)-t

(c) Igaz-e, hogy
P(Y =1|X =2) = P(Y = 1|X = 1)?

Es az igaz-e, hogy
P(X =2y =2)=P(X =2|Y =1)7

(d) Fuggetlen-e X és Y7

Minden vdlaszt indokoljunk! A részfeladatokat barmilyen sorrendben megoldhatjuk.

Megoldas.

(a) (7 pont)

(2 pont) X peremeloszlését a megfelel oszlopdsszegek adjak: P(X = 0) =1/4,P(X =1) = 2
P(X =2) = 16, ez OK akar indokléds nélkiil is, ha az eredmény jo.

(2 pont) Hasonlbéan Y peremeloszldsat a megfelelé oszloposszegek adjik, P(Y = 0) = P(Y =
2)=1/4,P(Y =1)=1/2.

Ha odairja, hogy hogy jonnek ki a peremeloszlasok, de az eredmények nem jok, akkor max. 1-1
pont.

Ha nem indokol és egy adott peremeloszlasbodl csak 2 érték jo, akkor a 2-bél 1 pont. Ha max.
1 érték jo, akkor O pont.

Ha X és Y peremeloszlasat felcseréli, akkor max. 2 pont.

(1 pont) arra, hogy a varhaté értékrol legalabb az egyik val. valtozé esetében valahogy
leirja, hogy hogyan szémolja ki, ott van a képlet dltaldnosan vagy a konkrét szamokkal (pl.
E(X)=(0- )—i—l 2+2-2 VagyhasonloanE(Y):1-%4—2-%:1).

(1 pont) E(X ) = 24 (itt mar csak a végeredményre jar a pont, tizedestort alakban is jo: 1,3125),
(1 pont) E(Y) = 1.

(b) (6 pont)

1. megoldds: XY eloszlasaval szamolva.

(1 pont) Ran(XY) = {0,1,2,4} (ha olyan halmazt ir, ami ezt a négy elemet tartalmazza és
még esetleg néhdny olyan elemet, amik eléallnak a 0,1, 2 szamok koziil kettd szorzataként, azt
is el lehet fogadni). Elég, ha ez a kés6bbiekben impliciten deriil ki.

(I pont) P(XY =1)=P(X=1,Y=1)=1/8,

(1 pont) P(XY =2) =P(X =1,Y =2) + P(X =2,V = 1) = 1/16 + 3/8 = 7/16,
(1 pont) P(XY =4) =P(X =2,Y =2) =3/16 (0 pont) P(XY =0) = 1/4.

(1 pon)IgyE(XY)—l 1/8+2 7/16+4-3/16

(1 pont) = =T

Ha P(XY = 0) jo, de semmi masra nem jarna pont a (b)-ben, akkor erre lehet adni 1 pontot.
2. megoldas: eloszlastranszformacié-szeriien szamolva.

(1 pont) Megadja az E(XY) = Y2_ 32 (k(P(X = k,Y = /) képletet vagy valami hasonlét; a
lehetetlen (k, ) parokat persze nem kotelezé belevenni. Elég, ha impliciten deriil ki, hogy ezt
a képletet hasznalja (ha a kovetkezd konkrét képlet j6, akkor ez a pont is jar).

Bpont) E(XY) =1 P(X =Y =1)+2-P(X =2,V = 1) +2-P(X = 1,Y = 2) + 4P(X =



2,Y =2) (a 0-s szorzatokat is oda lehet irni, de nem kotelezd)
(1 pont) = 1/8+2-3/8+2-1/16+4-3/16

7
(1 pont) = —. (A 1

~J

1 j6 nem egyszertisitett alakban és tizedestort alakban is.)

(c) (5 pont)

Onmagéban arra, hogy igazak az 4llitdsok, nem jar pont.

(1 pont) ha azt irja, hogy P(Y = 1|X = 2) = P(Y = 1|X = 1), és van valami indoklds, ami ha
nem is teljes, de helyes (pl. legaldbb megjelenik a feltételes valoszintiség definicidja helyesen).
(1 pont) P(Y = 1| X =2) = % sPY=1X=1)= % (j6 metszettel leirva
is),

(1 pont) ahol %Xl)l) = ;/—/1% = % és % = 93/% = %, tehat tényleg egyenloek.

(1 pont) ha P(X = 2|Y = 2) = P(X = 2|Y = 1)-re is azt mondja, hogy igaz, és van valami
(legalabb részben) helyes indoklas ra, pl. hogy hasonléan szamol, mint az el6zé feladatban. Itt
a feltételes valoszinliség definicidjat nem kell még egyszer leirni,

(1 pont) P(X =2y = 2) = H5208 — 38 — 3/4 ¢ P(X = 2]V = 1) = ZEE2A=0 = 0 —
3/4, tehat tényleg egyenléek.

Ha jé eseményekkel szamol, de nem jok a részletszamitdsok, akkor lehet részpontot adni (a két
kiillonb6z6 szédmolasra jaré 2 pontbdl 1-et).

(d) (2 pont)

(2 pont) Nem fiiggetlenek, mert példaul P(X = 1,Y = 0) # P(X = 1)P(Y = 0). (Az utébbi
szorzat értékét nem kell kiszamolni.)

Vagy: nem fiiggetlenek, mert a korabbi eredmények alapjan E(XY) # E(X)E(Y).

Indoklés nélkil a (d)-re nem jar pont (és rossz indoklassal sem). Részpontot legfeljebb kisebb
szintaktikai hibak esetén adunk.

. Egy négradi kistelepiilésen az utébbi években néha medvét észlelnek, egyszerre mindig csak egy
medve érkezik maganyosan. Egy adott idopontban elkezdjiitk megfigyelni, hogy mikor érkezik
a kovetkez6 medve, nevezziik ezt a t = 0 idopontnak. Jelolje X az ettol az idoponttdl a kovet-
kez6 medve észleléséig eltels id6t (évben mérve). A megfigyelések szerint X folytonos, 6rokifju
eloszlast kovet, 5 év varhatd értékkel.

(a) Hatérozzuk meg X szérasat.

(b) Hatarozzuk meg X stirliségfliggvényét a t = 1 helyen és X eloszlasfiiggvényét a ¢t = —1
helyen. (Segit a nevezetes eloszlas tablazat.)

(¢) Mennyi a valészintisége, hogy a t = 0 idéponttdl kezdve a kovetkezd medve észleléséig
tobb, mint 8 évig kell varni, feltéve, hogy tobb, mint 6 évig kell ra4 varni?

Megoldds. (a) (6 pont)

(1 pont) X exponenciilis eloszlast,

(1 pont) mert ha egy eloszlas folytonos és 6rokifji, akkor csak exponencidlis lehet (valami olyas-

mi is elég, hogy ,folytonos és 6rokifji = exponencidlis),

(0 pont) és a szérashoz az eloszlas A paraméterét kell meghatarozni.

(1 pont) E(X) = 5 =5,

(1 pont) tehdt A = 2.
)

(1 pont) Igy D(X) = /D*(X) (helyes szérasnégyzet esetén elég, ha 1/25-6t ir, de hibés szérds-
négyzet esetén csak akkor jar részpont, ha odairja a képletet altalanosan is).

(1 pont) =+ = 5.

(b) (4 pont)

(1 pont) fx(1) = (1/5) - e~ /51 (a nevezetes eloszlas tablazat alapjan, ezért nem kell indokolni
— de ehhez a ponthoz még elég az is, ha altaldnos A-ra és t-re irja be a képletet)

(1 pont) ~ 0,1637.



(1 pont) Fx(—1) =P(X < —1)

(1 pont) = 0 (mert Ran(X) = R* benne van a tdbldzatban, tehat nem kell indokolni).

Az is j6, ha nem frja fel az Fx(—1) jelentését, de odairja, hogy az X értékkészletén kiviil van
a —1.

Az is j6, ha azt irja, hogy Fx(—1) = [~} fx(z)dz, és megéllapitja, hogy ez az integral 0, mert
a konstans 0 fiiggvényt integralja. Ha 0-nal kisebb vagy 1-nél nagyobb szamot ir be numerikus
végeredménynek, akkor az eloszlasfiiggvényre semmiképpen nem jar részpont, még akkor sem,
ha P(X < —1) szerepel!

(c) (10 pont)

(2 pont) A keresett valoszintiség P(X > 8|X > 6),

(241 pont) ami P(X > 2)-vel egyenlé az orokifjusag miatt (nem kell az exponencidlis eloszlasra
hivatkozni, mert az orokifjusag a feladatban szerepelt, igy ez jarhat akkor is, ha nem jon ra,
hogy exponencidlis az eloszlés).

(1 pont) P(X >2)=1—-P(X <2)=1-P(X < 2) (nem baj, ha a kozéps6 1épés hidnyzik, a
folytonossdgra majd a kévetkezd feladatban jar pont)

(1 pont) mert X folytonos [val. valtozd] (vagy: mert X eloszlasfiiggvénye folytonos, vagy: mert
X-nek van siirtiségfiiggvénye).

(2 pont) 1 —P(X < 2) = 1—Fx(2) = e /52 (nem kell, hogy itt megjelenjen az Fx kifejezés, de
indoklasként legalabb e~ szerepeljen altaldnosan vagy azonosithatéan konkrét A-ra és x-re)
(1 pont) = 0,6703.

6. * Egy X folytonos valészintiségi valtozé stirtiségfiiggvénye

e*, hax<a,

fx(z) :{

0, egyébként,
ahol a € R egy alkalmasan valasztott (nem feltétlentl pozitiv) valés szdm (és e = 2,71...).

(a) Hatédrozzuk meg a értékét.

(b) Jelolje Fx az X valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvényét. Mely x € R pontokra igaz, hogy
fx(x) = Fx(z)?

(c) Hatérozzuk meg az Y = eX val6sziniiségi valtozé eloszlasfiiggvényét és varhaté értékét.

Megoldas.

(a) (6 pont)

(1 pont) Ahhoz, hogy fx stiriiségfiiggvény legyen, az kell, hogy nemnegativ legyen (ez itt nem prob-
léma, mert e” minden x € R esetén pozitiv, igy ezt elég egyszer megemliteni és nem kell tobbszor
ellenérizni)

(1 pont) és az integralja —oo-t6l oo-ig 1 legyen.

(1 pont) Tehat annak kell teljesiilnie, hogy 1 = [ e*dx

(1 pont) [e"]2

(1 pont) = e — 0 = e* (a —0 hidnyaért nem kell levonni pontot).
(1 pont) Tehdt a = 0.
(
(
(

b) (6 pont)

1 pont) Fx(z) = [ fx(t)dt (mert X folytonos val. viltoz6 — ezt nem muszaj odairni).

1 pont) Ha 2 <0, akkor Fx(x) = [“_ fx(t)dt = [* e'dt (ezért az 1 pontért elég a két integralbdl
az egyik)

(1 pont) = [¢']* = e”.

(1 pont) Tehdt fx(x) = Fx(x) teljesill, ha z <0,

(1 pont) és Fx(x) # fx(z), ha x =0 (mert fx(0) =0 a feladat szerint — ezt nem kell odairni. Az is
jo, ha az x = 0-t a kovetkez6 esetnél kezeli).



(1 pont) Ha = > 0, akkor Fx(z) =1 (ez OK tovabbi indoklas nélkil is), tehat Fx(x) # fx(z). (Itt
részpontot nem lehet szerezni.)
(0 pont) Igy fx(x) = Fx(x) pontosan akkor teljestl, ha x < 0.

(c) (8 pont)

(1 pont) Ran(Y) = (0,1), ezért Fy(z) =0, ha z <0 és Fy(z) =1, ha o > 1 (az értékkészletet nem
muszdj megemliteni, de csak akkor jar az 1 pont, ha az x <0 és az z > 1 eset is szerepel).

(1 pont) Ha 0 < z < 1, akkor Fy(z) =P(Y < z) = P(e® < 2) (a P(Y < x) elhagyhat6)

(1 pont) P(X < Inx)

(1 pont) az exponencidlis fuggvény /logaritmusfiiggvény szigori monotonitdsa miatt,

(1 pont) ami Fx(Inz) = e"® = 2 (OK az Fx jelolés nélkiil is).

(2 pont) Innen latjuk, hogy Y egyenletes eloszlast a (0, 1) intervallumon. (Tovabbi indoklds nem kell,
mert benne van a nevezetes eloszlas tablazatban.)

(1 pont) Ezért E(Y) =
Ha az x = 0-t vagy az x = l-et a kozépso szakaszhoz sorolja és gy kezeli, az sem probléma, sot az
sem, ha x = O-ra és = = 1-re két (egyenls) Fy-értéket ad meg, hiszen Fy folytonos fiiggvény. De ha
valamelyik pontban nem ad meg értéket, akkor (Gsszesen) -1 pt.

—. (Ehhez sem kell indoklds, még ananyi sem, hogy ez £°.)

Alternativ megolddsok a varhato érték kiszdmitdsdra:

1
o transzformélt varhaté értékés képlettel: E(Y) = [ e® fx(x)dx = [°_ e**dx = [¢**/2]° = 5

Ez jo az eloszlasfiiggvény megadasa nélkiil is 3 pontért,

« vagy meghatdrozza Y siirliségfiiggvényét (ami U(0;1) stirfv., a fenti Fy derivaltja, illetve a
0-ban és 1-ben 0) és az alapjan E(Y) = [* afy(z)dr = [jadr = ... = ; Ez tovabb
tart, mint a tobbi megoldas, de sajnos szintén csak 2 pontot ér Gsszesen, amibdl maximum 1
jar a strtségfiiggvény meghatarozasara. Az is jo, ha a surtiségfiiggvény alapjan jon ra, hogy
Y ~ U(0;1), ha az eloszlasfiggvény alapjan nem jott ré, és ezutan olvassa ki a tablazatbdl a
varhato értéket /hivatkozik az ismert képletre.

Eloszlas neve | Jelolés | Ran(X) | P(X = k) vagy Fx(t) | fx(t) | E(X) | D*X)
indikétor 1(p) {0,1} p, 1—p P p(1—p)
binomialis | B(n;p) | {0,1,...,n} (Z)pk(l p)nk np | np(1l—p)

Poisson Pois(A) | {0,1,...} ’]\C—Te*’\ A A
geometriai | Geo(p) | {1,2,...} (1—p)*1p 5 lp%p
egyenletes | U(a;b) (a;b) o il s (bIS)Q

exponencidlis | Exp()\) R* 1—e M Ae™M |2 ¥

Tudnivaldk: A zarthelyi idétartama 90 perc. Szamoldgépet lehet hasznalni. A szamszeri megol-
dasokat 4 értékes jegyre kerekitsiik. A teljes pontszam eléréséhez a megoldas menete is sziikséges,
beleértve az egyes 1épéseknél felhasznalt tulajdonsagok és tételek jelzését. Hivatkozni csak az el6ada-
son elhangzottakra lehet. A zarthelyi els6 30 percében nem lehet a termet elhagyni.



