P6tl6 zarthelyi dolgozat

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Az A, B és C eseményekrdl tudjuk, hogy (egytittesen) fiiggetlenek és pozitiv valésziniiségiiek,
valamint PLANBNC) =5 -P(ANC) =1/8 és P(A|B) = 1/2.

(a) Hatdrozzuk meg annak a valdsziniiségét, hogy az A, B,C események koziil legalabb az
egyik bekovetkezik.

(b) Feltéve, hogy az A esemény bekovetkezett, mekkora a val6szintisége, hogy C' is bekovet-
kezett, de ugyanakkor B nem?

(c) Fiiggetlenek-e a BN C és az AN C események?

Tandcs: Ha események fiiggetlenségére hivatkozunk, akkor mindig adjuk meg lépésenként kiilon-
kiilon, hogy éppen melyik eseményekére.

Megoldas.

(a) (12 pont)

(0 pont) A keresett valoszintiség P(AU B U C).

(1 pont) A Poincaré-formula szerint

(1 pont) PLAUBUC) =P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-P(ANC)—-P(BNC)+P(ANBNC).
(1 pont) Egyrészt P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C),

(1 pont) mert A, B, C (egyiittesen) fiiggetlenek,

(1 pont) mérészt P(ANC) =P(A)P(C),

(1 pont) mert A és C' fiiggetlenek (vagy itt is szabad az egytittes fiiggetlenségre hivatkozni).
(1 pont) Tehdt PLANBNC) = 5 -P(ANC) miatt P(B) = 1/2. (Ha az el8bbi lépéseket egy
kicsit Osszevonja, az nem baj, de a teljes pontszamért mind a két szorzatra valdé bomlast meg
kell indokolni.)

(1 pont) P(A|B) =P(A) =1/2,

(1 pont) mert A és B fiiggetlenek (és P(B) > 0, de ha ezt nem irja oda, azért ne vonjunk le



pontot). (Ha felirja a feltételes valésziniiség definicidjat és utdna hasznalja a fiiggetlenséget,
természetesen az is j6, de arra is csak 1 pont jér).

(1 pont) Ezért P(C) = 1/2 (P(A)P(B)P(C) = 1/8 miatt — ha az mér szerepelt, akkor rendben
van tovabbi indoklas nélkiil is).

(0 pont) Az egyiittes fiiggetlenség miatt (vagy: kiilon-kilon amiatt, hogy A és B, illetve B és
C fiiggetlenek; erre itt nem adunk kiilon pontot, mert 6sszesen csak 20 pontot lehet adni, és ez
a lépés ugyanaz, mint a fenti P(ANC) = P(A)P(C) indokldsa)

(1 pont) P(BNC)=P(ANB)=(1/2-1/2) =1/4.

(1 pont) Tehat (visszahelyettesitve a Poincaré-formulaba) P(AU B U C) = 7/8. (Itt, miutdn
a képletre mar adtunk pontot, az egyszeri részletszamitasokra nem jar pont, csak a végered-
ményre.)

(b) (4 pont)

(1 pont) A keresett (feltételes) valoszintiség P((C'\ B)|A), avagy P((C'N B)|A).

1. megolddas.

(1 pont) P((C N B)|A) megegyezik P(C'\ B)-vel,

(1 pont) azaz P(C'\ B) =P(C)-P(BNC)=1/2—-1/4=1/4,

(1 pont) mivel A, B, C egyiittesen fiiggetlenek; avagy: mivel C, B és C' N B is fuggetlen A-tdl
(és igy C'\ B is); avagy: mivel A, B és C is egyiittesen fiiggetlenek; avagy: mivel C, B és C N B
is fiiggetlen A-t6l (és igy C'\ B is).

Ezért az 1 pontért nem varunk el kiilon indoklast arra, hogy A, B és C egyiittes fiiggetlensége
akkor is igaz marad, ha B-t B-re cseréljiik, azt viszont latni kell, hogy itt az egyiittes fiigget-
lenséget hasznaljuk és nem elég paronkénti fiiggetlenségekre hivatkozni.

Nem jo (és ez az 1 pont nem is jar rd) azt mondani, hogy azért, mert B és C' is fliggetlenek
A-t6l; kell az is, hogy BN C' (és emiatt C'\ B) is figgetlen A-tél. Hasonléan az sem elég, hogy
B és C fiiggetlenck A-t6l, az is kell, hogy B N C fiiggetlenek A-t6l.

2. megoldas.

(1 pont) P(C'\ BJA) = 2(EABNA)

P(A)
P(CNA)—P(BNCNA

(1 pont) = @n )P(j)” nA)

(1 pont) = % =1/4.

(c) (4 pont)

(1 pont) arra, hogy nem fliggetlenek, ha van valamilyen indoklds (akér rossz indoklas esetén is,
de indoklds nélkiil nem jar pont).

(1 pont) A fiiggetlenség azt jelentené, hogy P(ANC)N(BNC)) =P(ANC)P(BNCO). (Itt az
is j6, ha egyb6l P(AN BN C)-t ir P(ANC) N (BNC)) helyett.)

(1 pont) P(ANC)N(BNC)) =P(ANBNC) = 1/8 (itt a pont akkor is jar, ha P(ANBNC)-t
korabban rosszul szamolta ki, de az els6 1épés jo),

(1 pont) viszont P(ANC)P(BNC) = 1/16.

2. Az X és'Y valOszintiségi valtozok egytittes eloszlasat az alabbi tdblazat adja meg.

X
v 315
2 |
1 [[o]?
01c

(a) Hatarozzuk meg a, b és ¢ értékét, ha P(X =3) =7/12és E(Y) = 1/2.
(b) Fiiggetlen-e X és Y7



(c) Hatarozzuk meg E(XY)-t.

Megoldas.

(a) (8 pont)

(1 pont) P(X = 3)-at ugy kaphatjuk meg, hogy az X = 3-nak megfelelé oszlopban szereplé
értékeket Osszegezzik, igy

(1 pont) b="7/12 —1/2 =1/12. (Az el6z6 1 pont is jar, ha ez igy le van irva. Ha csak azt irja
le, hogy b = 1/12, arra max. 1 pont.)

(1 pont) 1/2=E(Y) = (0-P(Y =0)) +1-P(Y =1)+2-P(Y = 2)

(1 pont) = 1/12 4 1/4 + 2,

(1 pont) és ezért ¢ = 1/12.

(Ha a varhaté érték altalanos képletét irja fel és utdna egybél behelyettesit az P(Y = k) érté-
kekbe, az is j6. De ha csak a varhaté érték altalanos képlete szerepel, azért nem jar pont. A
szamolas utolsé két sora révidithetd, de arra max. 1 pontot adjunk, ha az els6 sor utan egybdl
a végeredmény jon.)

(1 pont) Végiil a tablazatban szerepl$ szamok sszegének 1-nek kell lennie (elég, ha ez implici-
ten kideriil a megoldasbdl),

(1 pont) ezért a megegyezik 1 minusz a tablazatban 1év6 Gsszes tobbi szam Osszegével (ahol
most mar b = 1/12-rt és ¢ = 1/12-et is behelyettesitjiik).

(Elég, ha ez impliciten deriil ki a megoldasbél, de ha az el6z6 is csak impliciten deriilt ki, akkor
a két 1épésre egytitt csak 1 pont jar.) (1 pont) tehat a = 1/12 (ez elfogadhatd tovabbi részletes
szamolas nélkiil is).

(b) (6 pont)

Onmagéban annak a kijelentésére, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert... (valahogy megindokolja; ez az 1 pont akkor is jar, ha amugy
az indoklas rossz)

(2 pont) Ahhoz, hogy fliggetlenek legyenek, az kellene, hogy P(X = kY = 1) = P(X =
E)P(Y = [) minden k € {3,5} (vagy: minden k£ € Ran(X)) és [ € {0,1,2} (vagy: minden
[ € Ran(Y)) esetén teljesiiljon. Ez a két pont akkor is jar, ha a kovetkezd 1épésbdl impliciten
kideriil, hogy tudja, hogy mi a fiiggetlenség és az adott konkrét esetben igyekszik megcafolni,
hogy teljestl.

(3 pont) Viszont ez nem teljesiil, mert példaul... (vilaszt egy megfelels (k, 1) part, és és leirja,
hogy mennyi P(X = k,Y = 1) [a tablazat alapjdn, a) végeredményét felhasznalva] — 1 pont,
illetve leirja, hogy mennyi P(X = k) és P(Y = [) [itt nagyon hosszan nem kell indokolni, de
valahogy deriiljon ki, hogy oszlop- illetve sorosszegzésrdl van szé] — 1+1 pont.

Ha a peremeloszlasok megfelel értékeinél csak végeredményt kozol, akkor az utébbi 1+1 pont-
bdl csak 1 jar. Itt egy esetben lehetiink engedékenyebbek: ha a tablazatban szerepl6 0-s elemet
valasztja és csak annyit ir, hogy P(X = k), P(Y = 1) # 0, amit elhihettiink anélkiil is, hogy
kiszdmolnd ezeket a peremval6szintiségeket. )

(¢) (6 pont)

(1 pont) E(XY) = ¥jeran(xy) P(XY = k). (Ha késdbb kideriil, hogy ezzel a képlettel dolgozik,
jar ez az 1 pont is.)

(2 pont) Ran(XY) = {0,3,5,10} meghatarozasara: itt elég a lehetséges értékeket felsorolni,
de részben hibas megoldés esetén csak akkor jar részpontszam, ha van indoklas. Az nem baj,
ha a 6-ot is beleveszi az értékkészletbe, ha utana kideril, hogy P(XY = 6) = 0. Indoklas pl.:
ha Y = 0, akkor XY mindenképpen 0, ha Y = 1, akkor XY = 3, ha X = 3, és XY =5, ha



XY =5, végil ha Y = 2, akkor (XY =3, ha X =6 és) XY =10, ha XY = 10.

(Ha ez kideriil, akkor a kovetkez6 1épés atugorhatd, illetve ha megvan a kévetkezd 1épés, az itt
is indokldsnak szamit.)

(1 pont) Tehat (az a)-beli eredményeket is felhasznéalva) E(XY) = (0P(X = 3,Y = 0)+0P(X =
5, Y =0)) +3P(X =3,Y = 1)+ 5P(X =5,V = 1)(+6P(X = 3,Y = 2)) + 10P(X =5,Y = 2)
(1 pont) = ({5 -0) + 15 -3+ 7 -5(+0-6) + 15 - 10

(1 pont) = 7/3(= 2,3 = 28/12) (tizedes és kozonséges tort alakban is jo, kerekitve is).

Megjegyzés: Természetesen gy is jo, hogy E(XY') = Yicran(x) Licran(v) FIP(X = kY = 1).
Ebben az esetben XY értékkészletét nem sziikséges meghatarozni, ha X és Y értékkészlete
(legalabb impliciten) helyesen szerepel.

. Egy konyvtarban minden konyvet minden hénapban legfeljebb egy ember kolesonoz ki, legfel-
jebb egyszer és csak arra a hénapra. A konyvtarba egyre tobb konyvet hoznak, de a latogatdk
szama nem novekszik, ezért ahogy telik az id6, egy-egy konyvet egyre kisebb valdszintiséggel
vesz ki valaki egy adott honapban. A megfigyelés kezdetétél szamitott k-adik hénapban (ahol
k > 1 egy egész szam) 3k konyv van a konyvtarban, és mindegyiket egymaéstdl fiiggetleniil 1/k
valoszintiséggel veszi ki valaki.

(a) Hatérozzuk meg (pontosan) annak a valdszintiségét, hogy a 68. hénapban legalabb 3 kony-
vet vesznek ki a konyvtarbol, és adjuk meg a 68. honap soran kivett konyvek szamanak
szOrasat.

(b) Kozelitsiik nagy k esetén annak a valésziniiségét alkalmas approximdciéval, hogy a k-adik
hénapban legalabb 3 konyvet vesznek ki.

Megoldas.

(a) (10 pont)

(0 pont) Jelolje X a 68. hénapban kivett konyvek szamat (1 pont) Eszreveszi, hogy X eloszldsa
binomialis,

(1 pont) n(= 3k = 3-68) = 204 és p(= 1/k) = 1/68 paraméterekkel (ha annyit ir, hogy
X ~ B(204;1/68), az elég).

(1 pont) A keresett valoszintiség P(X > 3)

(1+1 pont) = (1 = P(X < 3)) =1-P(X =0) —P(X = 1) —P(X = 2) (ha a késébbi
szamolasbodl ez impliciten kidertil, az is elég — 1 pont a komplementer valészintiségre, 1 pont a
helyes kivonandé értékekre)

(1+1+1 pont) = 1 — (°0") (1= 1/68)201 — (*0)(1/68)'(1 — 1/68)2 — (**)(1/68)2(1 — 1/68)*2.
(Természetesen szabad a (284)—8 szorz6t elhagyni és a (2(1)4) helyett 204-t irni, a (234) helyett
pedig 204 - 203/2-t.)

(1 pont) = 0,5785.

(1 pont) D?(X)(=np(1 — p)) =204 - & - 5 = 2 (~ 2,9559),

(1 pont) tehat D(X) = /D2(X) ~ 1,7193. (Osszevonhato egy formuldba az elézével.)

(b) (10 pont)

(1 pont) arra az dtletre, hogy Poisson-approximéciérél (a binomiélis eloszlas Poisson-approximaciojarél)
van sz0, még ha nem is jol csindlja a tovabbiakban.

(1 pont) Itt n-nek 3k felel meg

(1 pont) és p,-nek 1/k, (ha a kovetkezd 1épés jo, akkor erre a kettére is jar pont)

(1 pont) tehdt A = limy_, 3k - 4 (1 pont) = 3.

(0 pont) A keresett (approximalandé) valészintiség ismét P(X > 3),



(1 pont) amit P(Y > 3)-mal kozelitiink, ahol Y ~ Pois(3).

(1 pont) P(Y >3)=1—-P(Y < 3)

(Ipont) =1—-P(Y =0)-P(Y =1) —P(Y =2) (az el6z6 1épéssel dsszevonhatd)

(2pont) =1—e3(1+3+ %) (még ez is Osszevonhatd az el6z6 1épéssel, ha jol azonosithatéan
kiilon kezeli az Y harom relevans értékét)

(1 pont) = 0,5768.

. Buszra varunk, a busz érkezési ideje folytonos, orokifju eloszlast kovet. Feltéve, hogy mar o6t
percig varakoztunk, kétszer annyi annak a valdszintisége, hogy még ezutan is legalabb 6t percig
kell varnunk, mint azé, hogy ennek az ellenkezdje kovetkezik be.

(a) Véarhatéan hany perc mulva érkezik meg a busz?

(b) Egy adott naptél kezdve mindennap varunk a buszra, a fenti feltételek mindennap telje-
siilnek, a varakozasi idok pedig a kiilonb6z6 napokon egyméstol fiiggetlenek. Varhatdan
hanyadik napon kell el6szor legaldbb fél 6rat varakoznunk?

Megoldas.

(a) (13 pont)

(0 pont) Jelolje X a buszra valé varakozés id6tartamat (percben mérve), ekkor E(X)-et keres-
siik.

(1 pont) arra, hogy ha X folytonos és orokifju, akkor exponencidlis eloszlast (és az eloszlas
A > 0 paraméterét kellene meghatarozni).

(2 pont) A feladat szerint P(X > 10|X > 5) = 2P(X < 10|X > 5). (Ha azt irja, hogy
P(X > 10|X > 5) = 2P(X < 10|X > 5), az ugyanolyan j6, a feladatbél barmelyik kovetkezhet,
de az eloszlas folytonossidga miatt mindegy is.)

(2 pont) Az 6rokifjusdg miatt P(X > 10|X > 5) = P(X > 5),

(1 pont) ami a folytonossag miatt megegyezik P(X > 5)-tel (elég, ha ez a kés6bbi szamitdsokbdl
impliciten kideril).

(2 pont) Igy P(X < 10[X > 5) =1 —P(X > 10|X > 5) = iP(X > 10|X > 5) (az elsd lépés
azért igaz, mert A — P(A|X > 5) egy val6szinliségi mérték F-en, de nem vérjuk el, hogy ezt
odairjak, csak azt, hogy jol hasznaljak, igy tovabbi indoklas nem sziikséges).

(1 pont) Tehat P(X > 5) =2/3,

(1 pont) vagyis e 5 = 2/3,

(1+1 pont) tehat A = +1In(3/2) (avagy A = —+1In(2/3)). (1 pont a helyes végeredményre, 1
arra, hogy valahogy atalakitja — elég egy kozbiilsé 1épés, nem kell részletesen, nem kell kiirni,
hogy az exp./log. fliggvény szigorit monotonitdsat hasznéljuk.)

(1 pont) Ebbél kovetkezik, hogy E(X) = 1/\ = 5/1n(3/2) ~ 12,33 perc a keresett varakozasi
id6.

(b) (7 pont)

(2 pont) Jelolje Y azon nap sorszamat, amikor el6szor kell legalabb fél 6rat varakoznunk. Ekkor
Y geometriai eloszlas,

(1 pont) az eloszlas paramétere pedig p = P(X > 30)

(1 pont) = e 3% (HaP(X >t) = e M vagy P(X > t) = e * az a) megoldasdban mér szerepel,
akkor ezt a pontot meg lehet adni.)

(1 pont) = 64/729 = 0,0878 (j6 tizedes és barmilyen kozonséges tort alakban is, az eloszlas-
fiiggvény folytonossidgara nem jar még egyszer pont.).

(1 pont) Ezért E(Y) =1/p

(1 pont) = 729/64 = 11,390625.



5. Egy X valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye

0, ha x <0,

5 ha 0 <z < 1/2,
Fx(z) =1, ha 1/2 <z <2,

@ ha2<a<3,

1, ha z > 3.

(a) Igazoljuk, hogy X folytonos val6szintiségi valtozo.
(b) Hatarozzuk meg X siirliségfiiggvényét.

(c¢) Hatarozzuk meg X varhaté értékét.

Megoldas.

(a) (6 pont)

1. (legcélszeribb) megoldds:

(2 pont) Az eldadason tanult tétel szerint ha Fx folytonos és véges sok pont kivételével diffe-
rencialhatd, akkor X folytonos val. valtozé. (Ebbél nem lehet részpontszamot adni, a részben
helyes megoldasokrol lejjebb lesz sz6.)

(1 pont) arra, hogy megindokolja, hogy a szakaszhatarokat kivéve (vagy: konkrétan kifejezett
nyilt intervallumokban) az eloszlasfiiggvény folytonos, pl. mert folytonos fiiggvények kompozici-
6ja, vagy mert (szakaszonként) polinom stb. Ha csak a konstans szakaszokon valé folytonossagot
nem indokolja, azért nem vonunk le pontot.

(141 pont) 6sszesen arra, hogy a folytonossag a szakaszhatarokon is teljesiil, ugyanis lim,_,; /o /2 =
lim,_,o(x —1)?/4 = 1/4 és lim, o 2/2 = 0, lim,_,3(x — 1)?/4 = 1: 1 pont &sszesen a belsd kons-
tans szakasz hatardra és 1 pont Gsszesen a kiilsé hatarokra. (Ha nem szerepel az Gsszes ilyen
részletesen leirva, de latszik, hogy elgondolkodott rajta, hogy a folytonossagnak minden sza-
kaszhatéron teljestilnie kell és a kozépsé konstans szakasz mindkét végpontjaban 1/4-nek kell
lennie, akkor az is elég. Az se baj, ha nem hatarértékekkel irja, hanem a fiiggvényértékeket
behelyettesiti a szakaszhatar pontokba.)

(1 pont) arra, hogy a szakaszhatarok kivételével az eloszlasfiiggvény mindenhol differencidlhatéd
(mert differencidlhaté figgvények kompozicija, vagy odairja, hogy mi a derivélt, 1d4sd b) rész
— azért megint ne vonjuk le az 1 pontot, ha csak a konstans szakaszokat felejti ki).

2. megoldas:

(2 pont) Egy valészintiségi valtozé (definicié szerint) pontosan akkor folytonos, ha létezik olyan
fx (stirliség)fiiggvény, amelyre Fx(x) = [*_ fx(t)dt, minden x € R-re.

(1 pont) arra az Otletre, hogy ennek az fx-nek az eloszlasfiiggvény derivaltjanak kell lennie a
szakaszhatarokon kiviil.

Sajnos innentdl kezdve ez a megoldas bonyolultabb, mint az el6z6, mert azt is ellendrizni kell,
hogy ha a kapott fx-et —oo-t6l z-ig visszaintegraljuk, akkor tényleg Fx(z)-et kapjuk, minden
x € R esetén.

(1 pont) 6sszesen a derivalt meghatarozédséara, legalabb a nemkonstans szakaszokon.

(2 pont) arra, hogy ellendrzi (szakaszonként, és itt a konstans szakaszok kifelejtése esetén is
vonjunk le legalabb egy pontot), hogy Fx(z) = [* f(t)dt. A szamitdsokat itt nem részletez-
ziik, mert ez nem a legjobb megoldas, lentebb a (b) megoldasanal szerepel a stirtiségfiiggvény,
azt kell integralni —oo-t6l x-ig.

Megjegyzés: Ha a derivaltat nem szamolja ki, de részletesen indokolja, hogy Fx miért diffe-
rencidlhaté véges sok pont kivételével minden pontban (viszont hidnyzik az el6adasbeli tétel
és/vagy F'x folytonossdgat nem vizsgilja meg), akkor max. 4 pont: a derivalt meghatarozésa
helyett a differencialhatosag indoklasara adhatunk itt egy pontot.



(b) (5 pont) — ha az eloszlasfiggvényt mar korabban derivalta, az ott kiszamitottakat vegytik
itt is (tovabbi pontokért) figyelembe.

(1 pont) A stirliségfiiggvény megkaphaté gy, hogy az eloszlasfiiggvényt derivaljuk, ahol pedig
nem differencidlhaté, oda 0-t frunk. (Ha ez impliciten vagy csak az a) megoldasabdl deriil csak
ki, az is rendben van. A 0 helyett természetesen irhatunk maést, a kévetkezokben megadott
képletektdl csak a szakaszhatarokon eltéré képleteket is elfogadjuk.)

(2 pont) Igy tehédt fy(z) =0, haz <0,1/2 < < 2vagy = > 3 (ebbél 1 pont jar a két szélsé
és 1 pont a kozépsé konstans szakaszra).

(1 pont) Ezenkivill fx(z) =1 ha 0 <z <1/2

(1 pont) és fx(z) =%+ ha2 <z < 3.

¢) (9 pont)
pont) E(X) = [ xfx(z)dx

pontot.

( Jo' gde = [55°

( —1/16 — 0) = 1/16(= 0,0625).

52 pont) f§ “= N dy = [ 2-edy = [F2% — 12?3 (vészpontszém adhato)
(

2 4

1 pont) (=35 —9—3+1)=2(=1,9167).

2 4 1

. % Az (1/2,0) és (1,0) pontok kozotti szakaszon taldlomra valasztunk egy A pontot, egy B
pontot pedig ettél fiiggetleniil, szintén egyenletes eloszlassal az origd és a (0,1) pont kozotti
szakaszon. Jelolje X az ABO szog tangensét. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

Megoldas.

(0 pont) Jeloljitk a-val az A pont origdtdl vald téavolsigat (vagyis az A pont x koordinatdjat)
és b-vel a B pont orig6tol vald téavolsagat (vagyis a B pont y koordindtéjat).

(1 pont) Az ABO szognek, amit itt a mintamegoldasban az egyszeriiség kedvéért a-val fogunk
jelolni, a tangense X = a/b.

(1 pont) Mivel a € (1/2,1) ésb € (0,1), Ran(X) = (1/2,00) (elég, ha ez kés6bb implicit médon
kideriil).

(1 pont) Ezért Fx(t) = P(X < t), (ez elég, ha implicit médon kideriil valamikor a megoldas
Soran)

(1 pont) ami 0-val egyenld, ha t < 1/2. (Ezt ki lehet hozni kés6bb a geometriai valésziniiségi
mez0s szamitasokbdl is.)

(2 pont) Ha t > 1/2, akkor Fix(t) =P(X <t) =P(a/b < t) =P(b > a/t).

(1 pont) A véletlen kisérlet megfelel egy véletlen (a,b) pont vilasztdsdnak (kétdimenziés egyen-
letes eloszlassal) az (1/2,1) x (0,1) (nyilt) téglalapon. (Elég, ha ez késébb implicit médon deriil
ki; ugyanez vonatkozik a kovetkezo négy részre is, itt a pontozéas elve nagyon hasonl6 a zh 1.
feladataéhoz.

Azért ide irom ezt a megolddsban és nem az F'x kiszamitasanak kezdete elé, hogy hangsilyoz-
zam, hogy a fenti pontokat akkor is meg lehet kapni, ha nincs meg a megfelel6 valészintiségi
mez0.)

(1 pont) Ez a téglalap az Q) eseménytér.

(2 pont) Geometriai valésziniiségi mez6 esetén a valdsziniiség = T“%{”;“
(1 pont) Ty = 1/2.

(1 pont) A kedvez6 tertilet az €2 téglalapnak a b = a/t egyenes folé es6 része.

(t < 1/2 esetén az egyenes az ) nyilt téglalapot nem metszi — ezt akkor kell odairni, ha korab-
ban nem szamolta ki, hogy Fx(t) =0, ha t < 1/2, erre 1 pont jar.)



(2 pont) 1/2 <t < 1 (vagy 1/2 < t < 1) esetén az egyenes a téglalapot a bal oldalan, az
(1/2,1/(2t)) pontban és a fels6 oldalan, a (¢,1) pontban, mig ¢t > 1 (vagy ¢ > 1) esetén a bal
oldalan, szintén az (1/2,1/(2t)) pontban és a jobb oldalan, az (1,1/t) pontban metszi. (t = 1
esetén a két esetre vonatkozé nem bal oldali metszéspontok igy egybeesnek és (1, 1)-gyel egyez-
nek meg, de ezt nem kell hangsilyozni.)

(Ha nincsenek meg a metszéspontok, de az megvan, hogy van egy esetszétvalasztas a metszett
oldalak szerint 1/2 <t < 1 ést > 1 kozott, arra jar 1 pont. Ha a kés6bbi szamitdsokbdl vagy
abrakbdl a metszéspontok /relevans metszett oldalhosszak is kidertilnek, akkor meg lehet adni
a masik pontot is.)

(2 pont) J6 abra (és megfelelé jelmagyardzat esetén erre is meg lehet adni az el6z6 2 pontot
a szoveges magyarazat helyett, az ott leirt részpontszam-szabaly alapjan. Ha a metszéspon-
tok/relevans szakaszhosszak nincsenek odairva az dbrdba, de mashonnan kideriilnek, az nem
baj. S6t ha nincs abra, de szévegesen minden le van irva, ami az abrabdl deriilhetne ki, az is
OK.).

(1 pont) Innen 1/2 <t < 1 esetén (Fx(t) =)P(b > a/t) =2((1 —1/2t) - (t —1/2)-1/2)

(1 pont) =¢t—1+ ..

(1 pont) Tovdbbd ¢ > 1 esetén (Fx(t) =)P(b > a/t) =2- (1 —1/t)-1/2+ (1/t —1/(2t))- 1 - 3).
(Méshogy is ki lehet szamolni a kedvezo trapéz teriiletét.)

(1 pont) =1— 2.

Eloszlés neve | Jelolés | Ran(X) | P(X =k) vagy Fx(t) | fx(t) | E(X) | D*X)
indikator 1(p) {0,1} p, 1—p P p(1 —p)
binomialis | B(n;p) | {0,1,...,n} (Z)pk(l —p)nk np | np(l—p)

Poisson Pois(A) | {0,1,...} ’,\C—Te_’\ A A
geometriai | Geo(p) | {1,2,...} (1—p)kip % 117;2’7
egyenletes | U(a;b) (a;b) e = ath (bzg)

exponencidlis | Exp()\) R* 1 —e M AeM |2 32

Tudnivalék: A zarthelyi idétartama 90 perc. Szamoldgépet lehet hasznalni. A szamszerii megol-
dasokat 4 értékes jegyre kerekitsiik. A teljes pontszam eléréséhez a megoldas menete is sziikséges,
beleértve az egyes 1épéseknél felhaszndlt tulajdonsigok és tételek jelzését. Hivatkozni csak az eléada-

son elhangzottakra lehet. A zarthelyi elsé 30 percében nem lehet a termet elhagyni.



