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9. Gyakorlat
Kovariancia folytonos esetben, korrelacid, linearis regresszio
Végeredmények

1. A varhaté érték linearis tulajdonsiaga miatt E(5X —6Y) =5-E(X) —6-E(Y). Ebbe behelyettesitve
a feladat szovegében adott varhaté értékeket E(5X —6Y)=5-4—6-0 = 20.

Fiiggetlen valészintiségi valtozdk esetén a szorzat varhaté értéke egyenld a varhatéd értékek szorzataval.
Mivel a feladat szovege szerint X és Y fliggetlen, igy E(XY) =E(X)-E(Y)=4-0=0.

A szérasnégyzet eltolds-invarians, ezért D?(5X — 6Y + 8) = D?(5X — 6Y). Fiiggetlen valoszintiségi
valtozdk Osszegének, illetve kiillonbségének szordsnégyzete egyenld a szorasnégyzetek osszegével. Mivel
X ésY fiiggetlen, ezért 5X és 6Y is fiiggetlen, igy D?(5X —6Y) = D?(5X)+D?(6Y"). Most felhasznaljuk,
hogy egy valészintiségi valtozé konstans c-szeresének szordsnégyzete, a szorasnégyzet c?-szerese. Ezért
D?(5X) =52 -D?*(X) =25-1=25¢é D?(6Y) = 62-D?(Y) = 36 -2 = 72. A kérdezett szérasnégyzet
tehat D?(5X — 6Y +8) = 25 + 72 = 97.

A kovariancia is eltolasinvarians, ezért cov(5X +2Y +2, X+6Y —3) = cov(5X +2Y, X +6Y). A bilinedris
tulajdonsag miatt cov(5X +2Y, X +6Y) = 5-cov(X, X) +30-cov(X,Y)+2-cov(Y, X)+ 12cov(Y,Y).
Mivel a két valdszintiségi valtozé giiggetlen, ezért a kovariancidjuk nulla: cov(X,Y) = cov(Y, X) = 0.
Egy valészintiségi valtozd onmagéval vett kovariancidja az a valdszinliségi valtozo szorasnégyzete, igy
cov(X,X) =D?*X) =1¢és cov(Y,Y) =D?*(Y) = 2.

A kérdezett kovariancia tehat cov(bX +2Y +2, X +6Y —3)=5-1+30-0+2-0+12-2=29.
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2. (0,1)-en egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozo varhatéd értéke %, szorasnégyzete pedig
E(X)=E(Y) =3 éD*X)=D*(Y)=1L.
a) Z1 definiciéja, valamint X és Y fiiggetlensége miatt E(Z;) = E(XY) =E(X)-E(Y) =3 -4 =1
Z, definiciéja, valamint a varhat érték linearitisa miatt E(Z5) = E(X+Y) = E(X)+E(Y) = i+ = 1.
b) Egyrészt D?(XY) = E[(XY)?] — [E(XY)]?, ahonnan az el6zé pont alapjan E(XY) = mig
E[(XY)?] = E[X?Y?], ami a fiiggetlenség miatt E(X?) - E(Y?), hiszen, ha két valészintiségi valtozé
fliggetlen, akkor tetszéleges fliggvényeik, és igy a négyzeteik is azok. A két masodik momentum meg-
2
egyezik, mert X és Y azonos eloszlast: E(X?) = E(Y?) = D*(Y) + (E(Y))? = &5 + (%) = 1. Teh4t
D?(XY) =E[(XY)?] - [E(XY))? = E(X?)-E(Y?) - (0,25)? = é A= e
Mésrészt D*(X) -D*(Y) = 35 - 15 = o5, ami # 10;. Tehdt D?(XY) # D*(X) - D*(Y).
c) Az bsszeg szérasnégyzetére vonatkozo képlet alapjan D?(Z1+275) = D?(Z;)+D?(2Z3)+2cov(Z1,273).
Az eléz6 pontban meghatdroztuk D?(Z;)-t, hiszen Z; = XV, tehat D*(Z1) = D*(XY) = 4. A
szorasnégyzet azon tulajdonsaga alapjan, hogy egy valdszinliségi valtozo konstans c-szeresének szé-
rasnégyzete, a szorasnégyzet c?-szerese: D?(275) = 4 - D?(Z3). Definicié szerint Zo = X + Y, ezért
D%(Z5) = D*(X +Y), és mivel X és Y fiiggetlenek, ezért D*(X +Y) =D*(X)+D*(Y) = &5+ 5 = &
Hatravan még a kovariancia meghatarozasa. A kovariancia linearitdsa miatt cov(Z,,2722) = 2-cov(Z1, Z2).
cov(Zy,Zy) = B(Z1Zs) — E(Z7) - E(Z2), ahonnan Z; és Z, varhatéértékét az a) pontban meghatéaroz-
tuk mar. A linearitast és a fliggetlenséget hasznalva, majd behelyettesitve a mar kiszamolt értékeket
E(Z12:) = E(XY(X +Y)) = E(X?Y + XY?) =E(X)E(Y) +EX)E(Y?) =1L +1. 1 =1 Tgy
tehat cov(Z1, Z2) = B(Z1Z3) —E(Z1) - E(Zy) =3 — 1 - 1= L.
Visszatérve a kérdezett szorasnégyzethez:

D*(Zy + 2Z5) = D?(Z1) + D*(2Z5) + 2cov(Z1,225) = 1 +4- ¢ +2-2- & = Bl =1 040.

3. cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y), amihez E(X)-et mar a multkori feladatban (2024-ben 8.3.) kisza-
moltuk: E(X) = %, és mivel Y-nak ugyanaz a marginalis eloszlasfiiggvénye, mint X-nek, ezért E(Y') is
%—g—dal egyenld. Tehat elég E(XY)-t kiszdmitani, ami (a val. vektorvaltoz6 transzformaltjara vonatkozd

képlet szerint, g(X,Y) = xy vélasztassal)

E(XY) = /

[e.o]
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tehat cov(X,Y) = 2 — ()% = —%(: —0,0225).

4. Mivel Y az X-nek egy pozitiv, Z pedig egy negativ féegyiitthatdja elséfoka fiiggvénnyel vald transz-
forméltja, azt varjuk, hogy a korrelacié —1 lesz.* Val6ban, a kovariancia azonossdgai (bilinearités,
eltolds-invariancia/,,additiv konstans nem szamit”) alapjin

cov(Y, Z) = cov(3X + 8,5 — 2X) = cov(3X,—2X) =3 - (=2) - cov(X, X) =3 (=2) - 0% = =602,

mivel X ~ N(m;0?) és a normalis eloszlds masodik paramétere a szérasnégyzet, tovabbé a szérasnégy-
zet azonossagai szerint

D?(Y) = D*(3X + 8) = D?*(3X) = 9D?*(X) = 902
és
D?(Z) = D?(5 — 2X) = D?(—2X) = 3D*(X) = 402,
ezért
cov(Y,Z)  —60% ]

corr(Y, Z) = DY)D(Z) ~ 3020

5. cov(Y,Z) = E(YZ) — E(Y)E(Z) és mivel X sirliségfiiggvénye 0 és 2m kdzott konstans 5=, kiilénben
pedig 0, ezért

E(YZ) = E(sin(X)cos(X)) = /O:O sin(z)cos(z) fx (x)dz = % /027r sin(z)cos(x)dx

o COS( 4T
=5 [ g = LR~ LDy <o

Tovabb4a hasonléan

1

"o

1 o 1

/02Tr cos(x)dx = %[Sin(x)]o = ﬂ(l -1)=0

és

1 27 1 1

E(Z) = E(sin(X)) = — / sin(@)de = —[— cos(z)]2" = —(—1 + 1) = 0.
0 2 2
Igy tehét cov(Y, Z) = 0.
Y és Z nem fliggetlenek.
1. érvelés (teljes): Tegyiik fel ugyanis indirekt, hogy fliggetlenek, ekkor ¢(Y') és h(Z) is fiiggetlenek
barmilyen g, h: (0,27) — R folytonos fiiggvényre. Legyen g(z) = h(z) = 22, ekkor Y? = cos?(X) és
7Z? = sin?(X)-r8l tudjuk, hogy Y2+22 = 1 (mert barmilyen 0 és 27 kozotti x szamra cos?(x)+sin?(z) =
1), tehat
g(Y) =cos?(X) =1 —sin?(X) =1—- h(Z).

Vagyis g(Y) és h(Z) linedrisan osszefiiggbek, ahol a linedris transzformécié féegyiitthatéja negativ.
Tovabba sem ¢(Y), sem h(Z) nem 1 valészintiséggel konstans (aki nem hiszi, gy6z6djon meg arrél,
hogy a szérasuk nem 0; a szérdasok pedig léteznek, mert g(Y') és h(Z) is korlatos értékkészletii val.
linedris Osszefiiggés miatt —1 lesz. Ez viszont ellentmond annak, hogy g(Y') és h(Z) fliggetlenek (mert

akkor a kovariancidjuk 0 lenne), igy az indirekt feltevésiink hamis volt, vagyis X és Y nem fiiggetlenek.
2. érvelés (vdzlatos): Tekintsiik az {Y € [0,1/2]} és a {Z € [0,1/2]} eseményeket. Ekkor

{Y €10,1/2]} = {cos(X) € [0,1/2]} = {X € [r/3,7/2] U [37/2,57/3]}
{Z €[0,1/2]} = {sin(X) € [0,1/2]} = {X € [0,7/6] U [57/6,7]}.

Innen lathatd, hogy a két esemény kizard, viszont az X-szel kifejezett alakjukbdl az is latszik, hogy
nem 0 val6sziniiségiiek, {gy nem is lehetnek fiiggetlenek. Ha viszont Y és Z fliggetlenek lennének, akkor
ezeknek az eseményeknek is fiiggetlennek kellene lennie.

Bzt az érvelést rendes bizonyitassd is tovabbfejleszthetjiik, ha megmutatjuk, hogy Z felirhaté Z = aY + b alakban, ahol
a < 0ésb e R, amibdl egybdl kévetkezik, hogy a kérdezett korrelacié —1. Ezt a lehetséges megoldast az olvaséra bizzuk, helyette
itt kiszamoljuk a korrelaciét.
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6. cov(U,V?) =E(UV?) —E(U)E(V?), ahol
u? UV 1 pu?
UV2 / / uv2fUV (u,v dvdu—/ / —dvdu—/ / wv®2dvdu
Vv 0
_ — du = = —
/ du= 5“ wdu = [zzu L:o 35’

0o 0O u? 1 1 3
U 2 2u° 1 2
= u u,v dvdu:/ / —dvdu:/ 2u\/v]y— :/ 2uldu =[] ==
[oo[oo fU,V( ) o Jo \ﬁ 0 [ \/>] =0 0 [ 3 }U—O 3
és
E(V?) /OO/OO 2 fury (u,v)dvd /1/ v dud /1/ 32dud /1[2 2" d /125d
= v u,v)dvdu = —dvdu = v *dvdu = —v _du= [ —u’du
oo Sooe 1Y o Jo Vv 0 Jo o 5 v=0 05

= [gu /G]MZO = B,

tehdt cov(U,V?) = 2 — 2. L = 1814 — 4~ 0,01270.

7. a) Korreldlatlanok a valdésziniliségi valtozok, tehdt barmely kettének a kovariancidja 0. A kovarian-
cia bilinearitdsa miatt, valamint mert egy valdsziniiségi valtozé onmagéival vett kovariancidja az a
szoérasnégyzete cov(X) + Xo, Xo + X3) = cov(Xy, X2) + cov(X71, X3) + cov(Xa, X2) + cov(Xa, X3) =
COV(Xl, XQ) + COV(Xl, X3) + ]D)2(X2) + COV(XQ, Xg) =04+0+14+0=1.

D?(X; + Xo) = D?(X1) + D?(X3) 4+ 2cov(X1, X2) =1+ 1 +2-0 = 2. Ugyanigy D?(Xs + X3) = 2.
b) A sziikséges mennyiségeket a)-ban kiszamoltuk. Definicié szerint

cov(X1 + X, Xo + X3) 1 1
X1+ X2, Xz + X3) = - T2
corr(X; 2, A2 3) D(X; + X2) -D(Xo+ X3) V2-v/2 2

c¢) A linedris regresszié képletében szereplé «, 5 paraméterek:
= cov(X1 + X9, Xo + X3) _ 1
N D2 (X1 + XQ) 2

a=E(Xz+ X3) — 8-E(X1 + X2) = E(X2) + E(X3) — - [E(X1) + E(X2)] = 0, hiszen mindegyik

valoszintiségi valtozé 0 varhato értéki.

A regressziés egyenes egyenlete tehat: {(z,y) € R* |y = Bz +a} = {(:c, y) ER? |y = ;}

d)

1. megoldds: Hasznaljuk a tanult altalanos képletet. A hiba szérasnégyzete Y-nak Z-re vett linearis

regresszidja esetén

(cov(Z,Y))?
D?(Z)

Itt Y = X9 4+ X3 és Z = X1 + Xo, ezért a hiba szorasnégyzete

D*(Y — (BZ — o)) =D*(Y) — =D*(Y)(1 - (corr(Z,Y))?).

D*(Xa+ X3 — (B(X1 + X2) —a)) = D*(Xa+ X3)(1 — (corr(Xy + Xa, X2 + X3))%) = 2 (1 - <;)2> _3

2. megoldds: A kérdést megvalaszolhatjuk a négyzetes hibara vonatkozé dltaldnos képlet nélkiil is:
1
]D)Q(XQ +Xs— (B(X1+X2) — ) = DZ(XQ + X3+ (_,(Xl + X2)))

1
= D*( Xy + X3) + D?(— (X1 + X)) + 200V(—§(X1 + X5), Xo + X3)

2
1 1
=D2(X2+X3)+Z (X 1+X2)*2'§'C0V(X1+X2,X2+X3)
—2+1 2—2 1 1= 3
N 4 2 2

hasznélva az a) részben kiszamolt értékeket.
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8. A varhaté érték linearitdsa és a kovariancia azonossdgai miatt (bilinearitas, ,additiv konstans nem
szamit” /eltolds-invariancia, cov(X, X) = D?(X)) linearis regresszi6 képletében szerepl a, 3 paramé-
terekre mindharom esetben teljesiil, hogy

cov(X2+ X +1,X)  cov(X% X)+cov(X,X) EX- X?)-EX)EX?)+D*X) EX3) -EX)E(X?)

b= D2(X) = D2(X) = D2(X) - D2(X) 1

=E(X?+X+1)-BEX)=EX?) +EX)+1-BE(X).

a) Ha X ~ Exp()\) (tekintsiik elszor az altaldnos A esetét, majd utdna helyettesitsiink be A = 5-
6t), akkor E(X) = §, D*(X) = 55 és E(X?) = E(X)? + D*(X) = 3. Tehdt még E(X?)-6t kell
meghataroznunk. A transzformalt varhaté értékére vonatkozd képlet szerlnt

E(X?) = /OO 23 fx (z)dx = /OO 3 e Mda.

0

Parcialis integralassal (z3-6t derivélva, Ae~**-et integralva) azt kapjuk, hogy

oo 1 g oo
0 A A 0

=0

Vegyiik észre, hogy a jobb oldalon &ll6, 3/\-val megszorzott integral éppen E(X?)-nek felel meg,
amelyrdl tudjuk, hogy 2/A-tel egyenld, igy azt kapjuk, hogy E(X3) = /\3 (Ha ezt nem vessziik
észre, akkor ugyanazzal a szereposztassal tovabbi két parcidlis integralassal is megkaphatjuk ezt az
eredményt.)

Tehat az elobbiek szerint

2 A )2
8 S Fl=gtl=
és 9 1 1 9 23
a=tytl-A =gyt -5

Igy a regresszi6s egyenes {(33, y) €R? |y = %SK + %5}

b) Ha X ~ N(0;1), akkor E(X) = 0, D*(X) = 1, fgy E(X?) = D*(X) + E(X)? = 1. E(X?) pedig
szintén nulla, mert x — 2 péaratla fiiggvény és X sfirfiségfiiggvénye a 0-ra szimmetrikus [és E(X?)
valoban létezik, mert a 7. feladatsoron lattuk, hogy még E(e®X) is véges minden o > 0-ra, amibél
E(X3) < oo is kovetkezik az improprius integralokra vonatkozé majorans kritériummal]. (E(X3)-6t
szintén kiszamolhatjuk parcidlis integralassal is, E(X?)-re visszavezetve.) Ezért

0-0

= )

+1=1, a=140+1+1-0=2.

Tehét a regressziés egyenes b) {(z,y) € R? | y =z + 2}.

¢*) Tudjuk, hogy ha X ~ Bin(n;p), akkor E(X) = np és D?(X) = np(1 — p), tehat E(X?) =
E(X?) + E(X)? = np(1 — p) + n?p?. Ahhoz, hogy 3 képletét kiszdmoljuk, ismét meg kell hataroz-
nunk E(X?3)-t

Tudjuk, hogy X felirhaté n darab fliggetlen, p paraméterii indikator Osszegeként, jeldlje ezeket az
indikatorokat Xi,...,X,,. Eldadason lattuk, hogy egy p paraméterii indikdtorvaltozé minden momen-
tuma p: p = E(X) = E(X?) = E(X?) = .... Igy a varhaté érték linearitdsa alapjan, hasznalva azt
is, hogy fliggetlen valdsziniiségi valtozdk folytonos fiiggvényekkel vald transzformaltjai is fliggetlenek
és fliggetlen valészinliségi valtozok szorzatanak varhaté értéke a varhato értékek szorzata, azt kapjuk,

hogy

:E((iXi)g) (zn:XE+ZZXXX + X X5 X; + XiX;X;) +ZZ > XiX;Xy)

i=1 j#i =1 j#i k¢{i,j}
=nE(X3}) +3n(n — DEX)EX)) +n(n—1)(n—2)E(X1)? =np+3n(n — 1)p* +n(n — 1)(n — 2)p°.
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A vizsgélt konkrét esetben (n = 10,p = 3) a jobb oldal 10-0,3+3-10-9-0,09+10-9-8-0,027 = 46,74-gyel

egyenlo, igy 46,74 —11.1-3

P 2,1

+1="74,

tehat
a=11,1+214+1-74-3=-7,1.

Azaz a regresszits egyenes {(z,y) € R? |y = 7,4z — 7,1}.

9. A feladat megadja, hogy D?(X) = 0,0775 = %, és mivel X és Y azonos eloszlasuak (azonosak a
marginalis stiriségfiiggvényeik), ezért D?(Y) is 0,0775.

a) A regresszids egyenes képletében szereplé paraméterek értéke ezért

cov(X,Y) —9/400 9

b= D2(X)  31/400 31

és
_§+g 13 13-(31+9) 13-40 26
20 31 20  31-20  31-10 31

o =E(Y) - BE(X)

. ‘4 20, _9 26
Tehat Y-nak az X-re vett regresszios egyenese {(:n, y) ER® |y = —5y0 + ﬁ}
A regressziés egyenes atlagos négyzetes hibaja (mivel ,additiv konstans nem szamit” a szérasnégyzetnél
sem, azaz a szorasnégyzet is eltolds-invarians)

DY —(BX+a)) = DAY —BX) = D*(Y)+82D?*(X)—2Bcov(X,Y) = %(1—1—%)—2(_%).(_%)

Ugyanez kiszamolhatd persze az eléadason elhangzott képlettel is: a hiba

~ 0,07097.

Ccov(X,Y)? 31 (—9/400)

DY) D%(X) 400 317400

~ 0,07097.

b) Y-nak ugyanaz a szérasnégyzete és a varhaté értéke, mint X-nek. Emiatt 5 és o ebben az esetben
is ugyanaz, mint az a) feladatban. Csak az véltozik, hogy most az egyenes egyenletét tigy kell felirni,

hogy x az y linedris fuggvénye: {(y, r)€ER? |2 = —3%1/ + %} A regresszids egyenes dtlagos négyzetes
hibéja is az el6z6vel analég moédon szamolhato ki, ezért 0,07097-tel egyenlo.

10. Mivel Y regresszids egyenese X-re {(z,y) € R2|y=2— 2}, ezért a regresszios egyenes képlete alap-

ocov(X)Y) 4 o4 cov(X,Y)
Jan ]D)2(X) =1 és E(Y) — W

=1

E(X) = —2. Tovdbba mivel X regressziés egyenese Y-ra

cov(X)Y) 1y

{(y, r) ER? |z = iy - %}, ezért a regresszids egyenes képlete szerint Py 1
COV(Xa Y) 11 " 11 1 s , 21 P12 e s
E(X) — W E(Y) = —<. Ebbdl az alabbi kétismeretlenes, két egyenletbél 4ll6 linedris egyen-

1

letrendszer addodik:
E(Y)-E(X) = -2,

11
2
Ezt megoldhatjuk pl. Gauss-eliminédcidval is, de talan egyszeriibb a szokasos ,,kozépiskolas mddszerrel”:
az els6 egyenletbdl E(Y) = E(X) — 2, és igy a mésodikbdl

MX)—%EOU:

1 11
EX)—--(EX)—-2)=——
(X) - 7 (E(X) —2) = -,
vagyis 5
-E(X)=-
“E(X) = =,
tehat

E(X)=-8 ¢  E(Y)=-10.
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11. A regresszids egyenesekhez X és Y varhaté értékének és szorasnégyzetének, valamint a kettdjiik ko-
variancidjanak a meghatdrozasa sziikséges. Vegyiik észre, hogy X és Y értékkészlete is {0, 1,2}, és
Y értéke mindig legalabb annyi, mint X-é (mert minden hatos dobés egyben paros is). Igy E(XY)-t
konnyen kiszamithatjuk (ignoralva azokat az eseteket, amikor XY = 0, vagyis amikor X = 0):

E(XY)=2-2.P(X=Y=2)+1-2.P(X=1Y =2)+1-1-P(X =Y =1).

Az {X =Y = 2} esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha két hatost dobunk, ennek a valésziniisége
%. Az {X =1,Y = 2} esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha egy hatost és egy nem hatos parosat
dobunk, vagyis vagy az elsé dobas hatos és a mésodik kettes vagy négyes, vagy forditva. Ez négy
kedvezd eset, tehdt P(X = 1,Y = 2) = & = 1. Végiil az {X = Y = 1} esemény akkor kovetkezik
be, ha csak egy hatost dobunk és egy paratlant, ami hatféleképpen kiévetkezhet be: Vagy az els6 dobas

hatos és a masodik egyes, hdrmas vagy 6tos, vagy forditva, ezért P(X =Y =1) = % = 1 . Tehat
1 4 6 18 1
E(XY)=4-—+2-—+1- — =_.
(XY) 36 + 36 + 36 36 2
A két dobés fiiggetlensége miatt X binomidlis eloszlasi n = 2 és p = % paraméterekkel, tehdt

E(X) =np = % ésD*(X) = np(1—p) = . Hasonléan Y binomialis eloszldstin = 2 és p = 2 = $ para-

méterekkel, tehat E(Y) =np = 1és D*(Y) = % Ezeket a varhato értékeket és sz()résnégyzeteket persze

elemi médszerekkel is kiszamithatjuk. Igy tehat cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 3—3-1=1
1
és igy % = % = 2, tehat E(Y) — 0(32(&})/) E(X)=1-2-12 =2 VagyisY regresszios egyenese
X-re {(:1: y) €R? |y :%x—i-é}.
1 . 1 ) B
Hasonléan C‘gé@” ? =1, ezért E(X) — C?DQ(?%/) E(Y) =1 - g ‘1=1%—1=0.1Igy X regresszits

egyenese Y-ra {(y,z) € R* |z = ¢}.
(Mivel itt X-nek az Y-ra Vonatkozo regresszios egyenesérol van szo, itt x-et irjuk y linearis figgvénye-
ként és (y, ) pontokat tekintiink, ahogy a 10-es feladatban is tettitk hasonl6 helyzetben.)




