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8. Gyakorlat
Kovariancia, egyitittes stirtiségfiiggvény
Végeredmények

1. a) Mivel mindkét val6sziniiségi valtozd egyenletes eloszlasu, ezért az, hogy egy adott értéket felvesznek,
megfelel a (0,3) x (—1,4) téglalap egy pontjanak véletlenszerti kivalasztdsdnak. Az {X < Y} esemény
annak az eseménynek felel meg, hogy az (z,y) pont a (0,3) x (—1,4) téglalap x = y egyenes feletti
részébe esik. Ennek valészinliségét, mivel geometriai valésziniiségi mez6t hasznalhatunk, a kedvezo rész
teriiletének és az egész ) eseménytér teriiletének hanyadosa adja meg.
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b) Az {X +Y = 1} esemény annak az eseménynek felel meg, hogy az (z,y) pont az = +y = 1, azaz
y = 1 — x egyenesre esik. Egy egyenes teriilete azonban 0, igy a kérdezett valdsziniiség O.

c¢) A valdszintiséget most is a kedvezd rész teriiletének és az egész téglalap teriiletének hdnyadosa adja
meg. A kedvezd teriilet most a (0,3) x (—1,4) téglalapnak az -y = 1, azaz az y = % hiperbola alatti

része. Ez hiarom részbél all: (0,3) x (—1,0) téglalap, (0, %) x (0,4) téglalap és a maradék (i, 3) x (0,4)
téglalapnak a hiperbola alatti része, amelynek teriiletét integraldssal kaphatjuk meg.
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2. A {V < Z} eseményt megfogalmazhatjuk az eredeti két valészintliségi valtozénk segitségével, ha behe-
lyettesitjik a Z = 2X + 1 és V = 3Y kifejezéseket:
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{V<Z}E{3Y<2X+1}E{Y<3X+3}

Az X és'Y valdszintliségi valtozé fiiggetlen és egyenletes eloszlasu a (0, 1) intervallumon, ezért az, hogy
egy adott értéket felvesznek, megfelel az egységnégyzet egy pontjanak véletlenszerii kivilasztasanak.
Tehat geometriai valdszintiségi mezénk van, igy a kapcsolédd események valdsziniiségeit a kedvezd
teriilet és a teljes eseménytér, jelen esetben az egységnégyzet, teriiletének hanyadosaként kapjuk.

A fentiek alapjan a kedvezd rész most az egységnégyzet y = %JH— % egyenes alatti része. Ez egy trapéz,

amelynek teriilete (3 +1)-1-3 = 2.

Ez egyben a valdsziniiség is, hiszen az egységnégyzetnek (az aktudlis eseméyntérnek) a tertilete 1, igy
ezzel osztjuk a fenti kedvezd teriiletet.
2
Tehat P(V < Z) = 3
3. a) X +Y < 1) =P(Y < 1— X)-et az egyiittes sfirtiségfiiggvénynek az {(z,y) € (0,1)%: y < 1 — x}
halmazon val6 integralasidval kapjuk, vagyis az integralasi hatarok: x = 0...1 és y < 1 — z, azaz
y=0...1—z. (Lehet forditott sorrendben is: y =0...1, x =0...1 — y.) Tehét
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0 Jo 0 Jo

4 =1- 121 —=)? 1(1—2)® 22t 22771
= 2% +20%)’ xdx:/ =) | 93 gpidy — [7ﬂ+i—i}
4 0 2 =0

y=0 4 -5 4 5
—0+1 2+1 0+0 =
- 2 5 10 N

(Gyorstalpald azoknak, akik még nem jaratosak az Analizis 2-ben: két valtozéban az egyik valtozo szerint
dgy integralunk, mintha a mdsik valtozé eqy konstans lenne, beliilrél kifelé elvégezve az integrdldsokat.
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Mindig irjuk ki, hogy melyik vdltozo szerint vesszik a primitiv fiiggvényt.)
b) Mivel Y > 0 egy valdsziniiséggel igaz, ezért
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¢) A margindlis siiriségfiiggvényt tgy kapjuk, hogy az egyiittes stirliségfiiggvényt a masik valtozd
szerint —oo-t6l oo-ig kiintegraljuk (pontosabban ldsd lentebb). Mivel fx y (z,y) mindenhol nulla, ahol
x ¢ (0,1), ezért fx(z)is 0, ha x <0 vagy > 1. Tovabba 0 < x < 1 esetén

2 1 , 1
Ix( / fXY(nydy—/Qw +y)dy—{2xy+4y}io—2x + 3

Osszefoglalva:
223 + % O<z<l

fx () :{

0 egyébként.

A szimmetria miatt

23 + % O<y<1
0 egyébként.

fy(y) = {

(Most z szerint integraljuk —oo-t6l co-ig az egyiittes siirliségfiiggvényt, ami ugyanaz a szdmolds, mint
fx(z)nél csak X és Y, illetve = és y szerepe felcserélédik.)

i
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d) E(X) = [%_ xfx(z)dz = [, 22" + %xdm = [2% + %xﬂo = % + % = %.
Ki lehet szdmolni E(X) = [ [*0_ 2 fx v (z,y)dzdy képlettel is, ami lényegében X marginalis siirii-
ségfliggvényének 1jboli kiszamolasat és a fenti varhatoérték-szamitast jelenti.
e) Mivel (X,Y") folytonos val. vektorviltoz6 (avagy: X és Y egytittesen folytonosak), pontosan akkor
fiiggetlenek, ha fxy(z,y) = fx(x)fy(y) minden z,y € R esetén teljesiil. Tehat nem fiiggetlenek, mert
pl.hax =y = %, akkor

fx (@) fy(y) = (22° + )(2 + )752(33 +1%) = fxy(z,y).

4. A kérdezett valésziniiséget tigy kapjuk meg, ha az egyiittes stirliségfiggvényt integraljuk a kedvezd
tertilet felett. Ehhez el6szor derivaljuk x és y szerint is az egyiittes eloszlasfiiggvényt, hogy megkapjuk
az egylittes siriségfiiggvényt:

2 g2ritr  gyttl 2
’ 0xdy 0xdy oy 2

Az A, B és C cstucspontok altal meghatarozott haromszog az = tengely, az © = % és az y = —%aﬁ

egyenesek altal koriilhatarolt teriilet, azaz 0 < x < %, mikozben —%:r < y < 0. Igy tehat annak
a valésziniisége, hogy az (X,Y) par az adott haromszog belsejébe esik, az egyiittes slirtiségfiiggvény
ezen hatarok kozotti integralja:

1
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(Megjegyzés: figyeljiink oda, hogy mivel az y kedvezd értékeire vonatkoz6 hatarok fiiggenek z-t8l, ezért
el6szor y szerint kell integralnunk, és az x szerinti a kiils6 integral.)

5. A fiiggetlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha fxy(z,y) = fx(z)fy(y) minden z,y € R-re, mivel
X és Y egyiittesen folytonosak. Nyilvan elég az x,y € (0,1) esettel foglalkozni, mert mindenhol
maéashol 0 az egyiittes stirliségfiiggvény értéke és legalabb az egyik margindlis stirtiségfiiggvényé is.
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A margindlis slirtiségfiiggvényeket ebben az esetben (is) az egyiittes siirliségfiiggvény masik valtozd
szerinti kiintegralasaval kapjuk:

1 1 2 2 2 ) b 2
fx(z) = / fxy(z,y)dy = / a(dz+y)+bry+-dy = [4a:cy+%+bxy—+fy]§,:0 = daz+ ot
0 ’ 0 ) 2 2 5 2 2 5
és
1 1 2 2 b 2
2 2 1 Y
fy () :/ fxy(x,y)dx Z/ a(4m+y)+bxy+5dx = [2az” +axy+bx y—i‘gy]z:o =2atay+ o +z.
0 0
Tehat a fiiggetlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha
2 b 2 b 2
a(4x +y) + bry + E = (4a:v—|—g+?x+ 3)(2a—|—ay+§y+g).

Nézziik példaul a konstans tagokat mindkét oldalon, ezekre annak kell teljesiilnie, hogy

2 2 1 n 4 n 4
—=a"+-a+-a+ —
) ) 5 25’
tehat
a*+a— 0 0
25 ’
A maésodfoki egyenlet megoldédsai
/ 24
“l1+1+5 -1+ %
a1 = 9 = 9 )

tehat a; = 1/5 és aa = —6/5. Utébbi nem lesz j6 megoldas, mert fx(z)-nek minden z € (0,1)-re
nemnegativnak kell lennie, 0-hoz tetsz6legesen kozel is, viszont
bx 2 a 3 2

a 2
limdazr + o4 2~ 422 2__ 2,29
mplart ot =gt T Tyt <Y

has a = —6/5. Tehdt a = 1/5, és mér csak b-t kell meghataroznunk. Tekintsiik példdul az xy-os tagokat
mindkét oldalon. Ezekre annak kell teljesiilnie (a = 1/5 helyettesitéssel), hogy

b—£+i+£+%
4 25 10 5

azaz

¥ 41
—+ —=—=b=0.
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A maésodfoki egyenlet megoldédsai
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vagyis by = % és by = % Azt kell még eldonteni, hogy a kett6 koziil melyik a helyes. Ehhez ellenérizziik
pl. azt, hogy X perem-siirtiségfiiggvényének integrilja 1-e:
4ax®  ax br? 2 b 2 2 1 1 2
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ha b =2/5. Az el6bbi szdmolds alapjan viszont az is latszik, hogy az integrél nem 1, ha b = 8/5. Tehét
1
a helyes vélasz: a = 5 b = — . Annak ellenérzését, hogy ebben az esetben fxy(z,y) = fx(z)fy(y)

valéban minden 0 és 1 kozotti x-re és y-ra teljesiil, az olvaséra bizzuk (ehhez még az x-es és y-os
tagokat kell ellen6rizni).
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6. Mivel (X,Y) egyenletes eloszlasu a megadott Q tartomanyon, az egyiittes slirtiségfiiggvénye ezen a
tartomanyon konstans ¢ > 0, mindenhol maéshol pedig 0, ahol ¢t gy kell megvéilasztanunk, hogy
20 20 fxy(z,y)dedy = 1 teljesiiljon, vagyis ¢ = 1/Tq igaz legyen.

1. megoldds: A tartomanyba pontosan azok az (x,y) € R? pontok esnek, amelyekre teljesiil, hogy
0 <z <més 0 <y <sin(x), ezért a tartomany teriilete To = [5 [, sin) cdydz = [ sin(z)dz =
[—cos(x)]T_g = —(—1) — (—1) = 2, tehat ¢ = 1/2.

2. megoldds: A tartomany teriilete éppen a szinuszgorbe alatti teriilet z = 0-t6l x = m-ig, amit a

szinuszgorbe integraldsaval kapunk meg: To = [ sin(x)dz = [— cos(z)]]_y = —(—1) — (—1) = 2, tehat
c=1/2.
Ezért fx(x) = [0 fxy(z,y)dy = Sm(w) 1dy = %sin(m), ha 0 < x <7 és fx(x) = 0 egyébként.

7. a) X ésY értéke mindig két kiillonbozé, 1 és 3 kozotti egész szam lesz, és ezen lehetséges kimenetelek
azonos valoszintiségliek (az eseménytér modellezhets pl az {1,2,3} halmaz 2-edosztalyd ismétlés nél-
kiili varindciéinak szdmaval), igy P(X =k, Y =1) = 2 = ha k #1.
E(XY)=12PX=1Y=2+1-3-PX=1Y =3) P(X =2,V =3)+2-1-P(X =2,V =

D+3-1-PY=3X=1)+3-2-P(X=3,Y =2)= A—Q.
E(X) = (142 +3) = 2, mivel X hizdsa megfelel egy, a { 1, 2,3} halmazon egyenletesen valasztott
véletlen szam huzasanak (termeszetesen a fenti egyiittes eloszlasbol peremeloszldsokkal is kijon).
E(Y) = 2, mert Y-nak ugyanaz a peremeloszlasa, mint X-nek (ez egyrészt latszik a fenti egyiittes
eloszlasbol, pl. P(Y =1) =P(Y =1, X =2)+P(Y =1, X = 3) = 3, masrészt pedig az X és Y kozotti

szimmetridbdl is levezethetd, amit itt nem részletezunk)

. 1

Igy cov(X,Y) =E(XY)-E(X)EY) =4 —4= -3

b) cov(X, X) éppen D?(X), ami a szokésos képlettel E(X?) — E(X)2-nek felel meg. Mivel

1
6
2.

14
E(X2):HP(X:1)+22-P(X:2)+32-1P>(X:3):?
ezért D2(X):H—4:g.
3 3

c¢) Mér lattuk, hogy X és Y azonos eloszldstiak (megegyeznek a stlyfiiggvényeik), igy a szérasnégyzeteik
is azonosak, ezért cov(Y,Y) = D?(Y) = D*(X) =

d) Mivel a kovariancidjuk nem 0, biztos, hogy nem fiiggetlenek. (Természetesen a szokdsos médon az
egylittes eloszlas alapjan is lehet érvelni.)

8. A kovariancia azonossagai alapjan cov(X, X?2—4X+4) = cov(X, X?—4X) = cov(X, X?)—cov(X, —4X)
E(X-X?)-E(X)E(X?)—4cov(X, X) = E(X*)-E(X)E(X?)-4D*(X) = 14—-2-5—4(E(X?)-E(X)?) =
14—10—4(5—4) = 0. Ez a helyes valasz, amennyiben a kovariancia létezik, amihez az kell, hogy X-nek
és X2 — 4X-nek is véges legyen a 2. momentuma. E(X?)-rél tudjuk, hogy véges, E((X? — 4X)?)-rél
azonban nem feltétleniil, ez ugyanis E(X* — 8X3 + 16X?) = E(X?) — 8E(X?) + 16 E(X?)-tel egyezik
meg a varhaté érték linearitdsa miatt, de a feladat nem mondta ki, hogy E(X*) < oco. Ha az utébbi
feltétel teljesiil, akkor 0 a valasz, kiillonben a kovariancia nem létezik.

Ha (X —2)? 1 valdszinfiséggel konstans, akkor barmilyen valésziniiségi valtozotdl fiiggetlen, igy X — 2-
t6l is. Most beldtjuk, hogy ha viszont (X — 2)? nem 1 valészintiséggel konstans, akkor nem fiiggetlen
X —2és (X —2)2. Tegyiik fel (indirekt), hogy fiiggetlenek, ekkor a 10.1.5. Lemma alapjan barmilyen g
és h folytonos, valés fiiggvényre g(X —2) és h((X —2)?) is fiiggetlenek. Legyen g(x) = |z| és h(z) = \/z,
ekkor g(X —2) = h((X —2)?) = |X — 2|. Tehat | X — 2| és | X — 2| fiiggetlenck. Ez viszont azt jelenti
a val. valtozok fliggetlenségének definicidja alapjan, hogy barmely ¢ valés szamra az {|X — 2| < t} és
az {|X — 2| < t} események is fiiggetlenek, azaz

P(IX —2/ <t) =P({|X —2| <} n{|X —2| < t}) & P(X —2| < ) P(IX — 2| < t) = P(|X — 2| < t)2,

ahol az els6 lépésben az A N A = A azonossidgot hasznaltuk (ami minden halmazra igaz). Vagyis
Fix_9/(t) = P(|X — 2| < t) megegyezik a sajat négyzetével, azaz az értéke vagy 0, vagy 1. Ez minden
t-re igaz, vagyis |X — 2| eloszlasfiiggvénye csak 0 és 1 értékeket vesz fel, ami csak tgy lehet, hogy
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a | X — 2| egy valdszintiséggel konstans (ekkor az eloszlasfiiggvény a konstansnak megfelel6 pontban
(balrdl folytonosan) 0-rél 1-re ugrik). Mivel | X — 2| egy valészinfiséggel konstans, (X — 2)? = | X — 2/?
is az, ami ellentmond a feltevésiinknek. Igy az indirekt feltevés hamis, ezért az eredeti 4llitas igaz.
Megjegyzés: g(x) = x2-tel és h(x) = z-szel is miikédik ugyanez az érvelés.

Megjegyzés 2.: mivel cov(X, X2 —4X) = cov(X — 2, X2 —4X +4) = cov(X — 2, (X —2)?), a feladat
ujabb példakat ad arra, hogy két val. valtozé kovariancidja 0, de a valtozok nem fluggetlenek (feltéve,
hogy taldlunk olyan X-et, aminek az elsé harom momentuma pont a megadott hdrom szdm).

9. Ismét a cov(X,Y) = E(XY) — E(X) E(Y) képlettel szamolunk. Vegyiik észre, hogy ha X = 2, akkor
Y =1,igy XY = 2. Az {X = 1} eseményhez pedigaz (X,Y) = (1,2),(1,3),...,(1,6),(2,1),(3,1),...,(6,1)
kimenetelek tartoznak, amelyekbél 10 darab van (ahol az eseménytér szokds szerint 36 elemii és a
valdsziniiségi mez6 klasszikus). A (2,1),...,(6,1) kimenetelek esetén Y értéke 1, az (1,2),...,(1,6)
kimenetelek esetén pedig (szintén) a mésodikként dobott szdm értéke. Az {X = 0} eseményen XY
mindig 0, igy ezzel E(XY) szempontjabél nem kell foglalkozni. Igy

E(XY)=2-1-P(X =2,V =1)+1-1-(P{(2,1),...,(6,1)})

2 5 243444546 27
12 P2 + o+ 16 PH{(L,6)}) = g0 + 55 + 2 =

Tovabbd mivel P(X = 2) = &, P(X = 1) = & és P(X = 0) = 22, ahogy a félév sordn mar sokszor
lattuk, ezért E(X) = % 14+ % ‘2= % (Ugy is lehet érvelni, hogy 6sszesen 2 szamot dobunk és mind
1/6 valésziniiséggel egyes, igy varhatéan 2/6 darab egyest dobunk a varhaté érték linearitdsa miatt.)
E(Y) = % (ennyi egy szabélyos kockadobds eredményének varhaté értéke, ahogy mar sokszor lattuk).

fgy cov(X,Y)=E(XY)-EX)EY)=2I - 1.4 =1 20— 2 _ 15~ _(4167.

10. A kovariancia ekvivalens definicija és a varhaté érték linearitdsa miatt

cov(X,Y)=E(X+Y)(X -Y)) —E(X +Y)E(X - Y) = E(X? -Y?) — (E(X) +E(Y))(E(X) - E(Y))
=E(X?) —E(Y?) —-E(X)? —E(Y)E(X) +E(Y)E(X) +E(Y)? = D*(X) - D*(Y) =0,

ahol az utols6 1épésben hasznaltuk, hogy X és Y azonos szordsiak.



