BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2025. oktéber 29., 31.

7. Gyakorlat
Normalis eloszlas, centralis hatareloszlas-tétel
Végeredmények

1. Jelolje X az akkumulator élettartamat. A feladat szovege szerint X ~ N(6, 3; 4). Tudjuk, hogy normaélis
eloszlasi valészintiségi valtozé standardizaltja standard normaélis, azaz % ~ N(0;1).
a) A kérdés a P(X < 8) valdszintiség.
P(X <8)=P(X —6,3<1,7) =P (X% <0,85) = &(0,85) = 0,8023
a standard normalis eloszlas tdblazatabol.
b) Azt a G értéket keressiik, amelyre teljesiil, hogy P(X > G) = 0,95, azaz P(X < G) = 0, 05.
Az a) részhez hasonléan a standardizélt eloszlasfiiggvényével fejezziik ki a valészintiséget:

X —6,3 G—6,3> (G—6,3>
< = (——2°
2 2 2

0,05_IP>(X<G)_1P>(

Ezt nem tudjuk kozvetleniil kiolvasni a normalis tablazatbél, mert abban csak a 0, 5-nél nagyobb valé-
szinliségek szerepelnek. Ezért felhasznaljuk a standard normalis eloszlasfiiggvény azon tulajdonsagat,
hogy minden z-re ®(—z) =1 — &(x), igy tehat

1_0705:1_@(G_26’3>:q)(_G_26’3)

vagyis G-re teljesiilnie kell, hogy

G—-6,3

—

®71(0,95) az a szam, amelynél a standard normélis eloszlds eloszlasfiiggvénye a 0,95 értéket veszi fel.
Mivel ilyen szdm nincs a tablazatban, és 0,95 pont féliton van két tabldzatbeli érték kozott, ezért a
kisebbik szomszédjat valasztjuk, azaz 0,9495-6t, amit az eloszlasfliggvény a tablazat alapjan 1,64-ben
vesz fel. Tehat

®71(0,95) = —

G-6,3

1,64 = —
’ 2

Tehat atrendezve G = 6,3 —2-1,64 = 3,02

2. Jelolje X a zacskéba keriilé liszt mennyiségét, ekkor a feladat szdvege szerint X ~ N(m;0,0022) és
P(X < 2) =0,01. Standardizalassal tehat

X - 92— 92—
o,oogn < 0,007;) - (0,07075)'

Mivel a bal oldalon all6 0,01 valdsziniiség kisebb, mint 0,5, at kell irni a ®(—z) = 1 — ®(x) képlet
alapjan, hogy az eredményt visszavezethessiik a normalis eloszlas tablazatéara:

0,01 =P(X <2) =P (

m—2
0,0l=1-9 .
’ ( 0,002 )
Tehat m-nek olyannak kell lennie, hogy teljesiiljon, hogy
m—2
0,99 =@
’ ( 0,002 ) ’
vagyis
-2
-1(0,99) = =

0,002
®71(0,99) az a szam, amelynél a standard normélis eloszlds eloszlasfiiggvénye a 0,99 értéket veszi fel.
Mivel ilyen szam nincs a tabldzatban, azt a szamot valasztjuk, amelyiknél a 0,99-hez legkozelebbi
P-érték szerepel, tehdt a 2,33-at. Vagyis

m—2

233 = =
33 0,002’

tehat atrendezés utan
m =2+ 2,330,002 = 2,005.
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3. Jelolje X a valdszintiségi valtozot. Ekkor a feladat szovegébdl P(X < 10) = 0,2 és P(X > 14) =0, 3.
Jelolje az eloszlas két paraméterét m és o2, azaz X ~ N(m;0,02). Standardizélva

0,2_]P’(X<10)—]P’(X_m< 10_m)_¢<10_m)_1—¢>(_10_m>

ag g g ag
s 10 10
@(— _m>:0,8 — T84
g g

Hasonlbéan

X - 14 — X - 14 — 14 —

0,3_IP’(X>14)_IP’< UL m>_1—]P>( UL m)_1—¢>< m)
g g g g g

AZaZ

@(14_7”):0,7 . HMEm 5
ag g

Kaptunk tehat két egyenletet a két ismeretlenre, amit megoldhatunk példaul agy, hogy elészor Ossze-

adjuk a két egyenletet:

10 — 14 —
_L0=m ™ 0,84 +0,52

o o
Itt a bal oldal %, ez egyenld tehat 1,36-tal, amibol o = 1436 = 2,9418, azaz 02 = 8,6542.

FEzt visszahelyettesitve az els6 egyenletbe
0,84:_10—171 _ m — 10 _ m — 10
o o 2,9418

amib8l m = 0,84 - 2,9418 + 10 = 12,4711.

4. Tudjuk, hogy ha X ~ N(m;o?), akkor Y = (&%m) standard normalis eloszlasi. Itt 2X + 3 standard
normalis eloszlast, amibdl tehét % = 2X +3 adédik, igy X/o = 2X miatt 0 = 1/2 és igy 0% = 1/4,
ebbdl pedig —m/o = —2m = 3, tehdt m = —1,5. Vagyis X ~ N(—1,5;0,25).

5. Tudjuk, hogy egy normalis eloszldst val. vdltozé (nem nulla féegyiitthatéjia) linedris transzformaltjai
is normalis eloszléstiak, fgy ha X ~ N(86;16) (ahol 86 = E(X), 16 = D*(X)), akkor Y = 3(X - 32)
is normalis eloszlast, és csak az eloszlas paramétereit kell meghatarozni. A varhato érték linearitasa

miatt 5 5 5
E(Y) = E(g(X — 32))§(E(X) —32) = g 54 =30
és a szoérasnégyzet azonossagai alapjan
5 5 5 25 400
D*(Y) =D*((X —32)) =D*(=X — = -32) = — D*X) = — ~ 4,938,

Igy Y ~ N(30;4,938).

6. Eléadason elhangzott, hogy ha X ~ N(m;0o?), akkor Y = (@) standard normalis eloszlasi. Z = Y2
eloszlasfiggvényét a szokdasos modon gy hatarozzuk meg, hogy eldszor az eloszlasfiiggvényét adjuk
meg, majd abbdl derivilassal a stiriiségfiiggvényét. Z = Y? nemnegativ valoszintiségi valtozé, ezért
Fz(t) =P(Z <t) =0, ha t <0. Ha pedig t > 0, akkor

Fr(t) =P(Z <t) =P <t) =P([Y| < V) =P(0<Y <Vt) + P(—Vt <Y <0) =2P(0 < Y < V1)
=2(®(V1) — 2(0)),

Y eloszlasfiiggvényének folytonossiga és 0-ra valé szimmetridja miatt. Ebbol derivalassal kapjuk Z
stirliségfiggvényét: ha ¢t < 0, akkor fz(t) = 0, ha pedig t > 0, akkor a kozvetett fiiggvény derivalasira
vonatkozo6 szabdaly szerint

d 1 1 1 1 D2 1 ¢
t) = 2—(®(Vt) — ®(0)) = 20’ (V) —= = 2p0(Vt = — T = -3,
Falt) = 25 (@(VD) = 8(0)) = 20/(V) ;- = 20V 3 = = e e
L3 0<t
Vagyis Osszefoglalva: fz(t) = o ©
0 egyébként.
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7. Tekintsiik eldszor a standard normaélis eloszlds esetét: m = 0,02 = 1. Ekkor a € R esetén a transzfor-
malt varhaté értékére vonatkozo képlet szerint

oo 0 1 aT ’I‘
E(eO‘X)Z/_ X fx () dw—/ \ﬁ dx:/_ o T du

A kitevében 1év6 szamlaloban 16vé kifejezést egészitsiik ki teljes négyzetté: 2ax — x? =

—(2% = 20z +a? — a?) = —(z — ) + 2. Igy tehét

X 1 o -G a)? ek ) a2
E(e**) = 2626 dx—e2 5 dr=e7,
™ —0o0 7T

—(2% - 2ax) =

N(O a) stirfv.

ahol az utolso 1épés azért igaz, mert az N(0; «) stiriiségfiiggvény integralja az egész valds szdmegyenesen
1 (ahogy barmely més stirtiségfiiggvényé is).

Legyen most m € R és 02 > 0 tetszéleges. Tudjuk, hogy ha y ~ N(m;o?), akkor Y = 0 X + m egy

X ~ N(0;1) eloszlésti val. véltozéra (ez a val. véltozé persze nem mds, mint X = Y="2). fgy a € R
esetén
2_2 2.2
E(an) _ E(ea(aX—i-m)) _ E(eaaX+am) _ E(eaaXeam) — om E(eaaX) _ eame% —e 7 ’

ahol az utolsé el6tti 1épés a varhato érték linearitasa miatt, az utolsé pedig a standard normalis eloszlas
esetére vonatkozo el6bbi szamitas eredménye miatt igaz.

8. A feladat szovege szerint annak a valdszintisége, hogy egy adott film tetszik Bélanak p = 0, 1.
Jelolje X a Bélanak a megnézett 300 filmbél tetsz6 filmek szamat. A kérdés a P(X > 42) valdsziniiség.

Mivel feltehetjiik, hogy a filmek egymastol fiiggetleniil tetszenek vagy nem tetszenek Bélanak, X
binomiélis eloszlistd n = 300 és p = 0,1 paraméterekkel. Ezért E(X) = 300-0,1 = 30 és D*(X) =
300-0,1-0,9=27= D(X) =27~ 5,1962.

A Moivre-Laplace-tétel értelmében X standardizéltja, 2
eloszlast, ezért ha Y ~ N(0;1), akkor

X —30 - 42—30) _ (X—SO
5,1962 = 5,1962 ) 9,1962

kozelit6leg standard normalis (N(0;1))

75, 19627

P(X >42)=P ( > 2, 3094) ~P(Y > 2,3094) = 1-P(Y < 2,3094) = 1-9(2,3094),
ahol az utolso el6tti 1épés azért igaz, mert a normélis eloszlds eloszlasfiiggvénye (®) folytonos, ezért

P(Y < z) =1—P( > z) minden z € R-re. Két tizedesre kerekitve az argumentumot, ®(2,31)-et
keressiik ki a tablazatbol, ami 0, 9896.

A kérdezett valdsziniiség tehat ~ 1 — 0,9896 = 0,0104

9. Jeldlje X a konzultaciéra érkezo hallgatok szamat. Azt a legkisebb T teremméretet keressiik, amelyre
P(X <T)>0,9.
A feladat szovege alapjan X binomiélis eloszlasi n = 500 és p = 0,25 paraméterekkel. Ezért E(X) =
500 - 0,25 = 125 és D?(X) = 500-0,25- 0,75 = 93,75 = D(X) = /93,75 ~ 9, 6825.

—125
’ 19,6825

A Moivre-Laplace-tétel értelmében X standardizéltja, = kozelitoleg standard normélis (N(0;1))

eloszlasu, ezért

X-125 T-125 T —125
0,9§P(X<T)=P( )% ( )

9.6825  9,6825 9,6825

vagyis T-re teljesiilnie kell, hogy
T—125

= 9,6825
®71(0,9) az a szam, amelynél a standard normélis eloszlds eloszlasfiiggvénye a 0,9 értéket veszi fel.

Mivel ilyen szdm nincs a tabldzatban, azt a szdmot valasztjuk, amelyiknél a 0,9-hez legkozelebbi -
érték szerepel, tehat a 1,28-at. Vagyis

®1(0,9) <

T —125
128 < ————
28 < 9,6825
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10.

11.

12.

tehat atrendezés utan
T >1,28-9,6825 + 125 = 137, 3936.

Vagyis T ~ 138.

Mivel X1,..., X9 fliggetlenek és azonos eloszlasiak, a CHT értelmében X = ., \/En; 1)23)()(1) koze-

litdleg N(0;1) eloszlast. Tudjuk, hogy E(X;) = 40 = 1 & D(X;) = /D? (02 _
Vagyis X = Zgl X; — 6 nagyjabdl standard normaélis eloszlasu.

Ezt dgy kell transzformalni, hogy nagyjabdl N(5;4) eloszlast, vagyis nagyjabdél normalis eloszlasu,
5 varhaté értékli és 4 szérasnégyzetil valoszinliségi valtozét kapjunk. Mivel a (pontosan) normélis
eloszlasu val. valtozék linedris transzformaltjai is normaélis eloszlasiak, egy Y = aX + b alaku val.
valtozét keresiink, amelyre D*(Y) = a’D(X) = 4 és E(Y) = aE(X) + b = 5. Az elsé feltétel alapjan
a = +2. Ha a = 2, akkor b = 5, mig ha a = —2, b akkor is 5. Tehat a = 2 esetén a X +b=2X +5 =
2002, X —6)+5 =212 X; — 7, a = —2 esetén pedig aX + b= —2X +5=-2(1 12, X, - 6)+5=
—25°12) X; + 17 a kozelit6leg N(5;4) eloszlést transzformalt.

Jelolje X;,¢ =1,...,1000 az egyes részfeladatok elkészitéséhez sziikséges idot.
A kérdés a P(X; + ...+ Xip00 < 1984) valosziniiség.

A feladat szovege szerint az X;-k teljesen fiiggetlen, azonos, az (1, 3) intervallumon egyenletes eloszlasu

valészinliségi valtozok. Ezért egyrészt E(X;) = ﬁ = 2és D(X;) = ?/;—1 = %, masrészt Osszegiik
S X —1000E(X1) | . o,
standardizaltjara alkalmazhat6 a centralis hatareloszlas-tétel, azaz X = VI000D(X) kozelitoleg
N(0;1) eloszlast.
1000 1000 5
— 1000 E(X 1984 — 1000 E(X
p ZXi<1984 i 000 E( 1)< 98 000E(X7) _
P \/100 D(X;) V1000 D(X7)

B (2}220 X; —1000-2 1984 — 1000 - 2) P (zggqo X; —1000 -2

= <
1 1 1
1000% vV 1000% 1000%

a CHT alapjan. Felhasznalva a standard normaélis eloszlasfiiggvény azon tulajdonsagat, hogy minden
x-re ®(—z) = 1— ®(z), a jobboldalon szereplé mennyiségre ® (—0,8764) = 1 — P (0,8764). A standard
normalis eloszlastabldzatban 0,8764-re nem szerepel az eloszlasfiiggvény értéke, két tizedes jegyre
kerekitve kell keresniink, azaz ® (0, 88)-at keressiik ki a tdblazatbol: @ (0,88) = 0, 8106.

Igy a keresett valészinfiség ~ 1 — ® (0,88) = 1 — 0,8106 = 0,1894

-0, 8764) ~ ® (—0,8764)

>

Mivel az X;-k A paraméterii exponencidlis eloszldsi valészintiségi valtozok, E(X;) = } és D(X;) =
minden i-re. Atrendezve a feladat szovegében szerepld kifejezést

n n oV u n_n i Xi— 3 _ 1

_ i1 Xi =% A _ im1 Xi—n-E(Xy) A\ i1 Xi —n-E(Xy) A
P( VR >3>P< Vi D(X)) >3)=1-( V- D(X)) <3)

Tekintve, hogy az X;-k teljesen fiiggetlenek, alkalmazhaté a centrélis hatareloszlas tétel, igy a jobbol-

dalon szerepld valészintiség @ (%)—mal kozelitheto.

fgy tehat 0,1587 ~ 1 — & (g) azaz ® (g) ~1—0,1587 = 0,8413 = 2 ~ &1 (0,8413).

A normaélis eloszlas tabldzata alapjan ®(1) = 0, 8413, igy % ~ 1, azaz az eloszlds paramétere: A ~ 3
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13.

14.

Jelolje X1,..., X0 az egyes interjuk hosszat, ezek fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszintiségi valtozok
m varhat6 értékkel és m/10 szérassal. A feladat szerint tehat m-et gy kell megvélasztani, hogy
P(X1 + ... 4+ X090 > 100) kozelitéleg 0,03 legyen. Sztenderdizélunk:

X X 10E=; 100 — 10E(X
003 S P(Xs 4.+ Xio > 100) = P (S S e )
W—l’ 1

=m/10
amit a centrélis hatareloszlas-tétel (CHT) miatt P(Y > %ﬁ%ﬂ)—gy{el kozelithetiink, ahol Y ~
N(0;1). Az utébbi valészintiséget a tablazatbdl kiolvashaté alakra hozzuk:

100 — 10m

100 — 10m 100 — 10m
P(Y> ——)=1-P(Y < ———F— ) =1-0(——F—
( VlOm/lO) ( m/v/10 ) ( m/v/10 )
Tehét azt az m-et keressiik, amelyre ®(120-10m) ~ (.97 azaz 190-10m ~ §=1(0 97) ~ 1,88 (mert a

m/v10 m/v/10
tablazatban nincs 0,9700 érték, ehhez legkozelebb pedig a ®(1,88) ~ 0,9699 értéke van). Ebbdl tehdt

azt kapjuk, hogy

1,88
100 = \/’Em,
vagyis
m = __100 ~ 9,439.
188 1 10
V10

a) Tudjuk, hogy egy kockadobas eredményének varhaté értéke 3,5, szérasnégyzete pedig 35/12. Igy ha
X1, ..., X fiiggetlen kockadobasok eredményei, akkor E(Zgl X)) =210 EB(X;) =358sD*(X00, X)) =
12 D*(X;) = 10D?*(X1) = 3. Legyen X = 32,0

a) CHT-vel: (Zi:&ﬁx&;i(‘x D) (vagy méshogy kifejezve: (X —E(X))/D(X)) kozelitsleg N(0; 1) eloszlsi.

Igy
10
24-35 (X, X;—nE(X1)  46-35
P(24< X <46)=P(24< ) X;<46)=P < == <
( ) =B ; < 46) (\/350/12 VnD(X1) 350/12)

24 — 35 cy < 46 — 35
\/350/12 V/350/12

ahol Y ~ N(0;1). A jobb oldalon 4ll6 kifejezés

~P( )s

46 — 35 46 — 35 46 — 35 46 — 35
PY < ——— ) - P(X < o ) =P(Y < o) = (1 = P(Y < —
( ~/350/12) ( ~/350/12> ( \/350/12) (=8 \/350/12))
46 — 35
=2P(Y < ) — 1~ 23(2,0368) — 1 ~ 20(2,04) — 1 ~ 20,9793 — 1 = 0,9586.

V/350/12
b) CHT-vel az el6z6h6z hasonléan

39 —-35

/350,12

P(31 < X < 39) ~ 2P(Y < ) —1~2-9(0,7407) — 1~ 2- ®(0,74) — 1 ~ 20,7704 — 1 = 0,5408.

15.

Megoldds.

(a) (4 pont)

(0 pont) Legyen Y egy adott cseresznyében 1év6 kukacok szama.
(1 pont) A keresett valdszintiség P(Y > 1)

(I pont) =1—-P(Y =0)

( ) =

1 pont 1—e 0
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(1 pont) ~ 0,0952.

(b) (7 pont)

(1 pont) i =1,...,100 esetén jelolje X;- az i-edik cseresznyében 16v6 kukacok szamét. Ekkor az X;-k
Pois(0,1)- eloszlasuak igy E(X;) = 0,1 = D?(X;).

0 pont) X = >1% X

E(X) = 3% (X,

10.

1 pont) =
D( i) = 22 D*(X;)

(
( )
( )
(1 pont)
(1 pont) =
(1 pont) mert fuggetlenek
(1 pont) és igy D(X) = /D?(X;) = V10 = 3,1623 (numerikus végeredmény nélkiil ez a pont nem jar).
(c) (9 pont)
(0 pont) A keresett valésziniiség P(X > 13)
(1 pont) = P(3X13, X; > 13) (persze j6 osszeadasokkal is, nem kell szumma, jellel irni),
?00 X;—100 E(X _ % x;-10 _ 1310
(o) - (L) > gy _pSce > o
———
~09487
oldal numerikus értékére jar (azt nem kell odairni szévegesen, hogy sztenderdizalunk).
Az elsb két 1épés Osszevonhatd, ha a (b)-ben kijottek a jo Vegeredmenyek Ebben az esetben ugy is
jO, ha csak annyit ir a fenti helyett, hogy P(Xﬂggg() > 13]1))(%{ ) és/vagy ]P’(X\ﬁlo > 1%0
denképpen kell a jobb oldal numerikus értéke az egyik pontért, és az is, hogy ez honnan szdrmazik
(legalabb a numerikus miiveletek elvégzését kozvetleniil megel6z6 alak kell). (1 pont) Ezt a centralis
hatareloszlas-tétel (elég: CHT, nem jé: De Moivre-Laplace-tétel) miatt
(1 pont) kozelithetjiik P(Z > 0,9487)-tel, ahol Z ~ N(0; 1),
(0 pont) mivel az X;-k fiiggetlenek és azonos eloszlastiak (erre itt mar nem jar pont, mert a (b)-ben
nagyjabol mar jart rd). (1 pont) P(Z > 0,9487) =1 —P(Z < 0,9487) = 1 — $(0,9487) (nem kotelezé a
® jelolés, viszont ha megvan, akkor a kozbiilsé 1épés elhagyhatd)
(1 pont) =~ 1 — ®(0,95) (persze mar el6bb at lehet térni a 0,95-re)
(1 pont) ~ 1 —0,8289 = 0,1711.

); ebbél az utolsé pont a jobb

). De min-



