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6. Ubungsblatt

Exponential- und uniforme Verteilung, Erwartungswert im stetigen Fall, transformierte Zufallsvariablen

1.

Wir warten auf Sternschnuppen in einer frithen Augustnacht. Wir Wisseg, dass die Chance, dass wir
bereits in den ersten 20 Minuten eine Sternschnuppe sehen, gleich 1 —e™ 3 ist. Wir kénnen annehmen,
dass die verbleibende Zeit bis zur Beobachtung der Sternschnuppe nicht von der Dauer der bereits
vergangenen Zeit abhéng (also ist die Verteilung stetig und gedéchtnislos). Mit welcher Wahrschein-
lichkeit sehen wir (mindestens) eine Sternschnuppe in der ersten Stunde? Wie grof) ist die Varianz der
verbleibenden Zeit bis zur Beobachtung der ersten Sternschnuppe?

. Nehmen wir an, dass eine Washmaschine im Durschschnitt 2 Jahre lang ohne Fehler funktioniert, und

dass der Zeitpunkt des ersten Fehlers durch eine stetige geddchtnislose Verteilung beschrieben wird.
Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Waschmaschine in den ersten 3 Jahren ohne Fehler
funktioniert, wenn wir wissen, dass sie in den ersten 2 Jahren fehlerlos funktionierte?

. Eine Software funktioniert fehlerbehaftet: ihr Lauf stoppt ab und zu und dann muss sie neugestartet

werden. Die Laufzeit des Programms zwischen zwei Abbriichen ist exponentialverteilt mit Parameter
1/10. Dominik startet das Programm am Ende seiner Arbeitszeit, d.h. um 16 Uhr. Wenn er die Arbeit
néchsten Tag um 8 Uhr anfingt, lduft das Programm immer noch. Was ist die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass das Programm bis zu Dominiks Mittagspause, also bis 12 Uhr nicht neugestartet werden
muss?

. Seien X und Y exponentialverteilte Zufallsvariablen. Nehmen wir an, dass der Erwartungswert von

X zweimal der Erwartungswert von Y ist, und dass 3P(X > 1) = 2P(Y < 1) gilt. Was ist der
Erwartungswert und die Varianz von X7

. In einer bestimmten Bankfiliale folgt die Wartezeit einer stetigen und gedachtnislosen Verteilung.

Wir wissen auch, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Kunde/eine Kundin mindestens eine Stunde
warten muss, gleich e~2 ist. Drei Freund(inn)e(n), Adam, Bettina und Cecilia besuchen diese Filiale zu
unterschiedlichen Zeitpunkten. Nehmen wir an, dass ihre Wartezeiten (gemeinsam) unabhéngig sind.
Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindestens zwei von ihnen mindestens eine halbe Stunde
warten muss? (Prifung am 26.06.2025, Aufgabe 5)

. Werfen wir einen fairen Wiirfel, bezeichne X das Ergebnis. Geben wir die Verteilungsfunktion von

Y = |X — 3| an. Bestimmen wir die Gréfien [;°(1 — Fy (y))dy und E(Y).

Die Dichte einer stetigen Zufallsvariablen ist

2z, falls 0 <z < a,
fX:l’i—>

0, sonst,

wobei a > 0 eine geeignete Konstante ist. Bestimmen wir den Wert von a. Wie grof ist X im Durch-
schnitt?

. Der Kraftstofftank einer Tankstelle wird jede Woche nachgefiillt. Sei X der wochentliche Bezinver-

brauch (angegeben in hunderttausend Liter), und nehmen wir an, dass die Dichtefunktion von X
folgenderweise definiert ist:

5(1—1)* falls0<t<1
it ’
Ix ~ { 0 ansonsten.

Wie grofl muss die Kapazitit des Tanks sein, damit man eine Wahrscheinlichkeit kleiner als 0,05 dafir
hat, dass der Kraftstoff in einer Woche nicht genug ist? Wie grof3 ist der erwartete durchschnittliche
wochentliche Verbrauch?
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9.

10.
11.

12.

13.

Sei die Dichte von X die folgende: fx(x) = ﬁ, falls 0 < < 1 und 0 sonst. Sei Y = XV/X.

a) Bestimmen wir die Verteilungsfunktion von X.

b) Bestimmen wir die Verteilungsfunktion von Y.

¢) Bestimmen wir die Dichtefunktion von Y.

d) Bestimmen wir E(Y') mit Hilfe der Dichte von Y.

e) Leiten wir E (X VX ) auch mit Hilfe der Dichte von X her.

Sei X ~ Exp (A) und Y = X?2. Bestimmen wir die Dichte und den Erwartungswert von Y.

Sei X ~ U (0;1), beziehungsweise Y = v2X, V =In 4+ und Z = arctg(X). Bestimmen wir die Dichte
von Y, V und Z.

In den USA druckt man den Verbrauch von Autos in Meile pro Gallone (mpg) aus, also gibt man an,
wie viele Meilen der Wagen mit einer Gallone Treibstoff befahren kann. In Europa, wie bekannt, der
Verbrauch wird in der Form Liter/(100 km) angegeben. Wir wissen, dass der mpg Verbrauch eines
bestimmten Autos durch die Dichte fx beschreiben wird. Wie missen wir fx transformieren, um auf
die Skala Liter/(100 km) zu kommen? (1 Meile = a km, 1 Gallone = b Liter, wobei a = 1,609 und
b = 3,785. Wir diirfen annehmen, dass die Verteilungsfunktion Fx in jedem Punkt differenzierbar ist,
wo ihr Wert nicht Null ist.)

Die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen X ist

0, ha x <1,
Fx(z) = %3:2—%, hal<z <2,
1, ha z > 2.

(a) Bestimmen wir die Dichte von X.
(b) Bestimmen wir den Erwartungswert von X.

(c) Sei Y uniform verteilt auf dem Intervall (1,2). Zeigen wir, dass es fiir jedes k € {1,2,...} gilt,
dass 3 E(X*) = E(YFH!).

(Zweite Wiederholung der Klausur, 11.12.2023, Aufgabe 5)

14.

15.

16.

17.

18.

Sei X eine exponentialverteilte Zufallsvariable, fiir die P(X > 3) = e~ gilt.
a) Was ist der Parameter (A) der Verteilung von X7 b) P(X <2)=? c) E(X)=?

Auf der Budapester U-Bahn-Linie M3 schlaft ein miider Passagier ein, und danach wacht er in einem
zufilligen Punkt der Linie der Lénge 16,4 km auf. Der Abstand X zwischen diesem Punkt und einem
festen Endbahnhof der Linie (sagen wir, K6banya-Kispest) ist also uniform verteilt. Wie viele Kilometer
sind die Standardabweichung von X7 Wiirde es sich die Antwort &ndern, wenn wir dieselbe Frage
beziiglich einer anderen Metrolinie mit derselben Lange stellen wiirden?

Zwei Punkte werden zuféllig auf zwei gegeniiberliegenden Seiten des Einheitsquadrats ausgewahlt, sei
X das Quadrat des Abstands der Punkte. Was ist der durchschnittliche Wert von X?

Drei Zahlen werden zuféllig im Intervall (0,1) ausgewéhlt. Sei Y der Wert der mittleren Zahl. Was ist
der Erwartungswert von X7

Sei x — Fx(x) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen X. Drucken wir die Verteilungsfunktionen
der folgenden Zufallsvariablen mit Hilfe von F'x aus:
a) Y =max{0; X} b)Z=-X ¢)V=|X| d) W=min{0;-X}.
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Name der Verteilung | Notation Ran(X) Fx(t) px(k), fx(t) E(X) | D*X)
Indikatorvariable 14 {0,1} px(0)=1-p, px(1)=p D p(1—p)
Bernoulli-Verteilung B(p) (p =P(A))
Binomialverteilung Bin(n;p) | {0,1,...,n} (M)pk (1 —p)n* np | np(1—p)
Poisson-Verteilung Pois(A) | {0,1,2,...} %G_A A A
geometrische Verteilung | Geo(p) {1,2,...} (1—p)ip % 110;21’
uniforme Verteilung U(a; b) (a;b) t_—g (falls te(a;b)) ﬁ (falls te(a;b)) “TH’ (bzg)z
Exponentialverteilung Exp(A) [0; 00) 1—e M (falls te(0;00)) e ™M (falls te(0;00)) % %




