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6. Gyakorlat
Exponencialis és egyenletes eloszlas. Eloszlastranszformaciok és varhaté érték folytonos esetben
Végeredmények és megoldasok

1. Jeldlje X az elsé hullécsillag észleléséig eltelt id6t 6raban mérve. A feladat szovege szerint ez folytonos
és orokifju eloszlast, ezért exponencidlis eloszlasi, mert az az egyetlen 6rokifju eloszlas a folytonos
eloszlasok koziil. Jelolje A az eloszlas paraméterét, azaz X ~ Exp (\). Az, hogy az els6 20 percben
latunk hullécsillagot, pont azt jelenti, hogy az elsé hullécsillag észleléséig eltelt id6 kevesebb, mint
20 perc, azaz X < %, hiszen az id6t éraban mérjiik. Ez pedig definicié szerint X eloszlasfligvényének
értéke az % helyen. Mivel a A paraméterii exponencidlis eloszléas eloszlasfiiggvénye x > 0 esetén Fx(x) =

1 — e~ ezért tehat a feladat szovegébdl 1 — e 5 = Fi (%) =1—e*5, amibél azonnal latjuk, hogy
A=2.

A feladat els6 kérdése a P(X < 1), azaz az eloszlasfiiggvény értéke az 1 helyen. P(X < 1) = Fx (1) =
l—eM=1—e2t=1-¢"2=~0,8647.

Mivel a hullécsillag észleléséig eltelt id6 orokifji eloszlasu, ezért a hatralévd ido eloszlasa, és igy a szé-
rasnégyzete is megegyezik az els6 hullocsillag észleléséig eltelt id6 eloszlasaval, illetve szérasnégyzetével.

A maésodik kérdésben tehat X szérdsnégyzetét kell megadnunk. Mivel a A paraméterii exponencidlis

eloszlas szorasnégyzete %, ezért D*(X) = )\i L =1

22 — 4

2. Tekintstiink egy adott tipusi mosogépet, és jelolje X a moségép elsé meghibdsodasaig eltelt idét. A
feladat szovege szerint X folytonos és 6rokifja eloszlasi, azaz exponencidlis, mert ez az egyetlen 6rokifji
eloszlas a folytonos eloszlasok koziil. Jelolje A az eloszlas paraméterét, azaz X ~ Exp (\). Az is kideriil
a szovegbdl, hogy E(X) = 2, amibdl A = % kovetkezik, hiszen a \ paraméterii exponencidlis eloszlas
varhaté értéke %

A kérdezett valosziniiség a P(X > 3|X > 2), ami az 6rokifja tulajndonsdg miatt egyenlé a P(X > 1)
valdsziniiséggel. Ez viszont a folytonossiag miatt megegyezik a P(X > 1) val6szintiséggel. Tehat

PX>3X>2)=PX>1)=PX>1)=1-PX<)=1-Fx()=1-(1—e?M)=eM=
e = e 12 ~ 0,6065

3. Tekintsiik a délutdan 4 6rdt (amikor Dominik elinditja a szoftvert) a t = 0 idépontnak és jeloljik X-
szel az ettdl az idoponttdl elkezdve az ezt kivetd elsd leallds idejéig eltelt id6t, ekkor a feladat szerint
X exponencidlis eloszlasi A = 1/10 paraméterrel. Délutan 4-tél mésnap reggel 8-ig 16, onnantél
pedig délig tjabb 4 ora telik el, vagyis délutan 4-t6l masnap délig Osszesen 20 oOra, tehat a keresett
valdsziniiség P(12-ig egyszer sem all le|8-ig egyszer sem all le) = P(X > 20|X > 16). Az exponenciélis
eloszlas orokifjusdga miatt ez P(X > 20 — 16) = P(X > 4)-gyel egyenld, ami a valdszintiségi valtozd
folytonossaganak koszonhetéen

P(X>4)=P(X>4)=1-P(X<4)=1-Fx(4)=1-(1-e*) =% x0,6703.

Megjegyzés: Az nem egészen egyértelmil a feladat szovegébdl, hogy P(X > 20|X > 16)-t keressiik és
nem ugyanazt >-kkel, de utébbi esetben sem véltozna a végeredmény.

4. Jelolje A, és A\, a két exponencidlis eloszlds paraméterét. Egy A\ paraméterti exponencidlis eloszlas
vérhaté értéke 1, igy a feladat szdvege szerint ﬁ = E(X) =2E(Y) = /\—21/, amib6l a paraméterekre

Ay =2+ A, adédik.

A masik feltételben szereplé két valdszinliséget fejezziik ki az eloszlasfiiggvény segitségével. P(Y <
1) = Fy(1) = (1 —e M) =1 — e ! mig a folytonossdg miatt P(X > 1) = P(X > 1), igy
PX>D)=PX>1)=1-P(X<1)=1-Fx(1)=1-(1—-e?el)=¢ el

A feladat szovege szerint tehat 3-e ! =3P(X > 1) =2P(Y <1) =2 (1 —e 1)
Az elején kapott \, = 2 - A,-et behelyettesitve, 3-e e =2 (1 — e~ %)

Ha e~ *+ helyébe a-t helyettesitiink, akkor e 2*+ = a2, és azonnal l4tjuk, hogy egy mésodfoki egyen-
_ 2_4.9.(—

letiink van a-ra: 3a = 2(1 — a?), azaz dtrendezve 2a% 4+ 3a — 2 = 0. Megoldva a1 2 = i 32‘24 222 _
=3+ V49+16 = _34i5. Az ay = —2 nem megoldas, hiszen a = e™**, ami mindig pozitiv. Ezért az a; = %,
Az _ 1

az egyetlen megoldés, azaz e = 5, amibdl A\, = — ln% =1In2.
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Igy tehat B(X) = 3= = 5 &~ 1,4427

5. Megoldds.
(1 pont) A varakozasi id6, amit X-szel fogunk jelolni, exponencidlis eloszlast,
(1 pont) mert folytonos és 6rokifju eloszlas csak exponencialis lehet.
(1 pont) A megadottak szerint e = P(X > 1)
(I pont) =1-P(X <1).
(1 pont) Tehét Fx(1) = P(X < 1) =1 — e %! (nem baj, ha nem szerepel az Fyx jelolés és az 1-gyel
valé szorzas, ha utdna j6 kovetkeztetés jon)
(1 pont) és igy az eloszlds paramétere A = 2 (pl. a nevezetes eloszlas téblazat alapjan, nem kell
indokolni).
1. megoldds.
(1 pont) Jeldlje Y a harom barét koziil azoknak a szamat, akiknek legaldbb fél érat kell varniuk.
(14141 pont) Ekkor Y binomidlis eloszlasi n = 3 és p = P(X > 1/2) paraméterrel,
(2 pont) ahol P(X >1/2) =1 -P(X < 1/2) =1 — (1 —e ?1/2) = ¢! (a 2. és a 3. lépés kozill az
egyik elhagyhat, ha a masik helyesen szerepel).
(2 pont) A keresett valoszintiség P(Y > 2)
(I pont) =P(Y =2)+P(Y =3)
(141 pont) = (3) - (eH)2(L —e 1) + () - (e71)® (a (3) elhagyhaté és a (3) helyett szabad 3-at frni)
(141 pont) = 0,2566 + 0,0498 (nem kell jobban részletezni, mert be lehet irni a szdmol6gépbe)
(1 pont) = 0,3064 (az el6z6vel Gsszevonhatd, ha rekonstrudlhat6, hogy mit irt a szdmoldgépbe).
2. megoldds.
(0 pont) Jellje rendre A, B és C' azt az eseményt, hogy Adamanak, Bettinek, illetve Cilinek legalabb
fél orat kell varnia.
(141 pont) Ekkor annak az eseménynek a valésziniiségét kell meghatérozni, hogy A, B és C koziil
legalabb kett6 bekovetkezik, vagyis (AN B)U (ANC)U (BUC)-ét. (Nem kell ennyire formdlisan, ha
valahogy pl. Venn-diagrammal eléremutaté médon kifejezi, az is j6.)
(2 pont) P(ANB)U(ANC)U(BUC))=P(ANB)+PANC)+P(BNC)—-2P(ANnBNC),
(2 pont) mert... (ezt lehet a harom halmazos Poincaré-formulaval is indokolni ANB-re, ANC-re és BNC-
re felirva, barmely kettes metszet a harmas metszettel egyezik meg, ekkor 1 pont a Poincaré-formula
emlitésére, 1 pont pedig az érdemi magyardzatul szolgdlé képletre jar; vagy az is jo, ha szovegesen
elmondja, hogy mit hanyszor szdmoltunk, ekkor nem kell a Poincaré-formuléra hivatkozni).
(2 pont) ami 3P(A)? — P(A)3-el egyezik meg,
(1 pont) mert a hdrom barat varakozasi id6i (egytttesen) fiiggetlenek (avagy: A, B,C (egyiittesen)
fiiggetlenek)
(1 pont) és azonos eloszlasiak (avagy: A, B, C azonos valészintiségiiek).

(1 pont) P(4) = P(X > 1/2)
(I pont) =1—-P(X < 1/2)

(1 pont) =1 — (1 —e2Y2) = ¢! (OK indokls nélkiil is),

(1 pont) vagyis a keresett valészintiség 3 - (e71)? — 2(e™1)3 ~ 0,3064.

6. Mivel Y nemnegativ valésziniiségi valtozd, amelynek varhato értéke véges (mert értékkészlete is véges),
E(Y) = [5°(1 — Fy(y)) az eléadason elhangzott (vagy esetleg csak a jovében elhangzo) &llitds alapjan
mindenképpen teljesiil. De konnyen ki is szamolhatjuk mindkettét és meggy6zodhetiink réla, hogy
egyenléek.

Ha X =1 vagy X =5, akkor Y = 2. Ha X =2 vagy X =4, akkor Y = 1. Ha X = 3, akkor Y =0, és
végiil ha X = 6, akkor Y = 3. Igy tehat (mivel X mind a hat értékét 1/6-1/6 valészinfiséggel veszi fel)
P(Y =0)=P(Y =3)=1/6ésP(Y =1) = P(Y = 2) = 1/3. Innen E(Y) = 1.1/3+2-1/3+3-1/6 = 1,5.
Tovébbd az Y diszkrét val. valtoz6 eloszlasfiiggvényét az Fy (y) = P(Y < y) = Xpcran(v): key PY = k)
képlettel kapjuk:
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0 y<0

% 0<y<1
Fy(y)=13 1<y<2

5 2<y<3

1 y>3

fgy [;°(1— Fy(y)dy = Jo(1 - Hdy + [F1 - Ddy + [§(1 - 3)dy = [52/6]} + [32/6]3 + [2/6]3 =
2 +3+g=15.

7. a-t ugy kell megvalasztani, hogy fx siiriségfiiggvény legyen, vagyis nemnegativ legyen (ez nem problé-
ma, mert 2z > 0, ha z > 0, és ha < 0, akkor fx(x) = 0) és az integralja —oo-tél oo-ig 1 legyen. Mivel
a stirliségfiiggvény a (0, a) intervallumon kiviil konstans, a-nak pozitivnak kell lennie és olyannak, hogy
Jo 2zdx = 1 teljesiiljon, vagyis 1 = [ 2zdz = [22]§ = a® — 0 = a?, tehdt a = 1.

2

X atlagos nagysaga, vagyis varhaté értéke E(X) = [ zfx(z)dz = [, 22%dz = [22°/3]} = 3

8. Jeldlje a tartaly kapacitdsat K. Ezt kellene tigy megvélasztani, hogy P(X > K) < 0,05 teljesiiljon.
Mint minden intervallum valdszintiségét, a P(X > K) val6szintiséget is a stirliségfiiggvény intervallum
hatarok kozotti integralasaval kapjuk. Tekintve, hogy a siirtiségfiiggvény csak 0 és 1 kozott nem nulla,
az integralas K-tol csak 1-ig torténik és nem végtelenig.

IP’(X>K):/:)fx(:z:)d:c:/;E)(l—x)‘ldx: [~a-2], =K

Tehat az kell, hogy (1 — K)5 < 0,05 legyen, amibdl K > 1 — /0,05 = 0,45072.
Azaz a tartaly kapacitdsa legaldbb 45’072 ¢ kell, hogy legyen.

Az atlagos heti fogyasztds X varhaté értéke, amit definicié szerint szamolhatunk

E(X) :/Oo a:fX(x)dx:/le-5(1—a:)4dx:

— 00

Helyettesitsiink (1 — x) helyébe y-t, ekkor dz = —dy, de ez a negativ eléjel az integraldsi hatarok
1 — 0-r6l valé 0 — 1-re visszaforditasaval eltlinik, igy tehat a fenti varhaté érték tovabb

1 1 5 671 1
= [a=nsmiay= [ 5(s -y dy=|yP - 2| =~ 016667
0 0 o O

Tehat az 4tlagos heti fogyasztds 16’667 £.

Megjegyzés: Helyettesitéses integralas nélkiil is kiszdmithatjuk a varhaté értéket, ha (1 — x)%-et a
binomialis tétel segitségével tagokra bontjuk: (1 — z)* = 1 — 42 + 622 — 423 + 2*. Ez azonban t&bb
szamoldssal jar, mint a fenti megoldas.

9. a) z € R esetén az eloszlasfiggvény Fx(x) értékét az fx(t) stirliségfiiggvény t = —oo-tél t = z-ig vald
integralasaval kapjuk meg. Ha 2 < 0, akkor a konstans 0 fiiggvényt integréljuk, ezért Fx(x) = 0. Ha
x > 1, akkor hasonléan [° fx(t)dt =0, és mivel [ fx(t)dt =1 a slirliségfiiggvény karakterizicidja
alapjan, ezért Fx(z) = [T fx(t)dt = 1.
Ha 0 < z < 1, akkor elég —oo helyett 0-t6l z-ig integralni a siirtiségfiiggvényt (mert ezalatt konstans

0):

F)X ()= [ 2%/Zdt = [Vt = \/z. Osszefoglalva tehét:
0 <0
Vr 0<z<1
1 z>1

b) Elészor is hatarozzuk meg Y értékkészletét: mivel X € (0,1), ezért Y = X/ X = X3/2 € (0,1),
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tehat Ran(Y) = (0,1). Tehat ha y < 0, akkor Fy(y) = P(Y < y) =0, és ha y > 1, akkor Fy(y) =
P(Y < y) = 1. Ha pedig 0 < y < 1, akkor

Fy(y) =PY <y) =P(X*? <y) ZP(X < y*/?) = Fx(y*/*) = /23 = y'* = ¥y.

A x-gal jelolt 1épésnél azt hasznaltuk, hogy az /2 — x, vagyis mds szavakkal z — x2/3 leképezés

kolesonosen egyértelmi és szigoriian monoton nové a (0, 1] intervallumon. Osszefoglalva

0 y <0
Fy(y) =¥y 0<y<1
1 y>1

c) Y siiriiségfuggvényét Fy derivdldsaval kapjuk (a szakaszhatdrokon pedig konvencié szerint 0 az
értéke):

0 y <0
= F, = L ].
Ty (y) v () . 0<y<
0 y>1
1 1 41/3 4/3 1
d) E(Y) = [Zoufy Wdy = Jo vgandy = o Y5 =155 Ty=0 = -

e) A folytonos val. valtoz6 transzforméltjara vonatkozé képletet hasznaljuk: Y = g(X), ahol g: R —
R,z — x/z, igy

1

1 1
— x/2dx = [2%/4)5 = .
0 4

2Vz

Megjegyzés: Az eredmény persze ugyanaz, mint a d)-nél, és latjuk azt is, hogy E(Y') meghatarozdsahoz
nincs sziikségiink Y eloszlas- és slirtiségfiiggvényére, sét az adott esetben X eloszlasabdl kiindulva még
konnyebb is a szamoléds, mint Y eloszlasabdl kiindulva.

B(Y) = Blg(0) = [ g@)ix@ia= [ o7

—0o0

A stirtiségfliggvény megadasahoz, hatarozzuk meg elészor az eloszlasfiiggvényt, amibdl a siirtiségfiigg-
vény derivalassal méar adédik. (Megjegyzés: Mindig célszerti igy elindulni, hiszen az eloszlasfiiggvény egy
valdszintiség, és a transzfromalt valdsziniliségi valtozdra vonatkozo esemény valdszinliségét konnyebben
tudjuk hozzakotni az eredeti valdsziniiségi valtozoval kapcesolatos valamely eseményhez.) Nyilvan YV
egy nemnegativ értékli valdsziniiségi valtozo, eloszlasfliiggvénye tehat a 0-nél kisebb értékii helyeken 0.
Legyen y > 0, ekkor

Fy(y) =P(Y <y) =P(X?> <y) =P(X < /) = Fx(\/y) =1 —e V¥

ahol a kozépso egyenléség abbdl fakad, hogy X nemnegativ értékii, hiszen exponencidlis eloszlasi, ezért
a{—yy <X < /y} esemény megegyezik az {X < /y} eseménnyel. Az eloszlasfiiggvényt derivalva
az Osszetett fliggvényekre vonatkozo derivalasi szabaly szerint

A

IS W,
2y

<
Nl
Il

Frly) = Fy(y) = —e WV (=)

DN =

A AN
Osszefoglalva: fy (y) = {2\/56 o<y

0 egyébként
A vérhat6 értéket megkaphatjuk az EY = [yfy(y)dy definicié alapjan, de lényegesen kevesebb
szamolast igényel, ha észrevessziik, hogy Y varhaté értéke nem mas, mint X mésodik momentu-
ma, arrél pedig a szérasnégyzetnél tanultak szerint tudjuk, hogy D*(X) = E(X?) — (E(X))?, azaz
E(X?) = D*(X)+ (E(X))2. Mivel a A paraméterti exponencialis eloszlds varhaté értéke 1, szérasnégy-
zete pedig %

E(Y) = E(X2) = DX(X) + (E(X))? = — + <1>2 _2
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12.

Az el6z6 feladatok megoldasdhoz hasonldéan elészor a transzformélt eloszldsfiiggvényét hatarozzuk meg,
majd abbdl derivalassal a siirliségfiiggvényét. X eloszlasfiiggvénye pedig a kovetkezé: Fx(z) = x, ha
0 < z < 1 (ldsd nevezetes eloszlds tablazat, b = 1,a = 0 valasztésal), Fx(z) = 0, ha x < 0 és
Fx(z)=1,haz>1.

Ran(Y) = (0,v/2) (mivel ha X € (0,1) akkor v2X € (0,v/2)). Igy ha z < 0, akkor Fy(z) = P(Y <
r) =0, és ha x > 1, akkor Fy(z) =P(Y < z) = 1. Ha pedig 0 < = < v/2, akkor

Fy(z) =P(Y < 2) = P(V2X < ) = P(2X < 2?) = P(X < 2%/2) = Fx(2?/2) = 2?/2.

Ebbél derivalassal adédik a stirtiségfiiggvény (az x = 0 és © = /2 szakaszhatdrokon pedig, ahol az
eloszlasfiiggvény nem derivalhatd, a stirtiségfiiggvényt 0-ként definialjuk, de ebben a 2 pontban helyette
barmilyen més nemnegativ szdmként is definidlhatndnk):

r 0<z<+V2
fr(z) = -
0 egyébként.

Ran(V) = (0,00), mert X értéke tetszoleges (0, 1)-beli szam lehet, igy 1/X-é tetsz6leges (1, 00)-beli
szam, V = In(1/X)-é pedig igy tetsz6leges (0, 00)-beli szdm. EbbSl Fy () = P(V < z) =0, ha = < 0.
Ha pedig = > 0, akkor

Fy(@) = P(V < ) = }P’(ln% <) = IP’(% ) =PX>e?) =1 -PX <e®)=1—e,
ahol a 3. egyenlGség azért igaz, mert az exponencialis fliggvény szigortian monoton no, a 4. egyenléség
azért, mert 1/X és e is pozitiv és az x — 1/z fiiggvény a (0,00)-n szigordan monoton né, a 6.
egyenl6ség pedig azért, mert X folytonos val. viltoz6 (igy az eloszlasfiiggvénye is folytonos, vagyis
P(X < t) =P(X <t) minden t € R-re).

e’ 0<zx

0 egyébként

Megjegyzés: A kapott képletekbdl jol lathatd, hogy V' exponencidlis eloszlasi A = 1 paraméterrel. Az
ilyesmit érdemes megfigyelni, mert ha ezt észrevessziik és egy kovetkezd feladat példaul V' varhatd
értékét vagy szérasat kérdezi, akkor segit a nevezetes eloszlas tablazat. Lasd 16.(b) feladat.

Derivalassal azt kapjuk, hogy fy(x) = {

Ran(Z) = (0,7/4), mert az arctg fiiggvény a (0,1) intervallumot (azaz X értékkészletét) a (0,7/4)
intervallumra képezi le kolesénésen egyértelmiien. Igy Fy(z) = P(Z < 2) = 0, ha z < 0 és Fy(z) =
P(Z < x) =1, ha z > 7/4. Ha pedig 0 < & < w/4, akkor

Fz(z) =P(Z < x) =P(arctg(X) < z) = P(X < tan(z)) = tan(z),

ahol az utolsé el6tti egyenloség az arkusztangensfiiggvény szigorii monoton noévekedése miatt igaz.
Ebbdl derivalassal kapjuk Z stliriiségfiiggvényét:

1 s
fZ(x) _ ) cos?(z) 0<z< 4
0 egyébként.

mérfold km aX km aX 100 km

gallon - gallon b liter  100b liter

ezért ha X fejezi ki a mérfold/gallonban mért fogyasztéast, akkor a liter /(100 km)-ben mért fogyasztéds
mértéke ¥ = {82 liter/(100 km).
Igy ha x > 0, akkor Y eloszlasfiiggvénye az = helyen

1 1 1 1
FY(:B)ZP(Y<:U):IP’< 00b<x>:IP’(X> 00b):1—P<X§ OOb):l_FX< 005)7
aX ar P .

ahol az utols6 1épésben felhasznaltuk, hogy Fx-nek folytonos figgvénynek kell lennie, mert a feladat
szerint X-nek van surtségfiiggvénye, igy 6 folytonos val. valtozd; ha pedig x < 0, akkor nyilvan
Fy (x) =0, mert a fogyasztds nem lehet negativ (legaldbbis hagyoményos benzines/dizeles auténal ezt
feltehetjik).
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Az el6bbi szdmolés alapjan a kozvetett fliggvény derivalasira vonatkozo képlettel (azaz lancszaballyal)

azt kapjuk, hogy ;
100
fr@)(= Fo@) =5

ax? ax

100b>

ha z > 0 és fy(xz) = 0 kiilonben.

Megjegyzés: A kozbiilsé 1épést zardjelbe tettiik, mert a feladat nem mondta ki, hogy Fx minden pontban differencial-
hatd, és ez nem is feltétleniil kovetkezik abbdl, hogy X folytonos val. valtoz6 (igy Fy sem feltétleniil minden pontban
differencidlhatd). A kévetkezd megjegyzést csak a véjtfilllieknek szdnjuk, akik emiatt esetleg aggddnak; zh-n, vizsgan elég
a fentihez hasonlé megoldast leirni.

Aggodalomra azért nincs ok, mert a kapott jobb oldali képlet fy (x)-re akkor is Y sfirliségfiiggvényét adja, ha ez a differen-
cidlhatésdg nem minden pontban igaz. Azt ugyanis tudjuk, hogy tetszéleges folytonos X val. valtozo esetén fx-et —oo-tél

egy tetszbleges z-ig integralva Fx (z)-et kapjuk. Helyettesitéses integrdldssal ellenérizhetd, hogy ha a t — IOOZ’ (%)

figgvényt —oo-tél z-ig integréljuk, akkor tényleg Fy (z)-et kapjuk, mert u = %(t)b, tehat du = 100E’dt helyettesfoessel

100b

ahol ha t értéke —oo-t6l x-ig mehet, akkor u értéke ——>-t8l co-ig mehet:

/’” fgbfx (100b) 4 — /1°° fx(u)du =1 — Fx(100b/(az)) = Fy (z),

—o0 00b/(ax)

vagyis t — fy (z) = 1;10217 X (%) tényleg sfirtiségfiiggvénye Y -nak.

A mértékelméletbdl ismert, hogy barmely folytonos val. valtozé eloszlasfiiggvénye ,,majdnem mindeniitt” differencidlhaté.
Itt az elsére kicsit pongyoldnak hangzé ,majdnem mindeniitt igaz” valdéjaban egy pontos matematikai kifejezés, ami
azt jelenti, hogy azon R-beli pontok halmaza, ahol nem igaz az allitas, lefedhet6 tetszélegesen kicsi Gsszhosszisdgu
intervallumok uniéjéval (ehhez esetleg megszamlalhatéan végtelen sok intervallum kell). Igy az fy (x) = Fy (z) egyenl8ség

is ,majdnem mindeniitt” teljesiil, ha nem is minden egyes pontban, tehit 1ényegében nem hibas hasznélni.

(a) (5 pont)

(2 pont) arra, hogy az (1,2) intervallumon kiviil 0 a stirliségfiiggvény értéke. EbbSl 1 pont adhaté az
x < 1 esetre és 1 pont az z > 2 esetre, ha a masik nincs meg.

(1 pont) arra, hogy az (1,2) intervallumon az eloszlasfiiggvény derivéltja a stiriiségfiiggvény (még ha
nem is sikeriil jél derivalni. Természetesen a (—oo, 1) és a (2, 00) intervallumon is az eloszlasfiiggvény
derivaltja a siiriiségfiiggvény, erre is lehet a korabbi pontokért hivatkozni.)

(2 pont) Ha x € (1,2), akkor fx(z)(= F(z)) = 2z. (Részpontszam itt nem jar.)

(b) (5 pont)

(1 pont) E(X) = [, ofx ()ds

(1 pont) = ff T - %xdx (ha a kozbiils6 1épést kihagyja, az nem baj, de hibas behelyettesités esetén
részpontszam nem jar)

(3 pont) (= f12 222dz) = {gm‘?’]j =¥ _2_ 1@4. (1 pont a jé primitiv fiiggvényre, 1 a primitiv
fiiggvénybe vald jo helyettesitésre, 1 a végeredményre.)

(c) (10 pont)

(2 pont) arra az dtletre, hogy a folytonos esetben a transzformalt varhaté értékére vonatkozé képletet
kéne hasznalni. Ehhez nem kell, hogy a konkrét szamitasok jok legyenek, de az igen, hogy legalabb az
altalanos képletet helyesen ismeri. Ha kideriil, hogy azt akarja hasznalni, de nem sikeriil jél alkalmazni
sem X-re, sem Y-ra, akkor max. 1 pont.

Legyen k£ > 1 tetszc'ileges. Ekkor

(1 pont) § E(X*) = & [, 2% fx (a)d

(1 pont) = [f zF+1d,

(1 pont) (A nevezetes eloszlas tédblazat szerint, tehat nem kell indokolni) fy(z) =1, hal <z <2

(1 pont) és fy(z) = 0 kiilonben (ha ezt kifelejti, de kés6bb csak az (1,2) intervallumon integral, akkor
ne vonjuk le ezt a pontot. Kiilonben vonjuk le),

(2 pont) igy E(Y*1) = [Z 25t1dz (Ha ez jo, akkor az elbbi altalanos képletre is jar a pont.)

(2 pont) arra a konkltiziéra, hogy latjuk, hogy E(Y**1) és %]E(Xk) értékét ugyanaz az integral adja
meg, tehit az egyenlGség teljestil.

14.

a) Egyrészt tudjuk, hogy folytonos esetben a P(X > 3) val6sziniiség megegyezik a P(X
niiséggel, masrészt P(X > 3) felirhaté az eloszlasfiiggvény segitségével: P(X > 3) =1 —

3) valdszi-

>
P(X <3) =
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1 — Fx(3). A X paraméterti exponencidlis eloszlds eloszlasfiiggvénye x > 0 esetén Fx(z) = 1 — e 7.

Igy tehat
e f=PX>3)=P(X>3)=1-P(X <3)=1-Fx(3)=1-(1—e ) =3

Amibél A = 2 kovetkezik.

b) Definici6 szerint P(X < 2) = Fx(2)=1—-e?2=1-¢e"22=1-¢"%=0,9817

c¢) A X paraméterii exponencialis eloszlas vérhaté értéke 1, fgy E(X) = 3

15. X egyenletes eloszldst a (0,16,4) intervallumon (tehdt a = 0, b = 16,4), ezért D(X) = /(b — a)?/12 =
’27;\/‘% = 216’4 ~ 4,7343. Mivel X eloszlasa csak a vonal hosszatél (tehat a két végpont kiilonbségétél)
fligg, ebbdl kovetkezik, hogy mas, ugyanilyen hossziisdgi metrévonal esetén sem valtozna az eredmény.

16. Az 5. feladatsor 15. feladatdban meghataroztuk X stlirliségfiiggvényét. Ezt felhasznalva, a definicid
alapjan szamolhatjuk X kérdezett varhatd értékét. Az integralt nyilvan csak azon hatarok kozott
szamoljuk, ahol a stirtiségfliggvény nem O.

E(X):/_O:O:cfx( dx— < )dxz/f(\/l%—x)dx:
:/12<f:c_—11 \/x—l )dm_ 12 (Vﬁ%—\/%—x) dv =
-2y 2\/F—562L:§+2—;1—<—;)=2

2
17. Az 5. feladatsor 16. feladataban meghataroztuk Y sfirliségfiiggvényét. FEzt felhasznalva, a definicié
alapjan szamolhatjuk Y kérdezett varhatd értékét. Az integralt nyilvan csak azon hatarok koézott
szamoljuk, ahol a stirtiségfliggvény nem O.

E(Y):/Oo a:fY(a?)dx:/olx(Gx—Ga:Q)da::/01 (6352—6m3)dx:/016(a:2—x3)dx:

— 00
3 4! 11 11
P Ea :6<_):6.:
31, 3 1 12 2

18. a) Vegyiik észre, hogy Y = 0 pontosan akkor teljesiil, ha X < 0, kiilénben pedig Y = X > 0. Igy ha
x <0, akkor Fy(x) =P(Y < z)=0. Ha x > 0, akkor

ol

Fy()=PY <z)=PY =0)+P0<Y <2)=PX<0)+P0< X <z)=P(X <z)=Fx(z).

0 <0

Osszefoglalva: Fy (x) =
& v (@) {Fx(x) 0<z

b) Ha x € R, akkor
Fr(z)=PZ<2)=P(-X<z)=P(X >—-2)=1-P(X < —zx).

Vegyiik észre, hogy P(X < —z) éppen az Fx eloszlasfiiggvény —x pontbeli jobb oldali hatarértéke,
azaz Fx(—x +0) (*), igy Fz(z) =1— Fx(—x +0).

(*) Ez azért igaz, mert tetszéleges t € R pontban P(X <¢) =P(VMy >t: X <y)=PVneN: X <t+1/n) =
P(U,eniX < t+1/n}) = lim, oo P(X <t +1/n) = limy, 00 Fix(t + 1/n) = limy); Fx(y) = Fx(t 4 0). Itt
az utolsd 1épés eldtt kettdvel a valdsziniiségi mértékek alulrdl valéd folytonossdgat hasznaltuk az {X < t+ 1/n}
csOkkend eseményekre, ami szerint a csokkend események metszetének valdszintisége a valdsziniiségi mértékek
szorzata. Az y os képletek és az t—l— 1/n- esek kozti éttérések az y — IP’(X < y) valészim'iség monotonités
alkalmazzuk.

¢) V nemnegativ valészinliségi valtozd, igy ha x < 0, akkor P(V < z) = 0. Tovabba ha = > 0, akkor
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PV <z)=P(X|<2z2)=P(-r< X <z)=PX <z2)-PX < —x) = Fx(z) — Fx(—z + 0)
(P(X < —z az Fx-nek a —z pontbeli jobb oldali hatarértéke, lasd az el6z6 részfeladat megoldasat).

Osszefoglalva:
0 <0
Fy(z) = ~
FX(l‘)—Fx(—$+O) O<z

d) W = min{—X,0} = —max{0, X} = —Z. Y eloszlasfiiggvényét az a) részben mar kiszamoltuk, és
a b)-bél tudjuk, hogy egy val. viltoz6 eloszldsfiiggvényébél hogyan kapjuk meg a val. valtozd (—1)-
szeresének eloszlasfiiggvényét. Ezeket alkalmazva azt kapjuk, hogy

1—Fx(—z+0) <0
Fw(a:):l—Fy(—:c—l—O):{l x( )Oq



