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Ismétlo feladatok
Zarthelyi dolgozatra késziiléshez
Végeredmények és megoldasok

1. (Itt csak rovid szoveges megoldast adunk, de a feladat megolddsidhoz érdemes Venn-diagramot rajzolni.)
ANB=B\A,{gy ANB = m Ez a halmaz C-bdl pontosan azokat a kimeneteleket tartalmazza,
amelyek nincsenek (B \ A) N C-ben. Viszont mivel C' kizaré B-t6l, (B \ A) N C iires halmaz, ezért
C C AN B. Tehat AN BUC = AN B, vagyis a keresett valészintiség P(AN B) =1 —-P(B\ A).
Mivel A és B fiiggetlenek, P(B\ A) = P(B) —P(ANB) =P(B) —P(A)P(B) = 1 — 11 = 2 tehit a

keresett valészinliség 9

2. Jelolje A, F, M rendre azt az eseményt, hogy anyag-, feliileti, illetve mérethibas a gyartdeszkoz. Ekkor
a Poincaré-formula szerint

P(hibstlan) =1 —P(AUFUM) =1 —P(A) —P(F) = P(M) + P(ANF) + P(ANM) + P(FN M) —P(AN F N M)
=1-0,15—-02-0,340,15-0,2+0,15-0,3+0,2-0,3 — 0,02 = 0,465,

ahol a kettes metszetek valdsziniisége a paronkénti fiiggetlenség miatt a valdsziniiségek szorzata (pl.
P(ANF)=P(A)P(F)).

3. a) 0,5944 (lasd 2. feladatsor, 12. feladat)
b) 1. megoldds. A b) megoldasa az a)-éhoz hasonléan adédik. Ha az els6 hiizdsban az els6 urnabdél két
z0ld golyét hiuztunk, majd a masodikban a masodik urnabdl egy zoldet hiztunk, akkor a 2. urnaban
ezutan 4 zold és 8 kék lesz, innen tehat 8 5 (feltételes) valoszintiséggel hiizunk kéket A szorzasi szabaly
és az a) rész megolddsaban szerepld szamltasok alapjan ennek az eseménynek - 33 153 182 a valoszintisége.
Ha pedig az els6 hizésban az elsé urnabdl két zoldet, majd a mésodikbdl egy kéket hiztunk, akkor

a 2. urndban ezutian 5 zold és 7 kék lesz, vagyis innen 1—72 valészintiséggel hizunk kéket. Ennek az
eseménynek a valdszinlisége az a) rész megoldasa alapjan % . % : %

Ha az els6 huzasban egy zoldet és egy kéket hiztunk az elsé urndbdl, majd a masodik huzasban egy
z6ldet a masodik urnabdl, akkor a 2. urndban 3 z6ld és 9 kék goly6 lesz, igy innen % valbsziniiséggel
hizunk kéket. Az a) rész megoldasa szerint ennek a valdszintisége % . % 15- Hasonléan ha az els6
hizasban egy zoldet és egy kéket hiizunk az els6 urnabdl, majd a masodikbdl egy kéket, akkor a 2.
urndban 4 zold és 8 kék lesz, vagyis innen ezutidn % valészintiséggel huzunk kéket. A megfelel$ esemény
valoszintisége igy % . 1% . 1%.

Végiil ha az els6 hizésban két kéket htiztunk az elsé urnadbol, majd a masodik htizasban egy zdldet a
mésodikbdl, akkor ezutan a masodik urnéban 2 zéld és 10 kék goly6 lesz, igy innen 12 valésziniiséggel
hiizunk kéket, az ehhez tartozé valészintiség 2k 5" 13 12 Ha pedig az els6 hiizdsban két kéket htztunk az

els6 urnabdl, majd a méasodikbdl egy kéket, akkor a 2. urndban 3 zold és 9 kék golyd lesz, azaz innen

192 valosziniiséggel huzunk kéket, az ehhez tartozo valoszinliség &5 2L %g : %.
A teljes valésziniiség tétele szerint a hat kapott valdszintiséget osszeadva adédik a kék golyd hiuzasdnak
valosziniisége, ami %, kerekitve 0,7051.

2. (eqyszeriibb, de tobb dtletet igényld és kevésbé formdlis) megoldds. Osszesen 8 zold és 15 kék golyénk
van, tehat ha az Osszes goly6 koziil hiznank egyet, akkor a kék goly6 hiizdsdnak valosziniisége 5 Q
lenne. Mivel az Gsszes lehetséges kisérletben azonos valészinliséggel hizunk az Osszes érintett golyo
kozil (a valésziniiségek tehat az elemszdmokkal ardnyosak, klasszikusak a valdszinliségi mezék) és
a két atpakolas utdn 11 golyé van az elsé és 12 a masodik urndban, ha a két urndban 1é6v6 golyd
aranyaval sulyozzuk az egyes urnakbol vald kékgolyd-hizési valdszintiségeket, akkor ezt a %—ot kell

kapnunk eredményiil:
" 2T s 11 1 1 12 o TLIAT L
P(6sszes golydbdl kék) = %3 P(els6bol kék) + %3 P(masodikbdl kék),

azaz az a) feladat megoldasa alapjan

1 11 12
1511085 12 b dsodikbol kék).
23 23 143 23

Atrendezés utan kapjuk, hogy P(mésodikbdl kék) = % — % 18453 = 1318 ggg ~ 0,7051.
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4. A Bayes-tételt alkalmazzuk haromszor (illetve elég kétszer, mert a hiarom feladatban kapott végered-
mény Osszegének 1-nek kell lennie, mivel az {A szakos}, {B szakos} és {C szakos} események teljes
eseményrendszert alkotnak).

P(6t6s|A szakos) P(A szakos) 04-0,75
) (A SZ&kOS’OtOS) Zke{A B,CY} P(6t6s|k szakos) P(k szakos) = 04.075+07-015+06-01 = 0,6452.

b), ¢): Ugyanez, csak a szamlaléban A helyett B-vel, illetve C-vel. Végeredmények: b) 0,2258  «¢)
0,1290

5. Geo(1/2), mert azt a p = 1/2 valdésziniiséggel sikeres kisérletet ismételgetjiik fiiggetlen prébalkozasok-
kal az elso sikerig, hogy az Indicator (0.5) értéke 1 lesz-e.

6. 0. Végig lehet szamolni definicio szerint, hogy a varhaté érték valéban 0 (ezt itt nem részletezziik), azon-
ban ez abbdl is kovetkezik, hogy a jaték teljesen szimmetrikus, egy-egy lehetséges nyereményosszegre
Aladarnak pontosan akkora esélye van, mint Bélanak, és aki veszit, az annyit veszit, amennyit a masik
nyer.

(Megjegyzés: a varhatd érték valoban létezik, mert a val. valtoz6 korlatos értékkészletii, csak —36 és
36 kozotti értékeket vehet fel.)

Formdlisabban: Aladdr akkor nyer, ha & 6-ost dob, mig Béla 3-ast, 2-est vagy 1-est, vagy 5-0st, mig Béla
2-est vagy 1-est, vagy 4-est, mig Béla 2-est vagy 1-est, vagy 3-ast, mig Béla 1-est, vagy 2-est, mig Béla
1-est, és az ezzel szimmetrikus esetekben Béla nyer, a tébbi esetben pedig déntetlen az eredmény. Ebbol
adodik, hogy X lehetséges értékei: a nyertes esetekben a dobdsok lehetséges dsszegei, vesztes esetekben
ezek —1-szeresei, dontetlen esetén csak a 0. Igy Ran(X) = {-27,—24,—21,—18, 15,12, -9,0,9,
12,15,18,21,24,27}. It IP’(X = 27) = P({(6,3)}) = 316, P(X = 24) = P({(6,2)}) = 36, P(X =
21) = P({(6.1), (5.2)}) = & P(X = 18) = P({(5.1). (4. 2)}) = &, P(X = 15) = P({( D} = %,
P(X = 12) = B{(3.1)}) = 5. P(X =9) = P{(2,1)}) = &5, P(X = —k) = P(X = k), ha k > 0, s
gy P(X =0) =18 =1 Tehdt

E(X) = —27P(X = —27) — 24P(X = —24) + ... + 27TP(X = 27) = 0.

7. A négyzetet az oldalfelezé merdlegesei és az atloi 8 egybevagd derékszogl, egyenlOszari haromszogre
osztjak. Egy-egy ilyen hidromszogon beliil egyértelmii, hogy melyik a legktzelebbi oldal és a legkoze-
lebbi 4tl6. A véletlenszeriien vélasztott pont egyenlé valésziniiséggel esik mind a 8 haromszogbe (a
geometriai valdszinliségi mez6 képlete szerint), és feltéve, hogy egy adott haromszogbe esik, ugyan-
olyan valészintiséggel esik kozelebb az adott oldalhoz, mint az adott atlohoz, akarmelyik haromszoget
is nézziik. Ezekbdl kovetkezik, hogy elég azt a kérdést megvalaszolni, hogy mi a valészintisége, hogy a
pont kozelebb van a négyzet egy oldaldhoz, mint egy atléjahoz, feltéve, hogy eqy régzitett haromszdgbe
esik, mert ez megegyezik a keresett valésziniiséggel.

Egy ilyen hiaromszog teriilete a négyzet teriiletének egynyolcada, vagyis é. Azon pontok halmaza a

haromszogoén beliil, amelyek kozelebb esnek az oldalhoz, mint az atléhoz, éppen a négyzet oldala

és az atld kozotti szogfelezd és az oldal kozotti (nyilt) derékszogli haromszog, amelynek harmadik

oldala az oldalfelezé meréleges egy szakasza. (Ez az allitas elvileg ismert kézépiskolabdl, de ha nem,

koordindtageometriai modszerekkel is beldthaté.) Az utébbi szakasz hossza %-tan(22,5°). Igy a kedvezb
1.1

teriilet ezen haromszog teriilete, %(5 -5 - tan(22,5°)). A geometriai valészintiségi mez6 képlete szerint

tehét a keresett valdszinliség Tiedvezs/ Tosszes = tan(22,5°) ~ 0,4142.

8. Ahhoz, hogy f stirliségfiiggvény legyen, az kell, hogy f nemnegativ legyen (vagyis a-nak pozitivnak
kell lennie) és teljesiiljon, hogy

00 3 5.3 243 32 211
_ _ 49, [T _ (294 At
1—/_Oof(a:)d:c—[zaxdx a[5L:2—a(5 5) 5a,

amibdl o = % addodik.

Az eloszlastiiggvény Fx(x) (z € R) értékét a silirtiségfiiggvény —oo-t6l a-ig valéd integrélaséval kapjuk:
ha z € (2,3), akkor

z z 5 1 x 1
r _ _ O 415 O
(@) /_Oof(t)dt /2 ottt [QHtL:Q (o — 32),



BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2025. oktéber 18., 22.

10.

11.

12.

13.

valamint ha = < 2, akkor Fx(z) =0 és ha x > 3, akkor Fx(z) = 1.

Innen is latszik, hogy P(X > 12) = 0 (meg onnan is, hogy az fx stirliségfiiggvény konstans 0 a (12, 00)
intervallumon).

A varhaté érték a szokasos képlettel adddik:

o0 35 520 13 3645 320 3325
E(X) = / cf(z)de = | ——a’dx = { - } = - = ~ 2,626.
—oo 2 211 12661z=2 1266 1266 1266

. a-t ugy kell megvédlasztanunk, hogy fy nemnegativ legyen (tehit o > 0 sziikséges) és teljesiiljon, hogy

| :/_O:ofy(a:)dg;:/_j (1f7)2dx:a[_ 1ix]_z :a(l—%) - ZO"

amibdl o = % adodik. Innen

-3 -3 4/3 4 1 -3 4,1 1. 4
]P’(—4<Y<—3):/_4 fy(a:)da::/_4 m:ﬂ_HxLﬁﬁ(i_g):g'

Az els§ taldlatig sziikséges dobdsok szdma geometriai eloszlast p = 0,2 paraméterrel, igy ennek a
varhat6 értéke 5. Az els6 siker utan a masodikig sziikséges dobasok szdma megint csak geometriai
eloszlast p = 0,2 paraméterrel és fliggetlen az els6 sikerig sziikséges dobasok szamatél, igy a varhatd
érték linearitdsa miatt a mésodik sikerig sziikséges dobasok szama 2 -5 = 10.

(A fiiggetlenség val6jaban nem kell a megoldashoz, hiszen két azonos eloszlasi valészinliségi valtozo Gsszegének
a varhaté értéke mindig megegyezik a két varhaté érték osszegével a varhatd érték linearitdsa miatt, ha ezek a
varhaté értékek léteznek.)

A feladat kitiizése alapjan (sokan, egymastol fliggetleniil, mind kicsi és egyforma valdszintiséggel tele-
fonalnak be) az 1 6ra alatt beérkezd hivasok szdma, amit X-szel fogunk jelélni, Poisson-eloszldst. A
feladat szerint P(X = 0) = e = 0,25 = %, amibdl A = In4 adédik.

a) Legyen X; az els6 éraban, Xy a masodikban és X3 a harmadikban beérkez6 hivdsok szama. Ezek
a feladat szerint fiiggetlen Pois(In4) eloszlast valészinliségi valtozok. Ezért a keresett varhatéd érték
E(X; + X2 + X3) =E(X;1) + E(X2) + E(X3) = 3\ = 3In4 =~ 4,159 hivas érkezik be.

b) Minden egyes 6raban p := P(X < 1) = P(X = 0)+P(X = 1) = e * + e~ ~ 0,5966 val6sziniiséggel
érkezik be legfeljebb egy hivas, a tobbi 6ratél fliggetleniil. Ezért 8 6rabdl az ilyen tulajdonsagu orak
szdma binomislis eloszldst n = 8 és p paraméterekkel. Igy a keresett valészintiség

P(Y>2)=1-PY =0)-PY =1)=1—(1-p)®—8p(1—p)" ~0,9910.

Jelolje X a balesetek szamat egy napon. A feladat kitiizése alapjan (nagyjab6l mindennap ugyanannyi
auté kozlekedik, ezek egymdastol fiiggetleniil, azonos [feltehetSen kicsi] valdszintiséggel okoznak balese-
tet) X ~ Pois()), ahol az el6zé feladathoz hasonléan P(X = 0) = e™* = 0,25 = } miatt A = In4.

Igy 7 napbdl (egy hétbél) az olyan napok szdma, amelyeken egynél tobb (azaz legalabb 2) baleset lesz,
binomialis eloszldsti n =7 ésp=P(X > 1) =1 -P(X =0) - P(X =1) =1 — e — Xe™* ~ 0,4034
paraméterekkel.

fgy a kérdezett valészintiség P(Y = 2) = (1) - (0,4034)% - (1 — 0,4034)72 ~ 0,2583.

A feladat alapjan (sok egér van, ezek egymastdl fiiggetlentil és kicsi valdszintiséggel vannak a réten)
a réten 1év6 egerek szdma Poisson-eloszlast, jeloljiik ezt X-szel. Ekkor azt tudjuk, hogy P(X =1) =
2e72 = %e*)‘ = e, vagyis \ = 2.

A fogott egerek 6ssztomege (dekagrammban mérve) 10X, ennek a szorasat kell meghatarozni. A szords
abszoliit homogenitasa miatt D(10X) = [10[D(X) = |10]/D2(X) = |10[vVX = 10/2 = 14, 1421.
Természetesen jé is, hogy nem a szérds, hanem a szérasnégyzet azonossigait hasznaljuk: ]D)Q(lOX ) =
102D?(X) = 100\ = 200, igy D(10X) = /200 = 10v/2.
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14.

15.

16.

A stirtiségfiiggvény képlete az eloszldsfliiggvény derivaldsdval adédik (illetve az = = 2 és x = 10 pon-
tokban, ahol az eloszlasfiiggvény nem differencidlhaté, ott valaszthat6 0-nak):

1
Fy(a) = 35 — 15> ha 2 <z <10,
0, egyébként.

Innen a szokasos képletekkel

> 10 (g2 3 22710 1000 —8 100 — 4 1 29 .

. 32 16 96 3212 96 32 3 3
és
o0 10 (43 g2 24 23910 10000 — 16 1000 — 8
EXQ:/ 2 d:/ C o lde= | - = —
(X5 =) wfx@de= | (35-75)d [128 48}2 128 18
30000 — 48 — 8000 + 64 22016 172
- 384 384 3
miatt D?(X) = E(X?) —E(X)? =316 — 48 = 32 — 35
X
Y 0 1 py
71 7
1 _ | =
g 10 130
2 i
10 10
ST
PX 170110

Magyarazat: mivel jatékalkalmazas utdn csak kozosségi média alkalmazast frissithet,
P(X =1,Y = 1|els6re jaték) = 1.

Ugyanakkor kozosségi média alkalmazds utan a maradék 4, vagyis 2 jaték- és két kozosségi média
alkalmazas koziil valaszt egyet egyenletesen, tehat P(X = 1,Y = 1|elsére kozosségi média) = P(X =
0,Y = 2|elsére kozosségi média) = % Igy a teljes valészintiség tétele szerint

P(X =1,Y =1)=P(X =1,Y = 1|els6re jaték) P(elsére jaték)

2 1 3
+P(X =1,Y = 1|els6re kozosségi média) P(elsére kozosségi média) =1 - = + 35
és a szorzasi szabaly szerint
P(X =0,Y =2) =P(X =0,Y = 2|els6re kozosségi média) P(elsére kozosségi média) = 3 E=10

(az utébbi komplementer valdszintiséggel is kiszamithatd, ha amellett érveliink, hogy P(X = 2,V =
0) = 0). A peremeloszlasokat szokds szerint a sorok/oszlopok Osszegzésével kapjuk a tédblazat szerint.

E(XY) kiszamitasa értékkészlet meghatarozasaval: Ran(XY) = {0,1}, P(XY =0) =P(X =0,Y =
2) =3, P(XY =1) =P(X =Y = 1) = {5, tehat E(XY) = Y jcpan(xy) kP(XY = k) = {5.
Avagy eloszldstranszformdcié-szertt képlettel: E(XY) = 3 icpan(x)icran(y) FIP(X = kY = 1) =
1-1-P(X=Y=1)=£.

: 7 3 13 4 7 3 19 4 2
%1V611g<51) = Loh+2- =1 6EY?) =12 §5+22. & = 13, ezért D°(YV) = E(Y?) —E(Y)? =

10 100 — 100°
Nem fiiggetlenek, ami pl. onnan latszik, hogy P(X =0) #0, P(Y =1) #0,de P(X =0,Y =1) =
0#P(X =0)P(Y =1).

(a) Bin(3;0,3), mert mindhdrom villamos egymdstdl figgetleniil 0,3 valésziniiséggel ,sikeres”, azaz
hannoveri, és Y a sikerek szama.
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(b) A binomialis eloszlds szérasnégyzetének képlete alapjan D?(Y) = np(1 — p) = 3-0,3-0,7 = 0,63.
(Persze ki lehet szdmolni YV eloszldsat kézzel is és az alapjan a szérasnégyzetét.)
X szérasnégyzetének kiszdmoldsdhoz vegyiik észre, hogy az (a)-hoz hasonl6 indoklassal X ~
Bin(3;0,7). Igy D?(X)-re is 0,63 adédik (p és 1 — p szerepe feleserélddik).
Egy maésik lehetséges indoklés az, hogy Y = 3 — X, mivel X + Y értéke mindig 3. Igy a szérds-
négyzet azonossagai szerint D?(3 — X) = D?(—X) = (-1)2D?(X) = 0,63.

(c) P(X =0,Y =3) =P(Y =3) = (0,3)3 = 0,027, P(X = 1,Y =2) =P(Y =2) = (3) - (0,3)2-0,7
0,180, P(X =2,Y =1) = P(Y = 1) = () - 0,3- (0,7)2 = 0,441, P(X = 3,Y = 0) = P(Y =
0) = 0,73 = 0,343 (tablazatban is megadhaté, ekkor a tobbi elem 0). Indoklas: Y ~ Bin(3;0,3)
és X =3-Y.

(d) E(XY) kiszamitasa értékkészlet meghatdrozasaval: Ran(XY) = {0,2}, P(XY = 2) = P(X =
LY =2) +P(X =2,V = 1) = 0,63 (és igy P(XY = 0) = 1 — 0,63 = 0,37), tehat E(XY)
> keRan(xy) FP(XY = k) =2-0,63 = 1,26.
Avagy eloszlastranszformdcié-szert képlettel: E(XY) = 3=jcran(x)icrany) KIP(X = k.Y =1) =
1.2 P(X=1Y=2)+2-1.P(X =2,Y =1)=2-0,189 + 2 - 0,441 = 1,26.

(e) Nem fiiggetlenek, ami pl. onnan latszik, hogy P(X = 0) # 0, P(Y =0) # 0, de P(X =0,Y =
0)=0#P(X =0)P(Y =0).



