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5. Gyakorlat
Diszkrét egyiittes eloszlas, fiiggetlenség, bevezetés a folytonos eloszlasokhoz
Végeredmények és megoldasok

1. a) Nem fiiggetlenek. Ennek a megsejtéséhez vezet6 helyes intuicié példaul az, hogy ha hatost dobunk,
akkor egyben pérosat is dobunk, tehat ha ismerjiik a hatos dobasok szamat, akkor annak ismeretében
a paros dobasok szama mashogy viselkedik, mint ezen ismeret hidnyaban és viszont. Példaul mindig
legalabb annyi paros dobas van, mint hatos.

Annak a preciz bizonyitdsdhoz, hogy nem fliggetlenek, elég egy olyan k € Ran(X) és | € Ran(Y) ér-
tékekbdl 4ll6 part taldlnunk, amelyekre P(X = k,Y =1) #P(X = k)P(Y =1). Ran(X) = Ran(Y) =
{0,1,2}, mivel a két dobasbdl 0, 1 vagy 2 lehet hatos/paros. Legyen példaul k = 2 és [ = 1. Ek-
kor P(X = 2,Y = 1) = P(2 dobésbdl 2 hatos, 1 paros) = 0, mig P(X = 2)P(Y = 1) # 0, mert
P(X =2) =4 6sP(Y =1)=2-2.3 (mert Y értéke pontosan akkor 1, ha az elsé dobds paros és a
mésodik pédratlan, vagy viszont).

b) A teljes egyiittes eloszlds téblazat hasonléan addodik. {X = 1,V = 0} és {X = 2,Y = 0} is
lehetetlen események. P(X = Y = 0) = P(két paratlant dobunk) = 2-2 = 2 P(X =0,V = 1) =

3
6 36
P(1 dobés paratlan, a mésik 2-es v. 4-es) = 2%% = %, P(X =Y =1) = P(1 dobés pératlan, a méasik 6-os) =

2-3.1 =8 P(X =0,Y =2) = P(mindkét dobds 2-es vagy 4-es) = 2- 2 = & P(X =1,V =1) =
P(1 dobés paratlan, a mésik 6-os) = 2-%% = 3%, P(X =1,Y = 2) = P(1 dobés 6-os, a masik 2-es vagy 4-es) =
2§ 2 =4 P(X =Y =2) = P(mindkét dobds 6-0s) = 5.

Téablazatos alakban, ahol a szokdsos médon X peremeloszlasat a megfelel oszlopok, Y-ét pedig a
megfelel6 sorok Osszegzésével kapjuk:

X
v 0 1] 2| py
9 9
LR R
1 3% 13619 | 3
5 S O S s S
88— ——+8
bPx 36 | 36 | 36 (1)

Megjegyzés: Figyeljiik meg, hogy X peremeloszldsa binomidlis n = 2 és p = 1/6 paraméterekkel, és
Y-éis n =2 és p=1/2 paraméterekkel.

2. a) %, mert az egylittes eloszlas tablazataban 1évé valdszintiségek Osszegének 1-et kell adnia, ez az
Osszeg pedig 60p.
B)B(X <0,Y =1) = P(X = —1,Y = 1)+ B(X = 0,Y — 1) = 5p + 15p — %
c¢) Igen. Ehhez meghatdrozzuk a peremeloszlasokat. Y peremeloszldsanak értékeit a tabldzat sorossze-

1
gei adjak: P(Y = —1) = p+3p+ 6p = R

a tablazat oszloposszegei adjak: P(X = —1) = p+ 5p =

5
gy P(Y =1) = 5 X peremeloszldsainak értékeit pedig
1 3
—, P(X = = 1 = =
! TR 0) = 3p+15p = 15
P(X =1)= 10" Innen kénnyen ellendrizhetd, hogy P(X = k,Y =1) = P(X = k)P(Y = [) minden
k€ Ran(X) = {-1,0,1} és | € Ran(Y) = {—1,1} esetén teljestl.
(Itt nem részletezziik a szamoldsokat, de a figgetlenség igazoldsihoz ezt MINDEN ilyen (k,l) pdrra
ellendrizni kell, nem elég egyre ellendriznil!)
d) E(XY)-t kétféleképpen szamolhatjuk ki (ami lényegében ugyanaz).
1. mo.: meghatérozzuk XY sulyfliggvényét/eloszlasit és a varhat6 érték szokésos definicidja szerint
szamolunk.

, 1gy

Ran(XY) = {-1,0,1}. (XY =0) = P(X =0vagy Y = 0) = P(X = 0) = 1%, P(XY = —1) =
11 .
P(X =1Y =-1)+PX =-1Y =1) = —, fgy (XY =1) = 1 - 3 — & = 3. Igy tehdt

60’

_ 1

E(XY)=(-1)-P(X =-1)(+0-P(X =0)) +1-P(X =1) = 31 = 3
2. mo.: A kétdimenziés transzformalt varhaté értékére vonatkozé képlettel (XY = ¢(X,Y), ahol
g(z,y) = zy, lasd eladds — E(XY )-on kiviil mas transzformélt varhat6 értékét nem szamoltuk ki még
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igy):

EXY)= > Y KPX =kY=0)=(-1)-(-1)-PX=Y=-1)+...+1-1.P(X =Y =1)
k€Ran(X) l€eRan(Y)

1
:p—5p—6p—|—30p:20p:20p:§.

3. Az egylttes eloszlast az alabbi tablazat tartalmazza.

X
v 1| 2 3 4 5
0 1/3[2/15 [1/30] 0 0
1 0 [2/15|2/15 |1/15| 0
2 0 | 0 [1/30|1/15|1/15

Indoklas: A kihuzott golydk szama azt is mutatja, hogy hanyadikra hdaztunk pirosat, hiszen piros
hizasakor leallunk, abbahagyjuk a golyék kihuzogatasat.

Ha elsére pirosat htzunk, akkor nyilvin nem hizunk el6tte fehéret, ezért P(X = 1,V =1) = P(X =
1,Y = 2) = 0, hasonl6an nem huzhatunk két fehéret, ha mar mésodikra pirosat hizunk, ezért P(X =
2,Y = 2) = 0. Ha pedig csak negyedikre hizunk pirosat, akkor kellett, hogy el6tte legaldbb egy fehéret
hizzunk, hiszen piroson és fehéren kiviil csak 2 zold van, ezért P(X = 4,Y = 0) = 0. Ha pedig 6todikre,
akkor mindkét fehéret ki kellett mar hizzuk addigra, ezért P(X =5,Y =0)=P(X =5,Y =1) =0.
Annak a valdsziniisége, hogy elsére pirosat hizunk, 1/3, hiszen a golyék harmada piros.

Az {X =2,Y = 0} esemény azt jelenti, hogy masodikra huztunk pirosat és el6tte nem fehéret, tehét
zoldet hiztunk. Ennek valosziniisége 1/3 - 2/5 = 2/15, hiszen eleinte a golyok harmada zold, egy zold
kihtizasa utdn 5 golyé marad, amibél 2 piros, tehat a piros hizas valdszintisége 2/5. Ugyanigy adodik
az {X =2,Y = 1} esemény valosziniisége. Ekkor el6szor fehéret, utdna pirosat hiizunk.

Az {X = 3,Y = 0} esemény azt jelenti, hogy harmadikra hiztunk pirosat és el6tte nem huztunk
fehéret, tehat két zoldet huztunk. Ennek valészintisége 1/3-1/5-1/2 = 1/30, hiszen eleinte a golydk
harmada zo6ld, egy zold kihtizasa utan 5 golyé marad, amibdl 1 zold, tehdt a z6ld htzas valdszintisége
1/5, ezutan 4 golyé marad, aminek a fele piros, tehat a piros hizdsanak valoszintisége 1/2. Hasonléan
P(X=3Y=2)=1/3-1/5-1/2=1/30, csak zold helyett fehéret hizunk.

Ha X = 3 é Y = 1, az azt jelenti, hogy vagy fehér-zold-piros vagy zold-fehér-piros sorrendben a
hérom huzas. Mindkettének ugyanakkora a valészintisége: 1/3 -2/5-2/4 = 1/15, tehdt Osszesen 2/15.
Ha X =4 és Y =1, az azt jelenti, hogy kihtiztuk a két zoldet és egy fehéret valamilyen sorrendben,
majd a pirosat. zzfp vagy zfzp vagy fzzp. Ennek valészintisége 1/3-1/5-1/2-2/34+1/3-2/5-1/4-2/3+
1/3-2/5-1/4-2/3 = 1/15. Ugyanigy ugyanennyi a P(X = 4,Y = 2) valdszintiség, csak a fehérek és
zoldek szerepet cserélnek. Végiil P(X = 5,Y = 2) = 1—a tobbi valdsziniiség, de a fentiekhez hasonléan
kozvetleniil is kiszamolhato.

A figgetlenséghez az kell, hogy az egyiittes eloszlds minden tagja a peremeloszlasok megfelel6 érté-
keinek szorzataként alljon el6. Ebben az esetben ez nyilvanvaléan nem teljesiil az egyiittes eloszlas 0
értékii tagjaira. Nézziik példaul a P(X = 1,Y = 1) valészintiséget, ami 0. Szamoljuk ki a P(X = 1) és
a P(Y = 1) valosziniiségeket. A peremeloszlast az egytittes eloszlas megfelels tagjainak osszegzésével
kaphatjuk meg. Ebben a példaban X peremeloszldsit az oszlopok, mig Y peremeloszlasat a sorok
Osszegzésével szamolhatjuk.

PX =1)=P(X =1,Y =0)+P(X =1,Y = ) +P(X = 1,Y =2) = 1/3+0+0 = 1/3 és
PY=1)=PX=1Y=1)4+P(X=2Y=1)+P(X=3,Y=1)+P(X=4Y=1)+P(X=5Y=1)=
0+2/15+2/15+1/15+0=5/15 = 1/3
Amibdl latszik, hogy X és Y nem fiiggetlenek, hiszen
0=P(X=1Y=1)£PX=1)-PY =1)=1/3-1/3=1/9

4. a) Mivel fliggetlenek és mindkettének a varhaté értéke 1/p =3/2, E(XY) =E(X)E(Y) =
2,25.

2

b) P(X =2|Y =5) =P(X =2) =(2/3)-(1/3) = 9’ mert a fiiggetlenség diszkrét val. valtozokra
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vonatkoz6 ekvivalens definicidja szerint {P(X = k)} és {P(Y = [)} minden k € Ran(X)-re és [ €
Ran(Y)-ra igaz, igy k = 2-re és | = 5-re is, és mivel P(Y = 5) > 0, ezért ebbdl P(X = 2|Y = 5) =
P(X = 2) is kovetkezik.

FPX =Y)=PEke{1,2,..}: X =Y =k) =P(U{X =V =k}) = "2, P(X = Y = k),
mert az {X =Y = k} események paronként kizdrdak. Tovibba X és Y fiiggetlensége miatt P(X =
Y =k) = P(X = k)P(Y = k) minden k-ra, és igy a keresett valdsziniiség a végtelen mértani sor
Osszegképletével meghatarozhaté:

PX=Y)=> PX=K)PY =k = pPA-p)*?=p>> 1-p)*?=p>> (1-p>*"!
k=1 k=1 k=1 k=1
> 1 =2/3 1 1
.2 o2y 2 p=2 ) _1
tmh1 ¥ l:O((l R ey g YO 1 5=

5. Ahhoz, hogy az {X = 2} és az {Y = 0} események fliggetlenek legyenek, az kell, hogy P(X =2,V =
0) = P(X = 2)P(Y = 0) teljestiljon. Jeloljiikk a tabldzatbdl hidnyzé jobb fels§ elemet x-szel, a bal
alsét ynal. Ekkor P(X =2) =2+, PY =0) =+t +1+2=3+2é&PX =2Y =0) =z
Innen (x + %)(m + 1%) = x, azaz 22 — 0,5z + 0,06 = 0. A masodfokti egyenletet megoldva z12 =

05y 05;_4'1'096 = 0’%0’1. Az x1 = 0,3 azonban nem j6 megoldds, mert z = 0,3 esetén a tablazatban
szerepl6 szamok Osszege nagyobb lesz, mint 1 (y értékét még nem tudjuk, de nemnegativ kell, hogy
legyen, és a tobbi szdm Osszege mér 1,05). Igy = 29 = 0,2 = 1/5 az egyetlen j6 megoldas, és
annak érdekében, hogy a tabldzatban szerepl6 szdamok Osszege 1 legyen, y = 1/20. Tehdt a kiegészitett
tablazat:

X

v 0 1 2

0 1/10 | 1/5 | 1/5
2 1/20 | 1/4 | 1/5
A feltételes valoszintiség definicidja szerint és mivel P(X = k)-t minden k-ra a tabldzat k-nak megfeleld
oszlopa Osszegzésével kapjuk, P(XY > 0[X <2) =P(X #06éY #0/X <2)=P(X =1éY =

P({X=1Y=2}U{X=Y=2})NX<2) _ P(X=1,Y=2) _ 1/4 _
2) vagyX =Y = 2[X <2) = “ IF};()§<2) Y ) = IP’(X(:I)HP’(X:)O) = 1/10+1/20/+1/5+1/4 =
5/20
12//20 - %

A véarhaté érték linearitdsa miatt (a 0 értékeket elhagyjuk, mivel 0-val vannak megszorozva a varhato
érték képletében) és azt hasznédlva, hogy P(Y = [)-t minden [-re a tdbldzat [-nek megfelel sora
osszegzésével kapjuk, E(4X +Y) = 4E(X) + E(Y) = 4P(X = 1)+ 2P(X = 2)) +2P(Y = 2) =
A(1/5+1/4) +8(1/5+1/5) +2(1/20+1/4+1/5) =2+ L0 1 1 =6.
A fentiek szerint XY pontosan akkor nem 0, ha X =1ésY =2, ekkor XY =2, vagy ha X =Y =2,
. 13
ckkor XY =4. fgy E(XY) =2P(X = 1,Y =2) +4P(X =Y =2) =2-1/4 +4-1/5= .
X és Y nem fiiggetlenek, ami példaul az eddig kiszdmoltakbdl onnan lathatd, hogy E(X) = 5/4 és
E(Y) = 1, viszont 13/10 = E(XY) # E(X)E(Y) = 5/4, ezért fiiggetlenek sem lehetnek. De persze
lehet olyan k-t és [-t talalni, amire P(X = k,Y =1) # P(X = k)P(Y =), példaul k = = 0 esetén
1/10 # (1/2) - (3/10).

6. a) Igen. Az nyilvanval6, hogy (nem szigorian, de) monoton névé és a hatarértéke x — —oo esetén 0,
x — +oo esetén 1. A balrdl valé folytonossagot elég az x = 0 pontban ellenérizni, hiszen a konstans
fiiggvény minden pontban folytonos. Mivel limgyo F'(z) = limgz400 = 0 = F(0), a balrél valé folytonos-
sag teljesiil a 0-ban is (bar itt F' nem folytonos). Igy F teljesiti azokat a feltételeket, amelyek alapjan
eloszlasfiiggvény.

Megjegyzés: konnyen ldthato, hogy F az 1 valdszintséggel konstans 0 val. vdltozo eloszldsfiigguénye.
F-et Heaviside-fiigguénynek (illetve a Heaviside-fiigguény balrdl folytonos vdltozatinak) nevezziik.

b) Igen. A fiiggvény nemcsak balrél folytonos, de folytonos is, mert folytonos fiiggvények kompoziciéja.
Hatarértéke a —oo-ben:

_e *
. . _ef(l; .
lim F(z)= lim e = lim e - =0.
T—r—00 T——00 T—r—00
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Hatarértéke a +oo-ben:
,eix
. . 76_1 .
lim F(z) = lim e = lime -0 =1.
T—00 T—r00 T—r00

Végiil a fuggvény (szigortian) monoton né, mert a derivaltja minden pontban pozitiv: lancszabéllyal
Fliz)=—e¢ " (me %) =e ¢ .e"

(ugyanis F'(z) = (f(g(x)), ahol f(x) = g(x) = e~ %, tehat F'(x) = f'(g9(x)) - ¢’'(x)), ami pozitiv, mert

e-t barmilyen valés hatvanyra emelve pozitiv szamot kapunk.

Megjegyzés: ez eqy nevezetes folytonos eloszlds, az un. Gumbel-eloszlds eloszlasfiiggvénye. Ldsd 2023-as

zh, 6*. feladat.

c¢) Nem eloszldsfliggvény, mert a hatarértéke —oo-ben és oco-ben ugyanaz (mégpedig 1).

d) Igen. Ugyanis F'(z) = # > 0, tehat a fiiggvény (szigortian) monoton né, ezenkiviil mivel minden

pontban differencidlhatd, ezért minden pontban folytonos is, tehat R — R fiiggvényként folytonos,

amibodl az is kovetkezik, hogy balrél folytonos. A hatarértékei is megfelelnek az eloszlasfiiggvény ka-
1

rakterizacidjanak: lim, , o F(z) = - - 5 + % =0 és limy_o0 F(z) = %% + % =1.

7. Az (*e)-hez csak végeredmények.

Ahhhoz, hogy f stirliségfiiggvény legyen, az kell, hogy f nemnegativ legyen (ez az adott példdkban
mindig teljesiil) és az integralja —oo-t6l oco-ig 1 legyen. Azokat a szakaszokat, ahol a fiiggvény konstans
0, nem kell az integralasnal figyelembe venni.

Az F eloszlasfiiggvényt az F(z) = [*__ f(t)dt képlettel kapjuk, és —oo helyett itt is elég az integraldst
attol a legkisebb értéktdl kezdeni, ahol f mér nem konstans 0, ez alatt F'(z) = 0. A legkisebb olyan
értéktol kezdve pedig, ahonnan f mar mindig konstans 0, 1 lesz az eloszlasfiiggvény értéke, ha f
valéban stirliségfiiggvény. A primitiv fiiggvények meghatarozasat az eloszlasfiiggvényeknél mar nem
részletezziik, mert ezek ugyanazok a primitiv fliggvények, mint a0 értékének meghatarozasanal (« helyes
értékét behelyettesitve). Mivel a szakaszhatdarokon F' folytonos, ezeket a pontokat barmelyik szakaszba
besorolhatjuk.

(a)
L2
1= /0 a2z — 2%)dx = a[wQ — 233 =a(4—-8/3) = %m

_ 3
vagyls o = 1,
0 <0
Flz) =3 [§3@2t—t})de =32 — 12° 0<az <2
1 2< .

(b)

3 9 3 2 2
= / Ve~ 2dr=of (@ ~2*?] = Za((3-2%2-(2-2%?) = Ja(l-0),
2 3 =2 3 3
tehat o = g,
2
0 T <2
Flz) =S [y3v/t—2dt=/(z -2 2<z2<3
1 3 < T

(c¢) Nagyon hasonlé, mint a (b), csak az integraldsi hatédrok mésok:

' 4
1L [avimade=af5e-2%7 = Sa(@-2" - 3-2)%) = Za(v2- 1)

3 _ 3
BT Seva-1)
0 r<3
. 3 -
F@) =\ ggg Vi 2=

1 4 <.
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10.

(d) |

1= /Oﬂozcos(:c/2)dx = 2« Sin(l‘/Q)]g = 2a(sin(r/2) — sin(0)) = 2a(1 — 0),

tehat a = —,
0 <0
F(z) =1 [y Scos(t/2)dt =sin (%) O0<z<T
1 T <.

(*e)a) 1 b) 2,63 c) 3,54 — ezek pl. numerikus egyenletmegoldassal kaphatéak meg, illetve az (a)
esetében az eredmény a harmadfokt egyenlet szimbolikusan is megoldhatd, esetleg ranézésre is ra lehet
jonni, hogy x = 1 j6 megoldas és mas j6 megoldas nincs.

d) 3 e konnyen adddik: az a 0 és m kozotti (radidnban mért) szog, amelynek a felének a szinusza

1/2, 2m/6-tal, vagyis 7/3-mal egyenld, méds megoldas nincs.

. Y eloszlasfiiggvénye:

Fy(y):IP(Y<y):IP(3X1<y):IF’<X<y;1>

Mivel Xcsak egész értékeket vehet fel, y;rl—t kell egész értékre kerekiteniink. y = m-t nézve:

T+1
3

Fy(y =) = P(X < { J) _ P(X < [1.38]) = P(X < 1)

Tehat Fy(m) = P(X < 1), és mivel X Poisson-eloszlasu:

306_3 316_3
o T

PX<1)= —e 3433 =43

Igy tehdt Fy (r) = 4e3 ~ 0.1991

. X és Y eloszlasfiiggvénye is 1épcsOs fiiggvény. F'x ugrasai X lehetséges értékeiben vannak, minden

ugras nagysaga 1/6. Egy-egy dobhaté értéken atlépve ennyivel né meg annak a val6sziniisége, hogy az
adott x szamnal kisebb értéket dobunk.

Y értékkészlete {1,2,3,4}, a dobhatd szamok osztdinak a szdmai, Fy ugrasai ezeken a helyeken vannak.
Az oszték szama: V(1) =1,Y(2) =Y (3) =Y (5) =2,Y(4) =3,Y(6) = 4.

0, haz <1

1/6, hal<z<2 0, ha y <1

2/6=1/3 ha2<a<3, 1/6, hal<y<?2
Fx(z)=4¢3/6=1/2, ha3<z<4 Fy(y)=44/6=2/3 ha2<y<3,

4/6 =2/3, had<az<5 5/6, ha3 <x <4

5/6, hab<z <6 1, ha 4 <y

1, ha 6 < x

Nem folytonosak.

A feltételbél kovetkezik, hogy 9 > d, hiszen minden d-nél kisebb a szdmra P(S > a) = 1.

a) Mivel egy intervallum valdszintisége a siirliségfliiggvény integralja az adott intevallumon, ezért P(S >
9) = [ fs(x)dx, és a fentiek miatt ezen az egész félegyenesen fg(x) = cx~3. Tehdt a kovetkezd
egyenletet kapjuk c-re:

0,2689 = P(S > 9) = /goo fs(z)dz = /900 cx7E =c [—

Innen ¢ = 10,89
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b) Tudjuk, hogy minden siiriiségfiiggvénynek az integrélja a teljes szimegyenesen 1. Ezért, felhaszndlva,
hogy d-nél kisebb szdamokra a slirliségfiiggvény értéke 0

Innen

11.

12.

0,3 —w, ha0<w<0,3,
w—0,3, ha03<w<l.
(b) Mivel egy [0, 1]-beli szam legfeljebb 0,7 téavolsigra lehet a 0,3 ponttdl, Ran(X) = [0,0,7], Fx(x) =

P(X <z)=0,hax <0és Fx(z) =P(X <z)=1,haz>0,T.

Vegyiik észre, hogy 0,3-ndl kisebb tévolsdgra az Q2 = [0, 1] intervallumban a 0,3-t6l balra és jobbra is
vannak pontok, viszont 0,3-nil nagyobb tavolsigra csak a 0,3-t6l jobbra. Igy ha 0 < = < 0,3, akkor

(a) Egy w € Q = [0, 1] szam 0,3-t61 vett tavolsdga |w—0,3|, igy X (w) = |w—0,3| = {

PX <z)=P{we Q: X(w) < z})=P([0,3 —x,0,3]) + P([0,3,0,3 + z]) = = + = = 2z,

ahol az utolsé 1épésben az egydimenzids geometriai valdszintiségi mez6 képletét hasznaltuk (a valdszi-
niiség az intervallumhosszal ardnyos, 2 hossza 1). Hasonléan ha 0,3 < z < 0,7, akkor

P(X <z2)=P{w € Q: X(w) < z}) =P([0,0,3]) + P([0,3,0,3 + z]) = 0,3 + x.

0, ha x <0,
i} %, ha 0 <z <03
Osszefoglalva tehat F'x(z) = v N v= .
0,34+ x, ha03<x<0.7,
1, ha 0.7 < z

(A szakaszhatdrokat tetszélegesen besorolhatjuk a hatérol6 szakaszokhoz, mivel az eloszlasfiiggvény folytonos.
Ugy is j6 a képlet, ha minden szakaszhatérhoz <-t frunk, csak az a fontos, hogy minden hatérpontot besoroljuk
legaldbb egy szakaszba.)

(c) Innen a stirtiségfiiggvény derivildssal adédik, ahol pedig nem differencidlhaté a stirtiségfiiggvény,
ott valaszthatjuk 0-nak (mi\{el az eloszlasfiiggvény folytonos és véges sok pont: 0, 0,3, 0,7 kivételével
differencialhatd, lasd 4.2.2. Allités):

2, ha0<z<0,3,
fx(x)=41, ha03<z<0.7,

0, egyébként.

Megjegyzés: Az elébbi képlettel kapott fiiggvény a 4.2.2. Allités szerint stirtiségfiiggvénye X-nek, de az 2 = 0,3 pontban

e sz

. Fx(0,34 Az) — Fx (0,3 — Az) . 0,34+0,3+ Az —2(0,3— Ax)
lim = lim

3
Azl0 2Az Azl0 2Ax T2 7 fx(@).

Ez azonban nem baj, mert a szemléletes definiciénak pedig csak azokban a pontokban kell teljesiilnie, ahol Fx diffe-
rencidlhatd, és a 0,3 pontban nem az. Ha fx értékét a 0,3 pontban 3/2-re valtoztatndnk, akkor teljesiilne, és fx még
mindig slirliségfiiggvénye lenne X-nek (mivel az Fx (x) = ffoo fx (t)dt egyenldség semelyik z-re nem romlik el attél, hogy
fx-et egy pontban megvéltoztatjuk). Ez a megvaltoztatott slirliségfiiggvény azonban ,szemléletesen helyesebb”, mint az
eredeti, mert a 0,3 pontban is megadja, hogy ,milyen siirliséggel van a pont kornyékén a val. valtozé” (bal oldalon 2,
jobb oldalon 1, tehét atlagosan 3/2 sfirliséggel).

w?, had0<w<

1
(a) Ha P =w € Q = [0,1], akkor X (w) = min{w?, (1 —w)?} = 2’
<w<1

IN

0
1
2
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(b) X értékkészlete tehat Ran(X) = [0,1/4].
Ezért Fx(x) = P(X < z) = 0, ha x < 0 (Fx folytonossdga miatt ez x = 0-ban is igaz) és
Fx(z) =P(X <z)=1/4, ha x > 1/4 (hasonléan x = 1-ben is igaz).
Ha 0 < z < 1/4, akkor az (a) feladat alapjin

{we[0,1/2]: X(w)<z})+PHwe (1/2,1]: X(w) < x})
wel0,1/2]: W<z} +PHwe (1/2,1]: (1 —-w)? <x})
0,vz)) +P((1 - Vz,1]) = 2/,

ahol az utolsé 1épésben az egydimenzids geometriai valésziniiségi mez6 képletét hasznaltuk (2
hossza 1, a valészintiség a hosszisaggal ardnyos). Osszefoglalva tehat az eloszlasfiiggvény:

—

0, ha z <0,
1
Fx(z) = 2\/x, ha0<:L'§Z,
1
]., ha 1 <x.

Ebbél derivaldssal adédik a stirtiségfliiggvény (konvencié szerint a hatérokon 0), vagyis

1 1
—=, halO<zx< 3,
fx(@) =4 V" !
0, egyébként.
13. a) Figyeljiikk meg, hogy a megadott haromszog (jeloljiikk ezt 2-val) pontosan azokbdl a pontokbdl &ll
(0,1)-ben, amelyeknek y koordinataja nagyobb, mint az = koordinataja:

Q={(x,y) € (0,1) x (0,1): z < y}.

To = 1/2 a haromszog tertlete. Legyen = € (0,1). Fx(x) = P(X < x) meghatérozasahoz tekintsiik az
{X < z} eseményt. Egyszer(ibb az esemény komplementerének, {X > x}-nek kiszdmolni a valészint-
ségét, mint magdnak az eseménynek. Az {X > x} esemény akkor kovetkezik be, ha X értéke legalabb
x, Y értéke pedig értelemszeriien nagyobb, mint X-é, vagyis ez az esemény pontosan akkor kévetkezik
be, ha (X,Y) az (z,z), (x,1) és (1, 1) cstcspontokkal rendelkezé derékszogii egyenldszari haromszogbe
esik. Ennek a hdromszognek a teriilete (vagyis az {X > z} esemény szempontjabol kedvezd teriilet)

1-2)? ¢ .. .
%. Igy a geometriai valdszintiségi mezo képlete szerint

P(X<:p):1—]P’(X2x):1—¢:2x—x2.

Igy mivel X értéke 1 valoszinfiséggel 0 és 1 kozé esik, az eloszlasfiiggvényre az aldbbi képlet adédik,
amelybdl derivalassal kapjuk a slriiségfiiggvény kivetkezd képletét:
0, ha z <0,
Fx(z)=1<2x—2% haO<z<I, fX(l‘):{
1, haz > 1,
b) A szadmolés itt nagyon hasonld, csak most nem feltétlentil érdemes komplementer eseményre attérni.
y € (0,1) esetén az {Y < y} esemény pontosan akkor kovetkezik be, ha (X,Y") a (0,0), (0,y) és (y,y)
csticspontokkal rendelkezé derékszogli haromszégbe esik, amelynek teriilete y2/2. Ezt To-val osztva
adddik az eloszlasfiiggvény alabbi képlete, amelybdl derivalassal a stlirliségfiiggvény kovetkezd képletét
is megkapjuk:
0, ha y <0,

2y, halO<y<l,
Fy(y)=4v? ha0<y<l, fry) =37 P
0, kiilénben.
1, hay > 1,

2—2x, halO<zx<l,

0, kiilonben.



BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2025. oktéber 8., 10.

14.

15.

a) Az Q eseményteriinkbe es6 w = (x,y) pont x tengelytdl vett téavolsdgat éppen a pont méasodik
koordinatéja adja, azaz X (z,y) =y

b) Az eloszlasfiiggvény értéke t-ben annak a valdszintisége, hogy X kisebb értéket vesz fel, mint ¢, azaz
a P pont t-nél kozelebb van az x tengelyhez. Az eseménytéren belill minden pontra igaz, hogy az x
tengelytdl vett tavolsag 0 és 1/2 kozé esik. Legyen tehdt 0 < ¢ < % A kedvezd teriilet a haromszog
eseményteriinkon beliil egy trapéz, amelynek alapja az x tengelyen a [0, 1] szakasz, szarai a haromszog
oldalai, masik alapja pedig az z tengellyel, attdl ¢ tavolsdgban hiizott parhuzamos szarak kozé es6
része. Ezen kedvezo6 teriilet nagysdgat ugy kaphatjuk meg, ha a teljes teriiletbdl levonjuk a trapéz
feletti, kiesO, harommszog teriiletét: % — (% — t)2. Geometriai valésziniiségi mez6 esetén ezt a kedvezd
teriiletet osztjuk a teljes teriilettel, hogy megkapjuk a valésziniiséget:

l—t>2 - - (i-t+8)

1 1
4 1

[\

1_
P(X < t) =~ ( = 4t — 4¢2

Az eloszlasfliggvény tehat

0 t<0
Fx(t)=4t—4t> 0<t<}
1 i<t

4-8 0<t<i

A stirliségfiiggvényt derivdlassal kapjuk, hiszen fx(t) = F'(t). fx(t) = {
0 egyébként.

(a) ElSszor is tegyiik fel, hogy az egységnyi oldali négyzetiink a [0,1]% négyzet. Ekkor feltehetjiik,

hogy az a pontunk a négyzet alsé oldalan van, vagyis (a,0) alakd, ahol a egy 0 és 1 kozott taldlomra

valasztott (egyenletes eloszldst) véletlen szdm, a b pontunk pedig a négyzet felsé oldaldn van, vagyis

(b,1) alakd, ahol b egy masik (a-tdl fliggetlen) 0 és 1 kozott taldlomra valasztott (egyenletes eloszlast)

véletlen szam.

Jelolje D az a és a b pont tavolsagat. Ekkor a Pitagorasz-tétel szerint X = D? = (b—a)? + 12 (lasd 1.

abra).

A kisérletet tehat ugy is dbrazolhatjuk, hogy egy derékszogi koordinatarendszerben a-t az x tengelyen,

b-t pedig az y tengelyen vessziik fel. Ekkor geometriai valésziniiségi mez6t kapunk, Q = [0, 1], az osszes

teriilet tehat 1, l4sd 2. 4bra (de ez nem ugyanaz a [0, 1], mint az 1. abran4l!).

Az X-re vonatkozé fenti képlet alapjan Ran(X) = [1,2] (mert b és a kiilonbsége legfeljebb 1, amihez

1-et hozzdadva kapjuk X-et). Igy Fx(z) = P(X < 2) =0, ha z <1 és Fx(z) =1, ha = > 2. Ha pedig

1 < x <2, akkor

Fx(z)=P(X <z)=P((b—a)*+1<2)=P((b—a)®* <z —1)=P(|b—a| < Vz —1)
=P0<b—a<vz—1)+P0<a—-b<vz—1).

Az ehhez az eseményhez tartozé kedvezd teriilet a [0,1]? négyzetben a b = a és a b = a + /x — 1,
illetve a b = a —+v/z — 1 és a b = a egyenesek kozotti tartomdny, amelyek meredeksége 1 (ldsd 2. dbra).
A kedvezbtlen teriilet tehdt két darab olyan derékszogli egyenlOszart haromszog teriilete, amelyek
teriilete egyenként (1 —/z — 1)2/2 = (1—2vx —1+x—1)/2 = —/x — 1+ /2. Igy a kedvezb teriilet
és (mivel az Osszes teriilet 1) a keresett valésziniiség is Fx(z) =1+ 2y/x — 1 — z.

0 <1
Osszefoglalva tehdt: Fy(z) =<1+ 2z —1—2 1l<a<2
1 2 <.
(b) A siirtiségfliggvényt az eloszlasfiiggvény derivalasaval kapjuk (azzal a konvenciéval, hogy egy nyilt
-1 I<ax<?2
intervallumon legyen nem 0): fx(z) = v —1
0 egyébként.

(c) A stirliségfiiggvény x-ben szigortian monoton csokken, ezért 1 koriil maximélis (sét végtelenhez
tart, amint x | 1).
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(b,1)

X=DA2=(b-a)A2+1/2

(a,0) t-1

1. abra 2. abra

16. Eldszor is Ran(Y) = (0, 1), ezért Fy(x) =P(Y <) =0,hax <0vagy x > 1, és fy(z) =0, hax <0
vagy x© > 1.
Jeloljiik a harom véletlenszerlien valasztott pontot Xi-gyel, Xo-vel és X3-mal. Annak a valészintisége,
hogy ezek koziil legaldbb ketto egyenld, 0, ezért ezt az eseményt a tovabbiakban elhanyagoljuk, és
feltessziik, hogy a harom pont mind kiilénb6z6.

Legyen z € (0, 1). Vegytik észre, hogy Y (0 valészinliségii eseményektél eltekintve) pontosan akkor lesz
kisebb, mint x, ha X1, Xs és X3 kozill legaldbb kettd kisebb, mint x. Az {X; < z, X2 < z},{X; <
z, X3 < z},{X2 < x,X3 < z} események koziil barmelyik kettének a metszete az {X; < z, X <
x, X3 < x} esemény, és a harmas metszetiik is ugyanez. Igy a Poincaré-formula szerint

Fy(z)=P(Y <z2)=P{X1 <z, Xo<z}U{X1 <z, X3 <z}U{Xs <z, X3<uz})
=PX) <z, Xo<2)+P(X) <z,X3<z)+P(Xe <z, X3<x)
—3P(Xi <z, Xo<z, Xzg<2)+P(X) <z,Xo<z,X3<2x)
=PXi <z, Xo<2)+P(X; <2,X3<2)+P(Xe <z, X3<zx)
—2P(X; <z, X9 <z, X3<x)

(fgzﬂ' P(X; < 2)P(Xs < 2) + P(X1 < 2)P(X3 < 2) + P(Xs < 2) P(X3 < 7)
—2P(X; < 2)P(X; < 2) P(X; < 7))
= 322 — 225,

Magyardzat abban az esetben, ha a nagy zdrojelben lévd részt nem vessziik figyelembe — ebben az eset-
ben az X1, Xo, X3 wval. vdltozok fiiggetlenségét nem kell haszndlni: 3 dimenzids valdszinliségi mezével.
(PL. {X; < z,Xs < z} azon (x1,72,23) € (0,1)> C R3 pontok halmaza, amelyeknek az els6 két
koordinataja kisebb, mint x. Az ehhez az eseményhez tartozé kedvezé térfogat x -z -1 = 2. Az dsszes
térfogat pedig a (0,1)3 nyilt kocka térfogata, vagyis 1-1-1=1.)

Magyardzat abban az esetben, ha a nagy zdrdjelben lévd részt figyelembe vessziik — ebben az esetben
az X1, X9, X3 val. vdltozok fiiggetlenségét haszndlni kell: a zardjelben ezt a fliggetlenséget hasznaltuk,
majd az utolsé lépésben az egydimenzids valdsziniiségi mez6 képletét (Q = (0, 1), a valésziniiség az
intervallumhosszal ardnyos). (Vagy ha igy jobban tetszik: azt haszndltuk, hogy X1, Xo, X3 egyenletes
eloszlastak a (0,1) intervallumon.)
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0 <0
Osszefoglalva tehat Fy (1) = {322 —22% 0<z <1,
1 1<z,

6r—622 0<z<l1

amibdl derivalassal adédik a siirliségfiiggvény (a hatarokon 0): fy(x) = o
0 egyébként.



