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4. Gyakorlat
Varhato érték, diszkrét valésziniiségi valtozéd transzformaltja, transzformalt varhatéd értéke, széras
Végeredmények és megoldasok

1. Legyen X: a dobott szdmok maximuma (val. vdltoz6). A varhaté értékét X-nek a kovetkezé médon
szamithatjuk ki:

E(X) = ik.ﬂw(x = k).
k=1

A maximum X = 1 lesz, ha mindkett& kockén 1-est dobunk - ez egyetlen lehet&ség, tehat P(X = 1) =
1/36 (az Osszes lehetéség 36). P(X = 2) = 3/36, a kedvezd esetek szdma 3, mivel az egyik kocka 1-est,
masik 2-est mutat (vagy forditva) vagy mindekttd kocka 2-est mutat. Ezt minden k -ra (k € {1,2,..,6})
végiggonolva a varhaté érték a kovetkezének adodik:

1
E(X)=1-—+2 —+43-—44-— 45— +6-— =
(X) 3 7773 777363677736 " 36 36

7

i(2i — 1) = 4.4722.

3 5 7 9 11 iﬁ
=1

2. Az el6z6 feladatsoron (a 11. feladatban) mér lattuk, hogy az izzdk szdmdanak eloszldsa binomidlis
n = 100 és p = 0,01 paraméterekkel. Ezért az elsé kérdésre a valasz E(X) = np = 100-0,01 = 1. A
szorasnégyzet pedig D?(X) = np(1—p) = 100-0,01-0,99 = 0,99, tehat a szérds D(X) = 1/0,99 ~ 0,9950.

3. Jelolje X a sziikséges dobdsok szamat. Vegyiik észre, hogy Ran(X) = {2,3,4,...} (hiszen ahhoz, hogy
egymas utan két egyforméat dobjunk, legalabb 2 dobas kell, de ennyi elég is és barmilyen ennél nagyobb
egész szamu dobas is lehetséges). Tovabbd Y := X — 1 geometriai eloszlasu 1/2 paraméterrel. Ugyanis
ha k£ > 1, akkor feltéve, hogy a k-adik dobas utan még nincs vége a kisérletnek, pontosan akkor ér
véget a kisérlet a k + 1-edik dobassal, ha a k 4 1-edik dobéas ugyanolyan lesz, mint a k-adik, aminek
a valdszinlisége 1/2, figgetleniil attdl, hogy a k-adik dobds (és a kordbbi k& — 1 dobés) eredménye mi
volt. Ez tehat azt jelenti, hogy minden k£ > 1 egész szamra

P(Y > k+1Y > k) =1/2,
és mivel P(Y > 0) = 1, ebbdl a szorzasi szabaly szerint
PY>k+1)=PY >0)PY >1Y >0)-...-PY > k+1|Y > k) = (1/2)F,
vagyis
P(Y =k) =P >k—-1)—PY > k)= (1/2)F1 — (1/2)F = (1/2)F = (1/2)* 1. (1 - 1/2),

azaz Y val6ban geometriai eloszldsi p = 1 — p = 1/2 paraméterrel. Ezért a varhaté érték linearitasa
alapjan E(X) = E(Y +1) =E(Y)+1=2+1=3é D*(X) =D*(Y +1) =D*Y) = 1}9;;’ = 2, igy

D(X) = V2.

Gyakorlaton legaldbb egy hallgatotol felmeriilt a kdvetkezd megoldds otlete is, ezért roviden ezt is ismer-
tetjik. Eseménytérnek valaszthatjuk azon véges F—I-sorozatok halmazat, amelyek két egyforma dobas-
ra végzddnek, de el6tte nincs benniik két egymas utani egyforma dobéas, pl. FF, II, FII, IFF, FIFF,
IFII,... Ha k = 2,3,4,..., akkor k hosszu ilyen sorozatbdl mindig 2 db van. X értéke pontosan azt
adja meg, hogy hany dobésbdl 4116 kimenetelen vagyunk. Egy k hosszi kimenetel valészintisége (1/2)*
(ez szorzasi szaballyal konnyen ellendrizhetd), ezért P(X = k) = 2(1/2)F = (1/2)k~! ha k = 2,3,4,....
EbboSl E(X) akar a geometriai eloszlds varhato értékének kiszamitdsdhoz hasonléan kozvetleniil is meg-
hatarozhaté, akar ugy, hogy P(X = k) képlete alapjan a mésik megoldashoz hasonléan észrevessziik,
hogy X — 1 ~ Geo(1/2). D(X) értéke hasonléan adddik.

4. Legyen X: a pontok szdma. X geometriai eloszlasi lesz, mert addig ismételjiikk a pontok kivalasztasat,
amig az els6 sikeres esemény (egy pont beleesése az egységkorbe) meg nem torténik. Igy X ~ Geo(p).

Itt p annak a valdésziniisége, hogy a pont az egységkorbe esik, amit a teriiletek ardnyabdl kiszdmitha-
tunk.
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Ismert, hogy a geometriai eloszlas varhaté értéke:

1 4
E(X)=- = — =1.2732.
P s

Végiil az utolsé kérdésnél a keresett feltételes valdsziniiség
P(X >101|X > 100) =P(X >101 —-100)=P(X >1)=1—-p=1— % ~ 0,2146,

ahol az els6 1épés a geometriai eloszlas orokifjusdga miatt igaz.

5. Legyen az X valdszinliségi viltozo az elromlott telefonkésziilékek szama egy adott napon. Mivel a
telefonkésziilékek szama feliilr6l nem korldtos és egyméstol fiiggetleniil romlanak el, igy X Poisson-
eloszlasi, vagyis X ~ Poi()\). A feladat szovegébdl tudjuk, hogy

12 1

A P(X = 0) valészintiséget felirhatjuk e~ alakban is, mivel X Poisson-eloszldst. Az egyenletet meg-
oldja kapjuk, hogy A = —In % = 3.401. Ismert, hogy ha X Possion, akkor E(X) = A, vagyis a varhaté
érték 3.401. Legyen most Y azon napok sziama a 360 napbdl, amikor legaldbb 2 kesziilék elromlik. Y
varhaté értékének a kiszamolasahoz szitkségiink van még a P(X > 2) val6szintiségre.

PX>2)=1-P(X<1)=1-(P(X =0)+P(X =1)) =1— (¢34 4 3.401e7341) = 0.8533.

Mivel Y feliilrél korlatos 360 kisérlettel, igy Y ~ Bin(360;0.8533). Ismert, hogy ha Y ~ Bin(n,p),
akkor E(Y') = np, igy a feladat megoldésa E(Y') = 360 - 0.8533 = 307.18.

(a) (6 pont)

(0 pont) Jeldljiik X-szel az adott napon gyartott hibés izzék szamat.

(1 pont) Ekkor X binomidlis eloszlast

(1 pont) n = 10 (arra 6nmagaban nem jar pont, hogy n = 10, csak arra, ha kidertil, hogy a binomiéalis
eloszlasban a kisérletek széménak megfelel6 paraméter értéke 10)

(1 pont) és p = 20 parameterekkel (az n és p jelolések nem kotelezbek.),

2><10
(1 pont) ezért E(X) =np = 5 (Ha méar n és p értéke is szerepelt, akkor itt elég a végeredmény)

)
(1 pont) és D*(X ) =np(1 ~p)
(1 pont) = 10 - 20 = }18 = 0,475 (elég csak kozonséges tort vagy csak tizedestort alakban is. Ha a
konkrét n-nel és p—vel van valami részletszdamolas, akkor az eléz6 pont is rendben van).
(b) (6 pont)
(1 pont) A keresett valdsziniiség P(4 < X < 8)
(1 pont) = IP’(X =5)+P(X =6)+ P(X =7) (ha ez megvan, akkor jar az el6z6 pont is)
(3 pont) = (V) (5)°(32)° + (160)(20)6(%8) + (M) (55)7(22)3 (az is elég, ha ez n-nel és p-vel kifejezve van
meg és mar elmondta, mi n és p értéke; az egyes helyes tagokért jar részpont)
(1 pont) ~ 6,369 - 107> = 0,00006369. (Elég a végeredmény, mivel a szamolégép tud binomidlis
egyiitthatokkal szamolni, de egyébként P(X = 5) = 6,0935 - 107°, P(X = 6) = 2,6726 - 1076,
P(X = 7) = 8,0379 - 1078, utébbi a négy értékes jegyre valé kerekitésnél el is hagyhat6. Ha ezek
a numerikus értékek megvannak, de az el6z6 részben nincsenek meg a silyfiiggvény értékei, akkor
abbdl a 3 pontbdl meg lehet adni utélag max. 2-t.)
(c) (8 pont)
(1 pont) arra, hogy Poisson-approximaciot kell hasznalni (még ha esetleg nem is sikeriil, pl. nem tudja,
hogy melyik valtozét kozelitse Poissonnal vagy milyen paraméterii Poissonnal kozelitse). Nem baj, ha
ezt nem irja oda, feltéve, hogy jol alkalmazza a Poisson-approximaciot (ide értve azt is, hogy A-t elvileg
helyesen hatérozza meg), de ha nem jél csinélja, akkor ez az 1 pont sem jar.
(1 pont) arra, hogy miért azt kell hasznalni: elég valami olyasmi, hogy n nagyon nagy p(= p,) pedig



BME VIK - Valészintiségszamitas és statisztika 2025. oktéber 1., 3.

nagyon kicsi (és a kettd szorzata egy pozitiv szdmhoz tart és egy ilyen paraméterekkel rendelkezé
binomialis eloszldst val. valtozot kozelitiink, de ezeket nem kotelezé odairni).

(1 pont) A hibés izzék szama egy Y Poisson-eloszldst valészintiségi valtozéval kozelithetd,

(2 pont) amelynek paramétere A = lim,, oo Py, = % (A py, jelolés nem kotelezd, st ha azt irja, hogy
np mindig 1/2, akkor a hatérértéket sem kotelezd odairni.)

(1 pont) Igy tehat a keresett (kozelitd) valészintiség P(Y = 3)

(1 pont) = ’Z\,’—?e_)‘ = (1?))7?)36_1/2 (elég a két alak koziil az egyik. Az (1/2)3 helyett szabad 1/8-ot, a 3!
helyett 6-ot {rni, de nem elég a puszta végeredmény, ha csak az van, akkor -1 pont)

(1 pont) ~ 0,0126.

7. E((X —3)%) = E(X?2 - 6X +9) = E(X?) — 6 E(X) + 9, ahol az utols6 lépésben hasznaltuk a varhaté
érték linearitésat. Eléadason lattuk, hogy E(X) = 3,5 = 2L és E(X?) = 9 (ldsd a 3.2.2. Példat Mésza-
ros Szabolcs jegyzetében: https://cs.bme.hu/~marti/valszam2021/VIK Valszam_ 2021 Eloadas.
pdf), ezért B((X —3)%) =% — 126 4 31 -9 =3 1

8. ) P(Y =1) =2, P(Y = —1) = Loyt

9 9 9
a) Y értéke pontosan akkor 1, ha X péros, kiillonben pedig —1 az értéke. gy Ran(Y) = {—1,1} és

b)

O W~

44+6+8+10+12 40 5
P(Y = 1) = P(X € {4,6,8,10,12}) = — +7;L + ===

és 4
PY=-1)=1-PY) = 9
(de persze P(Y = —1) is kiszamithaté P(Y = 1)-hez hasonléan).
b) Y eloszldsdval szamolva, a varhaté érték definicidja szerint E(Y) = (—=1) -P(Y = -1)+ 1 -P(Y =
4 5 8 1
1 = — = _ = — = —,
) 9 * 9 72 9
¢) Y = g(X), ahol g(z) = (-=1)%, z € Ran(X) = {4,5,6,...,12}. Igy X ecloszldséval szamolva a
transzformélt varhat6 értékére vonatkozo képletet hasznalhatjuk (és a végeredmény persze ugyanaz
lesz, mint a b) feladatban):

EY)=E@gX)= > gkPX=k= > (-1)'PX=k) 4 5, e 1

keRan(X) keRan(X) 72 72 2 9
9. X binomidlis eloszlasi n = 3 és p = 1/4 paraméterekkel, hiszen mind a 3 dobés értéke egymas-

t6l fiiggetleniil 1/4 valészintiséggel 7. Tehdt P(X = k) = (})(1/4)*(3/4)" %, k = 0,1,2,3ra. Igy a
transzformalt varhaté értékére vonatkozo képlet szerint

E(Y) =E(X?) = 23: EP(X =k) = 23: EP(X = k)
k=0 k=1
=12.3-(1/4) - (3/4)*> +2%-3-(3/4)- (1/4)*> +3%2-(1/4)®> = 9/8.

)

3
Ezért E(Z) = E(X? + X +1) = E(X?) + E(X) + 1 a varhaté érték linearitdsa miatt. E(X) = np = 1

9 3 23
tehat E(Z) = -4+ - +1= —.
ehat E(Z) st 3 . ;
Végiil a binomidlis eloszlds szérasanak képlete alapjan D*(X) = np(1 —p) = 3 - 1 1-16 és igy
3
D(X) = T Persze X szérasnégyzetét az elobbi részfeladatok alapjan is kiszamolhatjuk: D?(X) =
9 9 9
E(X?) -EX)?=EY)-EX)?=>—- "> =",
(X?) - B(X)? = E(¥) ~E(X) = & - - = 1=

Megjegyzés: A szordsnégyzet értékét a binomidlis eloszlas szorasnégyzetének képletével egybdl meg-
kaphatjuk: D*(X) = np(1 —p) = . Ebb8l E(X?) = E(X)?+D?*(X), majd a virhat6 érték linearitésa


https://cs.bme.hu/~marti/valszam2021/VIK_Valszam_2021_Eloadas.pdf
https://cs.bme.hu/~marti/valszam2021/VIK_Valszam_2021_Eloadas.pdf
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10.

segitségével E(X? + X +1) is konnyen megkaphaté, a transzformélt varhaté értékére vonatkozé képlet
alkalmazasa nélkiil. Azonban ez a megoldasvéltozat csak nevezetes (ismert varhaté értékii és széras-
négyzetil) eloszlasok esetén alkalmazhato.

Elészor meg kell hatdrozunk X értékkészletét és eloszldsat/sulyfiiggvényét. (Itt fontos, hogy bar X
eloszlasa hasonlit a geometriai eloszlashoz, mégsem geometriai eloszlas, egyrészt azért, mert nem egy,
hanem harom sikerig végezziik a kisérleteket, masrészt pedig azért, mert csak a kudarcokat szamoljuk.)
Ran(X) = {0, 1,2}, hiszen a 3. siker elétti kudarcok szdma tetszéleges nemnegativ egész szam lehet.
Tovabba k= 0,1,2,... esetén

P(X = k) = P(k kudarc a 3. siker el6tt)
= P(az els6 k + 2 kisérletbdl k£ kudarc és 2 siker, k + 3-adik kisérlet sikeres)

- (’“ : 2>p3<1 -p),
k+2)

hiszen (", °)-féleképpen vélaszthatunk ki k 4 2 kisérletb6l 2 sikereset, és ezeket barhogy is valasztjuk
ki, a fliggetlenség miatt annak a valdszinlisége, hogy ez a kettd és a k + 3-adik sikeres, az els6 k + 2
koziil a tobbi k pedig sikertelen, p?(1 — p)F-val egyenld.

Vegyiik észre, hogy E(m) = E(g(X)), ahol g(k) = Wl(kﬂ)’ k > 0. Igy a transzformalt
varhaté értékére vonatkozd képlet szerint

1 < a 1 k+2
B X nx o) :gg(k)P(X:k) = ZMM( ) )pg(l—p)k

k=0

= 1 (k+2)(k+1) PP
*];)(kﬂ)(k:m) 2 (1= ki??

P’ p?

T21-(1-p) 2

11.

Eseménytérnek pl. j6 az Q = [3]3 = {1, 2, 3} Descartes-szorzat, ahol egy kimenetel azt adja meg, hogy
melyik szarvasba hényadik vadasz 16, pl. (1,2,2): az 1. szarvasba az 1., a 2.-ba a 2. és a 3.-ba az 1.
vadész 16. Ekkor [Q)| = 27 és a valdsziniiségi mez6 klasszikus. Jelolje X a tléls (elszaladd) szarvasok
szamat, ekkor Ran(X) = {0, 1,2} és

3-2-1 6 2
P(X = 0) = P(mind da Asik ba 16 —_— —
( ) (minden vadasz mésik szarvasba 16) = B T T g
3
-2-3 18 2
P(X =1) = P(a 3 vadész Osszesen 2 szarvasba 16) = (2)27 =3 =3

(mert ( )-féleképpen vélaszthatjuk ki, hogy melyik két szarvasba l6jenek, és ezek kivdlasztdsa utdn 2
lehetdség van annak kivalasztasara, hogy melyik szarvasba 16jon 2 vadasz és melyikbe egy, végiil 3
lehetéség van annak a vadasznak a kivdlasztdsdra, aki egyediiliként 16 egy szarvasba) és igy P(X =
2)=1-P(X =0) —P(X =1) = § (de ez persze kdzvetleniil is kdnnyen kiszdmithato:

1 1

21 9

mert 3-féleképpen valaszthatjuk ki, hogy melyik szarvasba 16jenek a vadaszok, és ezt megadva egyér-

telmii a kimenetel, ha az {X = 2} esemény bekovetkezik). Ezért definicié szerint

2 2 1 8
E(X)=(5-0)+5-1+5-2=¢

P(X = 2) = P(minden vadasz ugyanabba a szarvasba 16) = 3 -

és igy ) . <
D*(X) =E(X?) —E(X)% = 3 12 + 5 22 — (=

9
tehat D(X) = /D*(X) = /2 ~ 0,5666.

P24 64 %

579781 s
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12.

13.

14.

A szérasnégyzet azonossigai miatt (D?(aY +b) = a®?D?(Y), ha a,b € R és az Y valoszintiségi valtozé
szorasnégyzete 1étezik) ID>2(2X +1) =22 ]D)Q( X) =4\

A varhaté érték linearitdsa és a D?(X) = E(X?) — E(X)? azonossig alapjan a) E((2 + X)?) = E(4 +
AX + X)) =4 +4E(X)+E(X?) =4+4- 1+ D*(X)+E(X)?=8+5+1=14.

b) (D?(aY 4+ b) = a?D*(Y), ha a,b € R és az Y valoszinfiségi valtoz6 szérasnégyzete 1étezik) D? (4 +
3X) = 32D*(X) = 45.

Tudjuk, hogy E(X) = 1/p = 3 és D*(X) = 2 = I3 = 6, valamint D*(X) = E(X?) - E(X)2,
Ezért a varhaté érték linearitdsa miatt E((3 — X)?) = E(9 — 6X + X?) = 9 - 6E(X) + E(X?) =
9-6-3+D*X)+EX)2=9-18+6+9=6.

Tovibbd D(5 — 2X) = /D(5 - 2X) = \/D*(-2X) = \/(-2)2D*(X) = V24 ~ 4,899, lsd a szérés-
négyzet azonossagait a 16. feladat megoldasanal.

(Maésik lehetséges érvelés, ha nem a szérasnégyzet, hanem a szérds azonossigait akarjuk haszndlni:
D(5 — 2X) = D(—2X) a szérés eltolds-invariancidja miatt és D(—2X) = | — 2| D(X) = 2/6 = V24 a
szoréas abszolit homogenitasa miatt.)

15.

16.

Ezt a feladatot a transzformalt varhaté értékére vonatkozo képlet segitségével elegansabban meg lehetne oldani, de
mivel ez elbaddson/gyakorlaton a vdrhaté érték témdjdnak elején szokott szerepelni, a vdrhatd érték definicidja
szerint szoktuk elmondansi.
A lottohuzast a szokasos (950) elemi klasszikus valészintiségi mez6vel modellezziik (1asd a 2.10. felada-
tot). Jelolje X a nyeremény értékét, ekkor Ran(X) = {0,2 000,35 000,6 000 000,1 000 000 000} és
E(X)-et keressiik.

P(X =1 000 000 000) = P(6ttaldlatos) = %

(5)

hiszen akarmik is a helyes nyer6szamok, egy lehetOségiink van az Osszeset egyszerre eltaldlni, tovabba

(7) - @)
P(X = 6 000 000) = P(négytalalatos) = W,
5
hiszen tetszbleges helyes nyerdszamok esetén azok a négytaldlatos szelvények, amelyeken az 5 nyerd-
szambol 4-et és a 85 nem nyer6 szambol 1-et valasztottunk. Hasonldéan adédik, hogy

85\ (5
P(X = 35 000) = P(hédromtaldlatos) = w

és 85\ (5
(3) ) (2)
(5)
5
A nulla- és egytaldlatos szelvény valdszinliségét nem kell kiilon kiszdmolni, hiszen ilyen szelvény esetén

c sz

P(X =2 000) = P(kéttalalatos) =

kapjuk, hogy

E(X)=(0-P(X =0))+2000-P(X =2 000)+ 35 000 P(X = 35 000) + 6 000 000 P(X = 6 000 000)
+1 000 000 000 P(X =1 000 000 000) ~ 154,1527 Ft.

a) Legyen X az egymds mellé keriil§ szomszédos elempérok szdma, amelyek két paros szambdl dllnak.
Ekkor ha z1,...,z, a paros elemek, akkor

n
Z ]l{zZ és x; egymas mellé keriil}»

mivel ezen indikatorok Gsszege pontosan egyszer szamol minden olyan (i, j) part, amelyre x; és z;
egymas mellé kertl.
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17.

Az 1.13. feladat szerint barmely két rdogzitett paros elem 1/n valdszinliséggel keriil egymas melletti
helyre. Igy a varhato6 érték linearitasa alapjan

-x(;

&Ms

n
Z ]1{931 és x; egymés mellé kerﬁl})
Jj=t+1

n n
(]l{acl és z; egymds mellé kerul}) Z Z (xz és Zj egymds mellé kerlll)
i=1 j=it1

M:ﬂw

1 nn-1 1 n-1
1 | QL) S :
(n )+ (n )+...+1+0)- . 5 n 5

3\’*

i

||
_|_

b) Az a) feladathoz hasonléan varhatéan "T_l olyan szomszédos elempar lesz a tombben, amely két

paratlan szdmbél all. Osszesen pedig 2n — 1 szomszédos elempér van. A varhat6 érték linearitdsa miatt
igy a két paros szambol allo, a két paratlan szambdl 4ll6 és az egy paros plusz egy paratlan szambél
allé szomszédos elemparok szama varhaté értéke Osszegének 2n — 1-nek kell lennie. Ezért az egy péaros
és egy paratlan szambol all6 szomszédos elempéarok szamanak varhaté értéke 2n —1—2(n—1)/2 = n.

a) A transzformalt varhaté értékére vonatkozo6 képlet szerint

IE(XZ—X):IE(X(X—l)):ik(k—l)P(X:k):Zk(k—l) Zk —1) —e -
k=0 k=2

00 )\2)\k 2 00 )\k 2

_Oo . )\ie—,\: . 2 -\
_ng(k 1)k! kZ::Qk:(k 1)k(k_1)(k 2)i° = e Z

0 I
= /\26_’\2% =N et =N =0,
=0 "

b) A varhaté érték linearitdsa és E(X) = A miatt D?(X) = B(X?) —E(X)? = E(X?) - E(X) +E(X) —
E(X)?2=E(X?-X)+EX)-EX)?2=X+)1-)A2=)=3.

Megjegyzés: A feladat kérdése csak a konkrét A = 3 értékre vonatkozott, de a megoldasban az altaldnos
\ esete is lathaté (igy bebizonyitottuk a D?*(X) = A &llitast is).



