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3. Gyakorlat
Diszkrét valdszintiségi valtozdék, binomidlis, geometriai és Poisson-eloszlés
Végeredmények és megoldasok

1. (a) az eseménytér elemszdma 23 = 8, a val6szintiségi mezd pedig klasszikus. Igy kedvez&/6sszes formé-
ban szamolhaték a valdszintiségek.
{X =1} = {az elsb jel ,irds”} = {IIF,III,IFI,IFF}, tehat P(X = 1) = 4/8 = 1/2. Ugy is lehet
érvelni, hogy az els6 jel ugyanolyan valésziniiséggel irds, mint fej, és ha irés, akkor {X = 1} bekovet-
kezik (kiilonben pedig nem kévetkezik be).
{X =3} = {az els6 két jel nem ,,irds”, de a harmadik igen} = {FFI}, tehat P(X =3) =1/8.
Mivel {X pératlan} = {X = 1} U {X = 3}, valamint {X = 1} és {X = 3} kizdr6 események,
P(X péaratlan) =P(X =1)+P(X =3) = g
(b) Nem valdszintliségi valtoz6, mert ha az lenne, akkor Y: 2 — R egy fiiggvény lenne, azaz Y (FFF)
egy rogzitett (tovabbi véletlentdl nem fiiggd) valds szam lenne.

2. Mivel X a 6-0s dobasok szdma két dobasbél, Ran(X) = {0,1,2}. Igy P(X paros) = P({X = 0}U{X =
2}) = P(X = 0) + P(X = 2) = P(egyszer sem dobunk hatost) + P(mindkétszer hatost dobunk) = 22 +

% = %. (Itt felhasznéltuk, hogy a P(egyszer sem dobunk hatost) és a P(mindkétszer hatost dobunk)
valdsziniiségeket mar kiszamoltuk, pl. a multkori feladatsor 17. feladatdban.)

3. A {0 <Y < 3} esemény, azt jelenti, hogy az A, B, C események koziil legaldbb egy bekovetkezik, de
nem mindegyik, azaz az AU BUC \ AN BN C esemény valdszinliségét keressiik:

PLAUBUC\NANBNC)=P(AUBUC)—-P(ANnBNC(C)
A harom eseményre vonatkozé Poincaré-formula alapjan

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—-P(ANB)-P(BNC)-P(CNA)+P(ANBNC)
=0,5+0,44+0,3-0,3-0,2-0,1+0,1=0,7
Tehat PO<Y <3)=P(AUBUC)-P(ANBNC)=0,7-0,1=0,6
{Y=0}=AnBNnC=AUBUC
Ezért py (0) =P(Y =0) =P(AUBUC)=1-P(AUBUC) =1-0,7 = 0,3, haszndlva az unié6 fent
kiszamolt valészinégét.
{Y=3}=AnBNC =py(3)=PY =3)=P(ANBNC)=0,1

{Y =2} =AnBNCUANBNCUANBNC Mivel ezek kizaré halmazok, ezért az uni6 valészintisége
a valésziniiségek dsszege, azaz P(Y = 2) = P(ANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC). A jobboldalon
szereplo valészinliségeket megkapjuk, ha a kettésmetszet valészinliségébol kivonjuk a harmasmetszet
valoszintiségét, azaz

P(ANBNC)=P(ANB)-P(ANBNC)=0,3-0,1=0,2

P(ANBNC)=P(CNA) -P(ANBNC)=0,1-0,1=0
P(ANBNC))=PBNC)-P(ANBNC)=0,2-0,1=0,1

Igy tehat py(2) =P(Y =2)=0,2+0+0,1=0,3

Tekintve, hogy Y lehetséges értékei a 0,1,2 és a 3, és egyszerre pontosan egy értéket vesz fel ezek

koziil, igy annak a valészinliségét, hogy {Y = 1}, megkaphatjuk, ha az 1-bél kivonjuk az Gsszes t6bbi
lehetséges érték valosziniiségét.

Igy tehédt py (1) = 1 — py (0) — py(2) — py(3) = 0,3

4. Az eseményteret modellezziik az Q := [10]? = {(z,y) € R?| z,y € {1,2,...,10} halmazzal (és legyen
F =P(2)). Ekkor minden (x,y) € Q kimenetelre X (z,y) = x és Y (z,y) = y. Igy tehat

{(X <Y} ={(z,9) € Q X(2,9) <Y(2,9)} = {(z,9) € Q: x <y}.
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A kedvezé kimenetelek tehat azok az (z,y)-ok, ahol x < y. Ha x = 1, akkor 10 lehet6ség van:
(1,1),...,(1,10), ha = = 2, akkor 9 lehetéség: (2,2),...,(2,10), és igy tovdbb, ha = = 10, akkor

1 lehetéség van: (10,10). Igy tehdt 104+ 94 ...+ 1 = — = 55 kedvezd eset van, az Osszes eset

55 11
szama pedig 102 = 100, és a valészintiségi mezd klasszikus, igy 100 — 20 @ keresett valdsziniiség.
Megjegyzés. Eszrevehetjiik, hogy mivel X és Y két fiiggetlen kockadobas eredménye, X és Y szerepe
teljesen szimmetrikus, ezért P(X < Y')-nak és P(Y < X)-nek azonos valésziniiséglinek kell lennie (itt
fontos a kisérletek fliggetlenség és a két valtozé sulyfiiggvényének egyenlosége is, barmelyik elhagyasaval
elromolhat az egyenléség!). Emiatt a Poincaré-formula szerint

1=PQ)=P{X <Y}U{Y <X}
—PX<Y)+PY <X)-PUX <Y}IN{Y <X})=2P(X <Y)-P(X =Y).
10 1

11
Mivel P(X =Y) =P({(1,1),(2,2),...,(10,10)}) = 100 = 10" el6bbi egyenletbél 0= 2P(X <Y)

ésigy P(X <Y) = %—(1] kovetkezik. A mddszer elénye, hogy csak az {X = Y} esemény szamossagat kell
meghatdrozni (ami igen egyszeri) az {X < Y} szdmossdga helyett.

Ugyanez gy is miikodik, hogy Q-t az {X < Y}, {X =Y} és {Y < X} események uniéjara bontjuk fel.
Ezek teljes eseményrendszert alkotnak és P(X < Y) = P(Y < X) az eléz6ekhez hasonléan, valamint
{X <Y} ={X <Y}U{X =Y} (ami két kizdr6 esemény uniéja). {X = Y} elemszamat ekkor is meg
kell hatarozni, viszont nem kell a Poincaré-formula.

5. a) Feltehetjiik, hogy az egyes izzdk egyméastol nagyjabodl fiiggetlentil és azonos valdszintiséggel hibasak,
igy mivel 100-bdl atlagosan 1 db hibas, a hibas izzdk szdmat modellezhetjiik binomidlis eloszlassal
n = 100 és p = 0,01 paraméterekkel. Igy a keresett valdsziniiség

P(X <3)=P(X =0)+P(X =1) +P(X =2) + P(X = 3)

100 100
= 0,99'% + 100 - 0,01 - 0,99% + ( 0 ) -0,012 - 0,99% + < 5 ) -0,01% - 0,997 ~ 0,9816.
(b*) Konnyen ellenérizhetd, hogy P(X = 1) > P(X = 0). Mivel 100-bdl atlagosan 1 izz6 hibés, j6 tipp
lehet azt gondolni, hogy a legnagyobb valdészintiséggel 1 izz6 lesz rossz. Ezt most be is bizonyitjuk.

1. (egyszert, de csak a konkrét példdban alkalmazhaté) megoldds. P(X = 0) = 0,999 =~ 0,3660,
P(X = 1) = 100 - 0,01 -0,99% =~ 0,3697, P(X = 2) = ('3°) - 0,012 - 0,99 ~ 0,1849. E koziil a hirom
valészintiség kozil a P(X = 1) a legnagyobb, és a hdrom &sszege nagyobb, mint 0,9, igy P(X = k) < 0,1,
ha k > 2. Tehat P(X = 1) a legnagyobb valamennyi P(X = k) (k=0,1,...,100) koziil.

2. (dltaldnos n-re és p-re is dltaldnosithaté) megoldas. Ellenérizziik, hogy milyen k£ € {0,1,...,99}
esetén lesz P(X =k + 1) > P(X = k). Ez pontosan akkor teljestil, ha

100-99----- 100—k
P =kt (521)0-01710,99100 751001 o) _ 1100k
- P(X=k) (*2%)0,01%0,99100—* 0,99 100:99--(100-k+1) 99 k1

azZaz
99(k + 1) < 100 — k,

vagyis k < 1/100. Igy k > 1 esetén méar P(X = k) nagyobb, mint P(X = k + 1), ezért k = 1 izz6 lesz
rossz a legnagyobb valdszintiséggel.

6. Legyen az X valdszinliségi valtoz6 a dobott hatosok szama. Ha a dobasok sziama n, akkor X ~
Bin (n, %) Az n paramétert gy kell megvélasztanunk, hogy P(X > 2) > 0.5.

JP’(X22):1IP(X<2):1P(X:0)P(X:1):1<2)"n<2>n1é
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10.

A képletbe az n helyére 9-et helyettesitve még egy 0.5 alatti valészintiséget kapunk, viszont n = 10-re
mar 0.5-nél nagyobbat, igy a vilasz 10.

Megjegyzés: A P(X < 2) valésziniiség n-ben valdéban szigortian monoton csokken, ugyanis ha az elsé n+
1 dobéasbdl 2-nél kevesebb hatos van, akkor azon beliil az elsé n dobasbdl is. Ezt a monotonitast persze
analitikus médszerekkel is ellendrizhetjik (a P(X < 2)-re kapott fenti képlet n szerinti derivalasaval).

Legyen X a nem mikdédd service-ek szama. Mivel a feladat szerint az egyes service-ek egymaéstol
fliggetleniil 0,2 valdszinliséggel nem miikddnek, X binomialis eloszlasi n = 10 és p = 0,2 paraméterrel.
A keresett valdszinliség ezért

10 10
P(X <3)=08Y+10-02-08" + <2> 0,22.0,8% + (3> -0,2%.0,8" = 0,8791.

(A feladat természetesen ugy is megoldhatd, hogy a miikodd service-ek szamat elnevezziik Y-nak,

ekkor Y = 10 — X binomidlis eloszlasi n = 10 és p = 0,8 paraméterekkel, és a P(Y > 7) valdszintiséget

keressiik. A szamolas érdemben nem valtozik, (1k0) = (nl_ok))

. Egy véletlen kisérletet, - most az egységintervallumban val6 véletlen pontvalasztast, - addig ismételink,

amig egy kivant esemény, - most az, hogy a koézépsé harmadaba esik az intervallumnak a pont, - be
nem kovetkezik. A sziikséges kisérletek szama geometriai eloszlésﬁ Az eloszlas paraméterét a kivant
esemény valészintisége adja. Ez a val6szintiség most & 3, 18y X i 53 paraméterli geometriai eloszlasu. X
lehetséges értékei a pozitiv egész szamok, ezért

P(X<5)=P(X=1)+P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)
1 1 (2)2 1 (2)3.1_27+18—|—12—|—8_65

2
_ -, 2. = e = — = 25.
3+3 ?)jL 3 81 81 0,802

3

3+

3

. X geometriai eloszlasi, mivel azt adja meg, hogy hdnyszor kell megismételni egy véletlen kisérletet

addig, amig be nem kovetkezik egy adott esemény. Itt akkor sikeres egy kisérlet, ha 3-nal kisebb szamot,
azaz l-et vagy 2-t dobunk a szabdlyos dobdkockaval. Ennek az eseménynek a valészintisége 1/3, ezért
X ~ Geo(1/3).

2
PR<X<3)=P(X=2)+P(X=3)=21+(2) 1=L
P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X=1)-P(X=2=1-1-2.1_1_5_4_1
Ezért tehat P(2 < X <3) <P (X >3)

Jelolje X az elsé fejig és Y az elsé fej utdan a masodik fejig sziikséges dobdsok szamat. Ekkor a P(X =Y)
valdsziniiséget kell meghatérozni. X és Y is Geo(1/2) eloszlasiak, mivel mindkét val6szintiségi valtozd
azt adja meg, hogy hanyadikra sikeriil elészor egy-egy fliggetleniil megismételt, kisérletenként p = 1/2
valészintiséggel sikeres kisérlet. Vegytik észre, hogy ha az {X = Y} esemény bekovetkezik, akkor az
{X =Y = k} esemény is bekovetkezik valamilyen k € {1,2,...}-ra; az {X =Y = k} események
paronként kizardak és uniéjuk megegyezik az {X =Y} eseménnyel. Ezért

oo o

PX=Y)=) PX=Y=k) =) PUX =k}n{Y =k}).
k=1 =

Tetszéleges k esetén az {X = k} és az {Y = k} események fiiggetlenek, hiszen a kisérleteket egyméstol

fliggetleniil ismételjiik és igy az, hogy az els6 fejig hany dobas kellett, nem befolyasolja azt, hogy az

els6 fej utan a masodik fejig még hany dobas kell. Ezért

S PUX = Bn(Y = k}) = SOPX = K)P(Y = 1) = 3 p(1—p)* Tp(1—p)* | B ON
k=1 k=1 k=1 k=1

A kapott végtelen Osszeget olyan alakra hozzuk, hogy a végtelen mértani sor Osszegképletét tudjuk
hasznalni, igy

S 6) RO TR S0

=0 =0

p=1—p=1/2

Q| =~
W=

adddik a keresett valdszintiségre.
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11.

12.

13.

Jelolje X az egy adott napon beérkezé reklaméciok szamat. A kérdezett valdsziniiség: P(X > 3), a
feladat szovegébdl P(X = 0) = % = 0,1. Mivel egy X\ paraméterti Poisson-eloszlas 0. tagja po = e,
ezért esetiinkben ennek a kifejezésnek az értéke 0,1. Innen M-t kifejezhetjiik: A = —In0,1 =1In 10

Figyelembe véve, hogy a Poisson-eloszldst valészinliségi valtozo értékkészlete {0,1,2,3,...},
P(X>3)=1-P(X=0)-P(X=1)-P(X=2)=1-01-Xde*-2er=1-01-X-01-20,1
=1-01(1+2+4) =1-01(1+m10+ %) ~ 0,4046

Legyen az X valészinliségi valtozé a levert akaddalyok szama. Mivel a levert akadalyokbdl sok van és
az események bekovetkezése egymastdl fiiggetlen, igy X Poisson-eloszlasi A paraméterrel. A feladat
szerint tudjuk, hogy P(X = 0) = 0.05, igy az e = 0.05 egyenletet kell megoldanunk, amibél kapjuk,
hogy két tizedesjegyre kerekitve A = 3. A feladat szerint keresett valdsziniiség

PIX<3)=PX=0)+PX=1)+PX=2)+P(X =3) =
9 27
=e P +3e + e+ e = 0.6472.

2 6
A futdversenyen egy tetszéleges versenyzdbe belekeriil$ kullancsok szama egy X valOszinliségi valtozod,
amely kozelitéleg Poisson-eloszlasi (mert sok kullancs egymdstél nagyjabdl fiiggetleniil, nagyjaboél
azonos valosziniiséggel keriil bele egy versenyz6 testébe), valamilyen A > 0 paraméterrel. Tovabba
abbdl, hogy 300 versenyz6 talalt magaban egy kullancsot és 75 versenyzo kettdt, a valdszinliségek
aranyat a relativ gyakorisdgok ardnyéval kozelitve az is kovetkezik, hogy P(X = 1) nagyjabdl = 4-
szer annyi, mint P(X = 2). Abbdl kiindulva, hogy ez nemcsak kozelités, hanem pontos egyenléség, azt

kapjuk, hogy
P(X =1) =X} =4P(X =2) =4(=e),

vagyis A = 4\?/2, azaz A\ = 1/2 a Poisson-eloszlés paramétere.

Jelolje N a versenyzok szamat. Azt a kozelitést hasznélva, hogy a relativ gyakorisag a valdszintiség és
N szorzataval pontosan megegyezik, azt kapjuk, hogy

N
Nie ™ = 56_2 = 300

(és N )‘;e_A = 75, de ez A = 4)\?/2 miatt ekvivalens az el6z6 egyenlettel). Ebbdl N-t kifejezve N ~
989,2328 adddik, azaz (egész szamra kerekitve) az a becslésiink, hogy 989-en indultak a versenyen.



