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1. Gyakorlat
Eseményalgebra, klasszikus és geometriai valoszinliségi mezd, Poincaré-formula, kombinatorika
Végeredmények /megoldasok

1. Eseménytérnek véalaszthatjuk pl. a 2 elemii F'—I sorozatok halmazat, ahol az elsé betli az elsé, a méa-

sodik betii pedig a mésodik érmedobés eredményét adja meg (F'=fej, [=irds): Q = {FF,FI,IF,11}.
Tehat 4 elemii az eseménytér. Minden dobédsnal a fej és az iras is azonos valészintiségi, igy ha 2 minden
részhalmazat eseménynek tekintjiik, akkor minden elemi (azaz egyelemil) esemény valdszintisége 1/4,
altaldban pedig egy k-elemii eseményé k/4, ahol k € {0,1,2,3,4}.
Ez tehat klasszikus valdsziniiségi mez6. Ha viszont eseménytérnek az Q = {0, 1,2} halmazt vélaszta-
nank (és Q minden részhalmazat eseménynek tekintenénk), ahol a kimenetel a dobott fejek szamét
adja meg, akkor nem klasszikus valészinliségi mez6t kapnank, ugyanis P({0}) = P({2}) = 1/4, de
P({1}) = 1/2, vagyis nem minden elemi esemény valészintlisége azonos.

2. (Csak végeredmény.)
a) igen, b) igen, 0
c) igen, pl.: A\B d) nem lehetséges

(Indoklas a d)-re: konnyen ldthat6, hogy a d)-beli esemény A N B egy valédi, nem iires részhalmaza.
AN B-nek azonban az () az egyetlen olyan valédi részhalmaza, ami A-bdl és B-bél a szokésos halmaz-
miiveletekkel kifejezhetd.)

(Megjegyzés: Q és () valoban kifejezhetd A-val és B-vel. Pl: Q = AU A, ) = AN A.)

3. (Csak végeredmény).
a) pl: BiNA7;NKa b) pl.: B1U By U Bg
c) pl: KaU Ko d) pl.: BgﬂU?ZQAiﬂU%ggAi
e) pl.: Bs N Uy A; NUYg A; (Osszesen 4-4 db van)  f) nem lehetséges

4. a) A C B (mert ha egy kimenetel A-ban benne van, akkor A = AN B miatt A N B-ben is benne van,
vagyis A-ban és B-ben is, tehat B-ben is).
b) B C A (mert ha egy kimenetel AU B-ben benne van, akkor A-ban is benne van. A U B-ben pont
azok a kimenetelek vannak benne, amik A-ban vagy B-ben benne vannak. Mivel ezek mind A-ban
vannak, B C A).
c) AN B =, mert ha A-t elmetssziik B-vel, nem veszitiink belSle egy elemet sem, tehdt A minden
eleme B-ben van, méas szavakkal: A-nak egy eleme sincs B-ben.
d) A = B. Ugyanis ha lenne A-nak olyan eleme, ami B-ben nincs benne, az A U B-ben lenne, de
AN B-ben nem. Hasonléan B-nek sem lehet olyan eleme, ami A-ban nincs benne. A és B elemei tehét
ugyanazok, vagyis A = B.

5. Mivel B C C, P(AN(BUCQ)) = P(ANC) = P( az dsszeg 7 és nincs koztikk hdrmas). Ha Q-nak
az {1,2,3,4,5,6}3 = {(a,b,c)| a,b,c € {1,...,6}} Descartes-szorzatot valasztjuk, akkor (klasszikus
valészintiségi mez6t kapunk, ahol)

P(ANT) = {(1,1,5),(1,5,1),(5,1,1),(4,2,1),(4,1,2),(2,4,1),(2,1,4),(1,4,2),(1,2,4) }| 1

216 24"

P((AUC) N B) = B(AUC) = B(C) + P(A\C) = 1 — P(C) + P(AN T) = 218 _2125) L

(itt P(C) = £22, mert a C szerint kedvezd esetekben mindharom dobds 5-féle lehet).

1

6. 5
Legyen a két szdm z,y € [0,1], ekkor (z,y) € [0,1]?> =: Q, geometriai valészintiséget hasznalunk.
Legyenek A és B események. Mivel az egyik szam tobb, mint kétszerese lesz a masiknak: A = {x > 2y}
vagy B = {y > 2x}. A megfelel§ egyeneseket, illetve az egyenl6tlenségeknek megfeleld teriileteket az 1a.

grafikon abrazolja.
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fgy P(AUB) =
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7. 3

Legyen a két szam x € [0,2], és y € [0, 3], ekkor (z,y) € [0,2] x [0, 3] =: Q és geometriai valésziniliséget
hasznédlunk. Legyenek A, B és C' események. Akkor szerkesztheté haromszog, ha mindhdrom oldalanal

hosszabb a masik kett6 Osszege, azaz ha

A={z+y>1} — A={y>1—-x}
B={x+1>y} — B={y<l+z}
C={y+1>2} — C={y>z—-1}

A megfeleld egyeneseket, illetve az egyenl6tlenségeknek megfeleld tertileteket az 1b. grafikon abrazolja.

Thasznos 3 1

fgy PLANBNC) = = =5

2
8. —

Té’)sszes 2-3

fegyen Q) az egység sugaru korlap, geometriai valdszinliségi mez6t hasznalunk. A kor tertilete Tysgpes =
To = 1?27 = 7. A kedvezd teriilet a korbe irt négyzet teriilete. Ezen négyzet atldja a kor atmérdje,
amelynek hossza a sugar kétszerese, vagyis 2. Ezért a négyzet teriilete pl. a deltoid teriiletképlete
alapjan Tiedvezs = 2 X 2/2 = 2 (természetesen mashogy is kiszdmithato). gy a keresett valésziniiség

P(a pont a négyzet belsejébe esik) = Thedvens — =

Osszes

2
3
(0,0) €

™

[0,1]2 =: Q és geometriai valésziniiségi mezét hasznalunk. A mésodfokt polinomnak akkor

nincs valés gyoke, ha a hozzd tartozé diszkrimindns D = (—2b)? — 4a - 1 = 4b*> — 4a negativ, azaz
b%2 < a. Mivel 0 < b, ez akkor teljesiil, ha b < \/a.

1

fol Vada {a:s/ﬂ 0o_ 2

Thasznos

gy P(p-nek nincs valés gyoke) = = = =_

Tésszes 1 3 / 2 3 .
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10.

11.

12.

~

50 25
Megolddsvdzlat: P(A) = —+~ = 0.0482, P(B) = —0) = 0.0278, P(AN B) = %) = 0.0012, ezekbdl
(5 ) (5) (5)
(5)
Poincaré-formuldval P(A U B) = 0.0748, P(B N C) = —g5- = 0.0086, végiil Poincaré-formuldval (mivel
31 ( > ) 16
P(C) = ( ) P(ANC) = Eg — 0.0039 és P(ANBNC) = 9; —9.939-10%) P(AUBUC) = 0.3587
(illetve ha a5korébbi kerekitett é?tékekkel szdmolunk, akkor 0.3586 j6 IE i)

A
\_/
SA

Eseménytérnek megfelel példaul az Q = {FF,FI,IF,I1}" Descartes-szorzat, ezt hasznalva klasszi-
kus val6sziniiségi mez6t kapunk (ldsd 1. feladat), ahol minden elemi esemény valésziniisége 1/4™.
Legyen A az az esemény, hogy a dobasok soran mind a "két fej", mind a "két irds" esetekkel talalko-
zunk. Tegyiik fel, hogy a pénzérmék megkiilonboztethetéek. Ekkor A = {soha nem dobunk két fejet}U
{soha nem dobunk két irast}. Ahhoz, hogy soha ne dobjunk két fejet, mind az n dobasnél vagy mind-
két pénzérmének fejet kell mutatnia, vagy az elsének fejet és a masodiknak irast, vagy a masodiknak
fejet és az elsének irdst, igy ennek a valésziniisége 3" /4™. Hasonléan annak a valészintisége, hogy soha
nem dobunk két irdst, szintén 3"/4™. Ahhoz, hogy az el6bbi két esemény metszete bekovetkezzen,
vagyis se két fejet, se két irdst ne dobjunk soha, mind az n dobasndl az elsé pénzérmének fejet és a
masodiknak irdst kell mutatnia, vagy forditva igy ennek a valdszintisége 1/2". A Poincaré-formula
szerint tehdt P(4) =1 —-P(A) =1-2- 32 + L.

a) A két halmazos Poincaré-formulat dtrendezve adédik, hogy P(AN B) = P(A) + P(B) —P(AU B).
Mivel P(A) +P(B) =1,3éP(AUB) <1, ezért P(ANB) >1,3—-1=0,3.

b) Alkalmazzuk az AN B és a C halmazokra a két halmazos Poincaré-formulat: P((AN B) U C) =
P(ANB)+P(C)—-P(ANBNC). Az a) feladat eredményét felhasznilva P(ANB)+P(C) > 1,2. Tehat

1>P(ANB)UC)>12-P(ANnBNC(C),

amibél P(AN BN C) > 0,2 adédik.

13.

14.

15.

16.

Ha legalabb hidrman célba érnek, akkor az els6 helyezett 22, a masodik 21, a harmadik 20 versenyz&
koziil kertilhet ki. Ha csak ketten érnek célba, az els6 helyezett 22, a masodik 21 versenyz6 kozil keriilhet
ki (mindenki més co-edik lesz). Ha csak egyvalaki ér célba, ez a 22 versenyz6 egyike lehet. Végiil ha senki
nem ér célba, az csak egyfajta sorrendet eredményezhet. Igy az eredmény 22-21-20+22-21422+1 =
9725.

Eseménytérnek valasszuk az {1,...,2n} halmaz permutdciéinak Ss, halmazit. Ennek (2n)! eleme
van (ez az Osszes eset szama), és mlnden permutdci6 valasztésa 1/(2n)! valésziniiségii. Ha rogzitjiik,
hogy melyik két helyre keriil a két megjelolt elem, a tobbi elem sorrendje (2n — 2)!-féle lehet (attél
fiiggetleniil, hogy a két megjelolt elem pontosan hol van). Végiil a kedvezd esetek azok, ahol a két
megjelolt elem egyméas mellett van. Ezek az elemek lehetnek az 1. és a 2., a 2. és a 3., ..., vagy a
2n — 1-edik és 2n-edik helyen, ez 2n — 1 lehet6ség. Tovabba ha tudjuk, hogy melyik helyeken vannak,
a két elem sorrendje mindig kétféle lehet. Igy a kedvezd esetek szdma 2 - (2n — 1) - (2n — 2)!. Tehét a
keresett valdsziniiség
2-2n—1)-2n—-2)!  2-(2n—1)-(2n —2)! 1

(2n)! C2m-(2n—1)-2n—2)!  n’

Megolddsvdzlat. Mivel ahhoz, hogy mindig rosszul valaszoljon a hallgaté, minden kérdésnél a 3 rossz

valasz koziil kell valasztania, ennek a valdszinlisége 410 = 0.0563. Ahhoz, hogy ne valaszoljon jél
legalabb 3 kérdésre, legfeljebb 2 kérdésre valaszolhat jol. Annak a valdsziniisége, hogy pontosan 1

kérdésre valaszol jol, 10 1 = 0.1877, annak pedig, hogy pontosan 2 kérdésre valaszol jol, ( ) 4: 412 =
0.2816. Igy annak a Valoszmusege, hogy legalabb 3 kérdésre jol vilaszol, 1 —0.0563 — 0.1877 — 0.2816 =

0.4744.

Szamozzuk a hazasparokat 1-t61 10-ig. Egy lehetséges kimenetelt azonosithatunk azzal, hogy minden 1
és 10 kozti szamhoz hozzarendeljiik azt, hogy az adott sorszdmu hazasparban 1év6 férfi hanyas sorszami
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17.

hézasparban 1évé nével tancolt. Igy a [10] = {1,...,10} halmaz 6sszes permutéciéinak Syo halmaza
lesz a lehetséges kimenetelek halmaza, és klasszikus valdsziniiségi mez6t kapunk, ahol az 0sszes elemi
esemény szama 10!.

A kedvez§ eseteknek azok a permutéciok felelnek meg, amelyek a [10] halmazbdl pontosan 7 elemet
rendelnek 6nmagahoz (6k felelnek meg a sajat feleségeikkel téncolé férjeknek). Ezt a 7 elemet (170)—
féleképpen vilaszthatjuk ki. Ha kivalasztottuk ezt a 7 elemet, akkor a maradék 3 hazaspar tagjait ugy
kell tancosparokra osztani, hogy ne legyen koztiik egyiitt tancolé hazaspar, vagyis a permutacié ezek
3 elem egyikéhez sem rendelheti 6nmagat. Ezt mindig 2-féleképpen tehetjiik meg. (Pl ha az 1., 2. és
a 3. az érintett 3 hazaspar, akkor az egyik lehetOség az, hogy az 1. férj a 2. feleséggel, a 2. férj a 3.
feleséggel és a 3. férj az 1. feleséggel tancol, a masik pedig az, hogy az 1. férj a 3. feleséggel, a 2. férj
az 1. feleséggel és a 3. férj a 2. feleséggel.) Igy tehat (170) - 2 kedvezd eset van, ezért a végeredmény

(7)2 _
= = 0,00006138.

1. megoldasi maodszer: ha a szelvények sorrendjét figyelembe vessziik.

Mind a 20 lottdszelvény (950)—féleképpen tolthet6 ki a tobbi szelvény kitoltésétol fiiggetlentl, igy az

. . 20 . g ” . .
eseménytér (950) elemti (a valdszintiségi mezd pedig klasszikus).

a) A kedvezd esetek szama éppen a (950) lehetséges kitoltés 20-adosztalyi ismétlés nélkiili variacidinak
90 90

( 5 )"'('{')55)()3())_19) .

b) (270)—féleképpen valaszthatjuk ki azt a 7 szelvényt, amelyben van 7-es. Ezen szelvények koziil sor-

rendben az els6 (849)—féleképpen tolthetd ki (89 db lehetséges szambdl valasztjuk ki a 4 db, 7-estdl

kiillonbozé kivalasztott szdmot), a mésodik (849 ) — 1-féleképpen stb., végiil az utolsé (849 ) — 6-féleképpen.

A t6bbi 13 szelvény lehetséges kitoltéseinek szamat az a) feladathoz hasonléan leszamldlva adodik a

(270)'(849)""'((849)76)2'§859)""'((859)712) .

90

szama, igy a keresett valészinliség

végeredmény:

2. megolddsi modszer: ha a Sszelvények sorrendjét nem vessziik figyelembe.

Mind a 20 lottészelvény (950)—féleképpen toltheto ki a tobbi szelvény kitoltésétol fiiggetleniil, és mivel a
sorrend nem szamit, két kitoltés egyenlének szamit, ha csak a szelvények sorrendjében kiilonboznek,
ami 20!-féle lehet, az eseménytér (950) 20 /20! elemi (a valészintiségi mez6 pedig klasszikus).

a) A kedvezd esetek szama éppen a (950) lehetséges kitoltés 20-adosztalyd ismétlés nélkiili varidciéinak

((2))

2020

90 .

&

b) A kedvezd esetekben a 7-est tartalmazo kitoltésekbol valasztunk 7 db-ot, ezekbdl (849) darab van,

a T-est nem tartalmazokbol pedig 13 db-ot, ezekbdl (%) darab van (ldsd az 1. megoldds b) részét). A

T-est tartalmazdk valasztasa nem befolydsolja, hogy melyik 7-est nem tartalmazdékat valaszthatjuk (és

(@) ()

90 :
=

szdma, igy a keresett valosziniiség

89 89

viszont), igy a kedvez esetek szdma ((é)) . ((153)), tehét a keresett valészinliség




