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11. gyakorlat
Figgetlen normalisok 6sszegének tulajdonsagai, Csebisev-egyenlOtlenség.
Statisztikai alapfogalmak, rendezett mintak, empirikus eloszlasfliggvény
Végeredmények és megoldas(vazlat)ok

1. (a) (6 pont)
(141 pont) Sztenderdizalunk (ezt nem muszaj szovegesen odairni):

X —E(X) _ 05—E(X) X-1_05-1

P(X > 0,5) =P( D(X) > D(X) = 3~ 3

)

(a két 1épés Osszevonhatd, ha a masodik jo)
(1 pont) = P(Z > —1/6), ahol Z ~ N(0;1) (az 1/6 helyett 4 értékes jegyre kerekitett numerikus
eredmény is jo)
(1 pont) =P(Z < 1/6) = ®(1/6) (elég a kettd kozill az egyik, és nem kell a folytonossigra hivatkozni,
mert a stliriiségfiiggvény szimmetridja miatt a két integral ugyanaz)
VAGY: =1-P(Z < -1/6)=1—-®(-1/6) =1— (1 —P(1/6)) = (1/6) (a P jelolés nem kotelezd,
és a folytonossigra itt sem jar pont, mert az egészre Gsszesen 1 pont jar, emiatt barmelyik 1épésben
szabad valtani a < és a < kozott)
(1 pont) ~ ®(0,17)
(1 pont) ~ 0,5675.
(Ne vonjunk le pontot, ha csak az a baj, hogy valamelyik ~ helyett =-t ir. Az utolsé két 1épés Ossze-
vonhaté, ha el6tte az 1/6 mar megjelent ES j6 a kiolvasott végeredmény:.)
(b) (11 pont)
(2 pont) cov(X 4 2Y, X —4Y) = cov(X, X) +2cov(X,Y) — 4cov(X,Y) — 8cov(Y,Y).

—_——— ———

=D?(X) =D?(Y)

(Ebbél 1 pont, ha a bilinearitast j6l hasznalja, ehhez elég 4 helyes tagra bontani az 6sszeget tovabbi
egyszerisitések nélkiil. Még 1 pont, ha a konstans szorzdkat is jol emeli ki, a szimmetriat jol hasznéalja
és tudja, hogy egy val. valtoz6 dnmagaval vett kovariancidja a szérasnégyzete.
(1 pont) cov(X,Y) =0,
(1 pont) mert fiiggetlenek.
(1 pont) Ezért (mivel a szordsnégyzet a normalis eloszlds masodik paramétere — erre nem jar pont,
mert benne van a nevezetes eloszlas tablazatban) cov(X +2Y, X —4Y) =9-8-16 = —119.
(Ha minden sziikséges részeredmény szerepelt mar, akkor itt elég a végeredmény.)
(0 pont) A korrelacié meghatirozasdhoz most kiszdmitjuk X + 2Y és X — 4Y szérasait is.
(1 pont) Mivel X és Y fiiggetlenek,
(1 pont) D*(X +2Y) = D*(X) + D?(2Y)
(1 pont) = D*(X) +4D*(Y) = 9+ 64 = 73 (Ha a sor eleji 1épés megvan, akkor ez a pont az elézével
Osszevonhaté, de ha a végeredmény nem jo, akkor csak az el6zd pont jar.
Ha pedig az el6z6 1épés végéig megvannak a részeredmények és a végeredmény jo, akkor higgyiik el,
hogy igy szdmol, de rossz végeredmény esetén ez az egy pont nem jar).
(0 pont) Hasonléan (itt mar nem muszdj a fiiggetlenségre hivatkozni)
(1 pont) D*(X —4Y) = D*(X) + D?(—4Y)
(1 pont) = D*(X) +16D*(Y) = 9+ 16-16 = 265 (ha minden korabbi részletszamolas jo, akkor itt mar
elég a végeredmény).
(0 pont) arra, hogy a szdras a szérasnégyzet négyzetgyoke. Erre mér a 2. (b)-ben adtunk pontot. Aki
ott nem kapott ra pontot és itt leirta ezt, utélag kérhet a 2. feladatra 1 pontot.
(1 pont) Tehat corr(X + 2Y, X —4Y) = 5&%;2)3();__42;)) = \/%'1\1/‘3% ~ —0,8556 (ha mar minden
részeredmény megvan, akkor a korrelacié altaldnos képlete utan elég a numerikus végeredmény, akkor
is OK, ha csak a szérasnégyzetek vannak meg és nem a szorasok. Az altalanos képlet helyett pedig
elég a konkrét esetbeli képlet, ha azonosithaté a benne szerepld szamok szerepe).
(c) (3 pont)
(1 pont) Fiiggetlen normalisok Osszege normadlis és a paraméterek Osszeaddédnak. Normadlis linedris
transzforméltja normélis (vagy konstans — ezt nem kell odairni).
Ezekre 6sszesen 1 pont jar. Ezek altaldnos paraméterekkel is kifejezhet6ek, de ez a pont csak akkor
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jar, ha hivatkozik a fliggetlenségre is. Ha nem irja le, hogy a paraméterek Osszeadédnak, de kés6ébb
Osszeadja 6ket, akkor ez a pont is jar. Ha nem hivatkozik a linearis transzformaciéra, de kimondja,
hogy 2X normalis eloszlast és minden mas rendben van, akkor is adjuk meg ezt az 1 pontot.

(1 pont) Tgy 2X ~ N(2;36), mivel az eloszlds elsé paramétere E(2X) = 2E(X) = 2, a masodik
D?(2X) = 4D?*(X) = 36 és

(indoklés nélkiil ez az 1 pont nem jar, de ha annyit odair, hogy az els6 paraméter a varhat6 érték és
a masodik a szdras, és j6 numerikus eredményt ad, akkor fogadjuk el ezért az 1 pontért a megoldast)
(1 pont) 2X +Y ~ N(4;52).

Az, hogy 2X milyen eloszlast, nem sziikséges, amennyiben szerepel, hogy normalis linedris transzfor-
maltja normalis; ebben az esetben elég a 2X varhato értékére és szérasnégyzetére vonatkozd indoklés
(ami Gsszevonhat6 ugyanezzel a 2X + Y-ra vonatkozoan, ha részletesen indokol).

2. Fiiggetlen normalis eloszlast valészintiségi valtozok Osszege normalis eloszlasy, és a paraméterek Ossze-
adédnak. Ezért X; + Xo + X3 ~ N(3u,30?). (Megjegyzés: kénnyen ellendrizhetjiik a varhaté érték
linearitdsa alapjan, hogy E(X; + X2 + X3) = E(X1) + E(X2) + E(X3) = 3u, és mivel fliggetlenek,
D?(X1 4+ Xo + X3) = D?(X;) + D?(X3) + D?(X3) = 302. A fenti elsé mondatban ehhez képest csak az
az ijdonsag, hogy az Osszeg is normalis eloszlast.)

Tovabba a varhaté érték linearitdsa miatt E(X; + Xo + X3 — 3p) = E(X; + Xo + X3) — 3pu = 0,

vagyis (22Xt Xs=30) oyintén 0. A szordsnégyzet eltolds-invarians (additiv konstans nem szdmit)
V3o ’

tehat D?(X, + Xy 4+ X3 — 3u) = D*(X; + X2 4+ X3) = 302, tovabbé DQ(%) = 5 D?(X; +
?(2+X3—3M) =1.
Igy tehat, mivel normalis eloszlast val. valtozé linedaris transzformaltjai is normaélisak, ezért
X1+ Xo+ X3 —3u
~ N
V3o

(0;1).

Tovabbé ) )
CcCov 1 cov 1,
corr(X1,Y) = 5 DY) o1

A kovariancia azonossagai (bilinearitds, eltolas-invariancia/additiv konstans nem szamit) alapjan

X1—|—X2+X3—3,u X1+X2+X3)_ 1
V3o V30 V3o

Itt cov(Xy, X1) = D?(X;) = 02, a mésik két kovariancia pedig 0, mert X fiiggetlen Xo-t61 és X3-t61

is. Igy cov(X1,Y) = %, a végeredmény pedig corr(X1,Y) = % ~ 0,5774.

cov(X1,Y) = cov(X7,

) = cov(X7,

(COV(Xl, X1)+COV(X1, XQ)-I-COV(Xl, Xg))

3. a) X és Y fiiggetlenek, igy cov(X,Y) = 0. Tovabba X és Y standard normalis eloszlastak, igy D?(X) =
D*(X) cov(X,Y) ) ( 10 )

D2(Y) = 1. Igy a kovarianciamatrixuk =
) &Y < cov(X,Y) D?(Y) 0 1

b) A varhat6érték-vektor m = , 2 pedig az elébbi kovarianciamatrixhoz hasonléan adddik,

E
E(V)
csak (X,Y) helyett (U, V)-vel.

A véarhaté érték linearitdsa miatt E(U) = E(3X —2Y +1) =3E(X)—-2E(Y)+1=3-0+2-0+1=1
ésE(V)=E(7TX —5Y —3) =T7TE(X) —5E(Y) —3 = —3 (mivel X és Y standard normalis eloszlastak,
tehat a varhaté értékik 0).

A kovariancia azonossdgai (bilinearitéds, eltolas-invariancia/,additiv konstans nem szamit”) és az a)
feladatban kiszamoltak alapjan

cov(U,V) =cov(3X —2Y +1,7X — 5Y — 3) = cov(3X — 2Y,7X —5Y)
=3-T-cov(X,X)—2-T-cov(Y,X)—3-5-cov(Y,X)+2-5-cov(Y,Y)
=21D*(X) -0 -0+ 10D*Y) = 31,

valamint mivel fiiggetlen valdsziniiségi valtozok Osszegének szorasnégyzete a szérasnégyzeteik Osszege,
a szérasnégyzet azonossagait hasznalva

D?(U) = D*(3X —2Y +1) =D?(3X + (—2Y)) = 9D*(X) +4D*(Y) =9+4=13
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és
D?(V) =D*(7X — 5Y — 3) = D*(7X + (=5Y)) = 49D*(X) + 25D*(Y) = 49 + 25 = 74.

i K anciamatri 13 31
gy a kovarianciamétrix | 5, -, |-

c¢) Ismét a kovariancia bilinearitdsat hasznalva

cov(—=2U + V, 12U — 5V) = =2 - 12cov(U,U) + 2 - 5 - cov(U, V') + 12cov(U, V') — 5cov(V, V)
=22-31 - 24D*(U) —5D*(V) = 682 —24 - 13 — 5 - 74 = 682 — 312 — 370 = 0.

d) Igen, mivel —2U 4V és 12U — 5V is az X és Y fliggetlen normélis eloszlast valdsziniiségi valtozok
linearis kombindaciéi (ugyanis U és V definicidja szerint —2U +V = —2(3X -2Y +1)4+7X —-5Y -3 =
X-Y-5és12U—-5V =12(3X —-2Y +1)—5(7X —-5Y —3) = X +Y 427) és a c) alapjan korreldlatlanok,
ezért fliggetlenek is.

4. (a) (19 pont)
(1 pont) Tudja, hogy a varhatéérték-vektor koordinatai E(U) és E(V) a koordinatai a konkrét val.
vektorvaltozo esetén.
1 pont) E(U) =E(X) +E(Y)
1 pont) =1—2=—1 (itt mér elég a végeredmény).
1 pont) E(V) = (X) — QIE(Y)
1pont) =1-2-(-2)=
D*(X

0 pont) Tehat pu = 1)

(

( ) =

( )

( ) =

( )

(1 pont) D*(U) +Y) =D?*X) +D*Y)

(1 pont) —4—1—1-5

(1 pont) mert fiiggetlenek.

(0 pont) Hasonlban a fiiggetlenség miatt

(1 pont) D ( ) =D?(X —2Y) = D*(X) + D?(—2Y)

(1 pont) = D?(X) 4 4D?*(Y) = 8 (az eléz6vel 6sszevonhatd)

(1 pont) (Mivel a kovariancia bilinedris — ezt nem kell odairni) cov(U,V) = cov(X + Y, X —2Y) =
cov(X, X) + cov(X, —2Y) + cov(Y, X) + cov(Y, —2Y)

(1 pont) = cov(X, X)—2cov(X,Y)+cov(Y, X)—2cov(Y,Y) (az el6zével dsszevonhatd, indoklas nélkiil

is).
1 pont) cov(X, X) = D?(X)
1 pont) = 4.

)
)
1 pont) Hasonléan cov(Y,Y) = D*(Y) = 1 (itt mér elég a végeredmény és nem jar pont az indoklésra).
1 pont) cov(X,Y) = cov(Y,X) =0,
)
)
) (

1 pont) mert fliggetlenek.
1 pont) Tehat cov(U,V) =2

b) (1 pont) (1 pont) Mivel cov( # 0, ezért U és V nem fiiggetlenek.
(¢) (3 pont)

1+1+1 pont) A regressziés egyenes {(u,v) € R*: v = Bu + a}, ahol § =
a=E(\V)-BEU)=5-2-(-1) = Z(=54).
Ha a képleteket tudja, de nem vagy rosszul helyettesiti be, akkor max. 2 pont. Nem baj, ha csak az
egyenes egyenlete szerepel és nem a ponthalmaz. Viszont ha csak az egyenes képlete van anélkiil, hogy
B és a meg lenne adva, vagy mindkét paraméter rosszul van megadva, vagy nem deriil ki, hogy honnan
jon ki, akkor 0 pont. (u,v) helyett (x,y)-nal is j6 természetesen.

(d) (6 pont)

(1 pont) E(U%(2V +1)|U) = U2E(2V + 1]U),

(1 pont) mert... (valahogy hivatkozik a regresszié megfelel6 tulajdonsagara, pl. ismert informaci6 ki-
emelése, taking out what is known stb.)

(
(
(
(
(
(

(1 pont) Tehat a kovarianciamatrix ;

cov(U,V) _
D*(U)

= 2(=04) ¢
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(I pont) EQV+41|U) = 2E(V|U)+1 (nem kell indokolni, de nyilvan a feltételes varhatoé érték/regresszio
linearitdsa miatt).

(1 pont) Végiil E(V|U) = 2U + Z,

(1 pont) mert fiiggetlen normalisok Gsszegei/linedris kombindciéi (itt: U =X +Y,V = X —2Y — ezt
nem kell odairni) esetén E(V|U) megegyezik V-nek U-ra vett linedris regresszijaval (elég: a regressziod
a linedris regresszid, viszont ha nem emliti a normalitast és fliggetlenséget, akkor ez a pont nem jar.
(1 pont) Osszefoglalva tehét: E(U2(2V + 1)|U) = U?(2- (23U + &) + 1) (nem kell ennél szebb alakra
hozni, de lehet: %U?’ + %UQ).

P(X <Y)=P(X-Y <0)=P(X + (-Y) <0).

Mivel Y ~ N(4;3), ezért —Y ~ N(—4;3) (mert normalis eloszlast val. valtozo linedris transzformaltja
normalis és E(—Y) = —E(Y), D*(—Y) = D*(Y)). Tehat mivel X és Y fiiggetlenck, X és —Y is
fiiggetlenek, X —Y = X +4(—Y') is normalis eloszlasu, az 6sszegiik is normalis eloszlast és a paramétereik
osszeadodnak (lasd 8. feladat), vagyis

X —Y ~N(1;5).

Igy X — Y-t a szokdsos médon standardizélva és a normalis eloszlas tablazatat hasznélva azt kapjuk,

hogy
X-Y-1 0-1 1
PX<Y)=PX-Y<0)=P < = P(——=)=1-®(1/V5) =~ 1-d 0,45) ~ 1-0,6736 = 0,3264.
(X <¥)=P( )= B(T e <) = R ) = 1-8(1/VE) ~ 1-0(0.45)
T ~04472
~N(0;

6. Jeldlje X az egy idGegység alatti lekérések szamat. Vegyiik észre, hogy
P(40 < X < 60) = 1 — P(X <40 vagy X > 60) = 1 — P(|X — E(X)| > 10).
A feladat szovege alapjan E(X) = 50 és D(X) = 5, tehat D?(X) = 25. Ezért Csebisev-egyenlStlenséggel

D*(X) 25 1
< —=-=.
102~ 100 4

P(|X —E(X)| > 10) <

Igy tehat P(40 < X < 60) >

A oo

7. a) Tudjuk, hogy egy kockadobés eredményének varhaté értéke 3,5, szérasnégyzete pedig 35/12. Igy ha
X1, ..., X fiiggetlen kockadobésok eredményei, akkor E(3°19, X;) = 210 B(X;) = 3565 DX (02, X;) =
2 D?(X;) = 10D*(X;) = 330, Legyen X =312, X.

a) Csebisev-egyenlétlenséggel

D?(X 12
P(24 < X <46) =1-P(|X —E(X)|>11)>1— 1(12 ) _ 1— 35101/2 ~1—0,2410 = 0,7590,

ami nem tul j6 becslés, mivel kb. 0,2-vel elmarad a CHT &ltal adott, igen pontos kozelitéssel helyes
értéktol.

b) Ugyanigy szdmolva Csebisevvel
D?(X) 350/12

P31 <X <30)=1-P(X ~E(X)[24) 21— — 37 =1 "5 ~ 118220 = 08229,

tehét trividlis (negativ) alsé korldtot kapunk a vizsgédlt valdszintiségre.
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8. T, = T13 = 3 (a mintaelemek szdmtani kozepe); s} = si5 = \F 1.3540 (az el6adason elhang-
zott /képletgytijteményben szerepl (s;)? = L= 3" | (x; — Tp,)? képlet szerint, s, ennek a négyzet-
gyoke); az empirikus medidn 7 = 3 (mivel paratlan sok elem van, definicié szerint az empirikus
medidn a mintaelemeket névekvé sorrendbe rendezve a kozéps6 elem); modusz a 2, a 3 és a 4 is (ezek
a leggyakoribb elemek, holtversenyben); 5 = 3 (a mintaclemeket névekv sorrendbe rendezve ez a
8. elem); az empirikus eloszlasfiiggvény = € R pontbeli F)'(z) értéke definicié szerint mindig az z-
nél kisebbﬁnintaelemek szama leosztva n-nel, vagyis az 6sszes mintaelem szamaval, esetiinkben tehat
F5(5) = IES

9. a) Az atlagfizetés (a mintaelemek szamtani kozepe) 437,5 petak, a médusz (a leggyakoribb mintaelem)
200 petak. Mivel a mintaelemek szdma paros, az empirikus median definicié szerint most a nagysag
szerinti két kozéps6 mintaelem atlaga, azaz szintén 200 petdk.

b) Az el6z6vel analég szamoldssal kapjuk, hogy az atlagfizetés 625 437,5 petdkra novekszik, az empi-
rikus medidn és a médusz marad 200 petak.

Az dtlag és a medidan viselkedésével kapcsolatban az a) feladat alapjan azt ldtjuk, hogy pozitiv mintaele-
mek esetén akdr egyetlen kiugréan magas mintaelem is felhizhatja az dtlagot. Az adott alkalmazdsban
ezért megtévesztd lehet az dtlagfizetést dgy interpretdlni, mint az egyes dolgozok tipikus fizetését, mert
akdr az is lehetséges (és a példdban igaz is), hogy egy kivétellel mindenki kevesebbet keres ennél. Ezzel
szemben a medidn valdban azt mutatja, hogy a rendezett mintdban a kozépen dllé mintaelem (vagy
pdros mintaelemszdm esetén a két kézépsdnek az dtlaga) mekkora. Tehdt ezt az adott példdban valoban
jogosan interpretdlhatjuk tipikus/az adott populdcidban kozepes fizetésként.

A b) feladatban az dtlag és a medidn hasonldé viselkedését ldthatjuk, kiegészitve azzal, hogy egy minta-
elem megudltozdsa esetén melyik hogyan valtozik. A mintadtlag eqy mintaelem szélséséges megnoveke-
dése utan maga is szélséségesen nd, ha a mintaelemszam kicsi. Ezzel szemben a medidn a kis minta-
elemszdm ellenére nem vagy alig vdltozik. Ugy is szokds ezt mondani, hogy a medidn robusztusabb az
dtlagndl az egyes mintaelemek ingadozdsdra (vagy djonnan érkezd szélséségesen nagy mintaelemekre)
nézve.

10. (a) Az eléadédson elhangzottak szerint F' eloszlasfiiggvényti fae. mintaelemek esetén nF:(z) binomialis
eloszlasi n és p = F(x) paraméterekkel. (Ezt fogjuk a kés6bbi feladatok megolddsiaban is hasznélni.)
Ha X egy kockadobas értéke és F' jeloli az ehhez tartozé eloszlasfiiggvényt, akkor Fx(3) = P(X <
3) =P(X =1)+P(X =2) = 1. Itt tehat 7F(z) ~ Bin(7;1/3).

(b) F7(6) a 6-nal kisebb mintaelemek szdma leosztva a minta méretével, vagyis 6/7. Hasonlé okbdl
Fi(1)=0.

Hasonlé elvek alapjan késziil el az dbra. (Az a szakaszonként konstans, az ugrasok helyein is balrél
folytonos fiiggvény, amely az © = 1 helyig 0 és a kockadobas minden lehetséges értékénél annyiszor
%—et ugrik, ahdny mintaelem van, ami az adott értékkel egyenld. Tehat: a fiiggvény értéke 1 és 3 kozott
2/7 [a 2-ben nincs ugrds, mert nincs 2-vel egyenld mintaelem|, a 3 és a 4 kozott 3/7, a 4 és az 5 kozott
5/7, az 5 és a 6 kozott 6/7, a 6-t6l kezdve pedig 1.)

(c) Az (a)-beli jeloléssel lim, o Fii(z) = F(z) minden rogzitett © € R-re 1 valésziniiséggel teljesiil.
Mivel F(z) =P(X <x)=0,haz <1, F(z)=1/6,hal <z <2, F(zr)=2/6=1/3,ha2 <z <3,
stb., F\(x) =5/6, hab <z <6 és vegul F(z) =1, ha x > 6, az aldbbi hatarértékeket kapjuk:
11mn%oo Fi (1) = F(1) = 0, limp00 F¥(3,5) = F(3,5) = 1/2, limy 00 F;5(6) = F(6) = 5/6 és
limy, 00 F¥(7) = F(7) = 1, mind 1 valdszintiséggel.

11. (a) Az €l6z6 feladat megolddsdban leirtak szerint 8F§ (0,5) binomidlis eloszlast n = 8 és p = Fx, (0,5)
paraméterrel, ahol Fx, (0,5) jeloli X eloszlasfiiggvényét. Mivel

05 0%, 3105
Fx,(0,5) :/ fx, (z)dz :/ 3z°dx = [27))” = é(:
~ Bin(8; O ,125). Ennek a binomidlis eloszlast val. valtozénak a szérasnégyzete D?(Fx, (0,5)) =
-4+ T =I(=0,875). Innen adédik, hogy

0,125),

ezért 8F¢(0,5)
np(l—p) =38

D(EL(0,5)) = \/D2(FE(0,5)) = \/mﬁ(; L8F1(0,5)) = @2 D2(8FE(0,5)) = 614 . g _ \/5; ~ 0,1169.
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(b) Abra. (A figgvény szakaszonként konstans és balrél folytonos, 0-rél indul, minden mintaelemnél
1/8-ot ugrik, igy a 0,95-nél éri el az l-et, onnantél marad konstans 1.) Fg(0,11) a 0,11-nél kisebb
mintaelemek szdma leosztva az Gsszes mintaelem szaméval, vagyis 0. Hasonldéan Fg(0,95) = %. A
minta empirikus medidnja paros mintaelemszam esetén nagysag szerint a két kozépso elem atlaga,
vagyis (0,38 + 0,42)/2 = 0,4. A minta atlaga a mintaelemek szdmtani kozepe, azaz 0,4625. Igy a
korrigalt empirikus széras értéke

8§—1

=1

1 8
55 = J —— > (i — 0,4625)2 = 0,2793.

(c) Az eléadédson elhangzottak szerint lim,, o F;5(0,5) = Fx,(0,5) = 0,125 (lasd az (a) részt).

12. Az eddigiekhez hasonléan lim,_,. F;;(3) = F(3), ahol F jeloli a mintaelemek eloszlasfliggvényét.
Mivel a mintaelemek Poisson-eloszldsiak, F(3) =P(X; <3)=P(X; =0)+P(X1 =1)+P(X; =2) =
(14+ X+ A2/2)e™* = 0,9921 a kérdezett hatérérték.

13. Jeloljon X egy olyan valdszintiségi valtozét, ami a napi kihasznaltsdggal azonos eloszlast, jelolje el-
oszlasfiiggvényét F. Ekkor a feladat szovege szerint P(X > 0,9) = 0,3, vagyis F'(0,9) = P(X < 0,9) =
1-P(X >0,9) =1-0,3=0,7. Tehat az 85Fg5(0,9) valésziniiségi valtozé binomidlis eloszldsi n = 85
és p = F(0,9) = 0,7 paraméterekkel.

A P(Fg5(0,9) > 0,75) = P(85F35(0,9) > 63,75) valdsziniiséget kell kozeliteniink. Mivel a binomidlis
eloszlas n paramétere elég nagy, a p pedig fiiggetlen n-t6l, alkalmazhatjuk a De Moivre—Laplace tételt.
Legyen Y := 85F¢5(0,9), ekkor sztenderdizalva

Y —np - 63,75—np) _P(Y—59,5 - 63,75—59,5)
1— 1—p) " JI7,85 V1785 7
vnp(l—p)  /np(l—p)

~10059

P(85F5(0,9) > 63,75) = P(Y > 63,75) = P (

amit egy Z standard normalis eloszldsu val. véltozéval P(Z > 1,0059) = P(Z > 1,0059) = 1 — P(Z <
1,0059) = 1 — ®(1,0059) ~ 1 — (1,01) ~ 1 — 0,8438 = 0,1562-vel kozelithetiink.

14. A mintaelemek eloszlasfiiggvényét jelolje F', ekkor megint csak nF*(z)-r6l tudjuk, hogy az binomialis
eloszlést n és p = F(z) paraméterekkel, és 0 < z < 1 esetén F(z) = P(X; < z) = =0 = 2. Egyszert
atalakitassal P(F(0,3/n) > 1/n) = P(nF}(0,3/n) > 1), és itt az nF;(0,3/n) binomidlis eloszlast
valészintiségi valtozo paramétereire teljesiil, hogy np = n0,3/n = 0,3 =: \.

Mivel n végtelenhez, p nulldhoz, np pedig a A > 0 konstanshoz tart, Poisson-approximaciét alkalmaz-
hatunk: P(nF(0,3/n) > 1) ~ P(X > 1), ahol X ~ Pois()\). A kozelitésiink tehat P(F(0,3/n) >
1/n)=~PX>1)=1-PX<1)=1-P(X=0)+P(X =1))=1—e*— e * =~ 0,0369.

15. Bizonyitasvazlat: az empirikus eloszlasfiiggvény definicié szerint balrél folytonos és monoton névo.
Tovabbd z < X7 esetén Fi(z) = 0 és © > X esetén Fy(z) = 1, igy lim,_o F}(x) = 0 és
lim,, o Fi¥(x) = 1 is teljestil, tehat F¥ egy (a realizdciétol fliiggd) eloszlasfliiggvény.

Egy F}; eloszlasfiiggvényli valésziniiségi valtozonak nem lehet stirtiségfliggvénye, mert F;' nem folytonos
(minden mintaelemnek megfelelé pontban ugrasa van, tehat mindig van legalabb egy ugrasa).



