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10. Gyakorlat
Feltételes varhaté érték, teljes varhato érték tétele, feltételes valdsziniiség folytonos esetben
Végeredmények

1. Eseménytérnek j6 példaul a [6]> = {1,2,3,4,5,6}% Descartes-szorzat, a valosziniiségi mezé pedig

klasszikus, tehat minden kimenetel valdszintiisége 21T6' Az eseményre vonatkozo feltételes varhaté érték
definicidja szerint

P(X =k,Y = 3)

EX|Y =3)= Y KkP(X=kY=3)= Y &k PY =3)

k€Ran(X) k€Ran(X)

Itt P(Y = 3) = P(mindhdrom dobés < 3) — P(mindhdrom dobas < 2) = 2—2 - g—ﬁ = 2%
Mivel X a harom dobasbdl a legkisebbnek és Y a legnagyobbnak az értéke, P(X = k,Y = 3) =0, ha
k > 3. Tovabba

P(X =3,Y = 3) = P(mindhdrom dobéas hdrmas) = 316"

P(X =2,V =3)=P({(2,2,3),(2,3,2),(3,2,2),(3,3,2),(3,2,3),(2,3,3)}) = %
ésP(X =1,Y =3)=P({(1,1,3),(1,3,1),(3,1,1), (1,2,3), (1,3,2), (2, 1,3),(2,3,1),(3,1,2), (3,2, 1), (1, 3,3),

(3,1,3), (3,3,1)}) = 52,
(Vagy: P(X = 1Y =3) =P(Y =3) - P(X =2,Y =3) - P(X =3,Y = 3) = J& )
Igy

12/216 6/216 1/216 12 12 3 27_ 8

E(X|Y =3)=1- 2. 3. e R L
(] ) 19/216 T ° " 197216 T 0 197216 19 T19 T19 T 19 19

2. Az eseményre vonatkozo feltételes varhaté érték definiciéja szerint

P({Y = k} N A)
P(A)

E(Y[A) = > kPY =kl4A)= )

k
keRan(Y") k€Ran(Y")

Itt az egyes dobasok eredményeinek fiiggetlensége miatt P(A) = P(az els6 dobds irés, a 2. fej) = %% =
1

%‘ovébbé P{Y =4} N A) =P({Y =0} N A) =0, hiszen ha A bekovetkezik, akkor az &sszes fejdobés
szama nem lehet sem 0, sem 4 (mert az els6 dobas irds és a masodik fej).

Az eseményteret modellezhetjiik a 4 hosszii F—I sorozatok halmazanak, ez 16 lehetséges kimenetel, a
valdsziniiségi mez6 pedig klasszikus (a fliggetlenség miatt).

Igy P({Y = 1} N A) = P(a 2. dobés fej, a tobbi irds) = P({IFII}) =
P({Y =2} N A) = P(az 1. dobés irés, a 2. dobds fej, ezenkiviil még 1 fej) = P({IFFI,IFIF}) = &
és P({Y =3} N A) = P(az 1. dobés irés, a tobbi fej) = P({IFFF}) = ;=. Ezért

1
16"
fej

1/16 2/16 1/16
/7 2. / +3. /16 _

EY4) =1 VY /4

2.

Megjegyzések:

o Hasznalhaté az E(Y|A) = ]E](P}Ei)“) képlet is, ami lényegében ugyanerre a szamitdsra vezet, csak
egy kicsit kevesebbszer kell leosztani P(A)-val.

o Ervelhetiink dgy is, hogy A ismeretében a fejdobédsok szama 1 (ez a 2. dobasbdl szarmazik)
plusz egy binomiélis val. viltozé6 n = 2 és p = 1/2 paraméterekkel (ez a 3. és a 4. dobédsbdl a
fejek szdma), amelynek a varhaté értéke np = 1, innen jon a 2 mint végeredmény. Ez is preciz
megoldassa tehetd, azonban nem koénnyl precizen leirni, ezért a vizsgdn biztosabb a fentihez
hasonlé teljes megoldasokat leirni.

3. E(Y|X)-et ugy kapjuk, hogy a k — g(k) = E(Y|X = k) regresszids fiiggvénybe X-et irunk. Nézziik
meg, mi E(Y|X = k), ahol k az X lényeges értékei halmazanak eleme, azaz olyan, hogy P(X = k) > 0,
vagyis k € {0,1,...,n}. Ha tudjuk, hogy X = k, akkor k darab hatos dobdsunk van, amelyek nyilvan
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parosak is. Ezenkiviil van n — k darab nem hatos dobasunk. Legyen Z egy kockadobds eredménye,
ekkor P(Z = k|Z #6) = % = 1 teljesiil minden k € {1,2,...,5} esetén, tehdt P(Z paros|Z # 6) = 2.
Itt most n — k darab kockadobéasunk van. Az n dobés fiiggetlensége miatt az az informécid, hogy a k
dobés hatos, semmit nem &rul el a tobbi n — k dobés eredményérél. Igy feltéve, hogy k hatosunk van,
a maradék n — k dobas koziil a parosak szama binomialis eloszlasti n — k és % paraméterrel. Ennek a

varhaté értéke pedig %(n — k). Tehat a regresszids fliggvény:

2 2
g(k) = E(Y|X = k) = k+ (n— k)= = Sk + 2n.
5 5 )
Ezért 5 5
EY|X)=9(X) = gX + £

4. a) Legyen x € (1;2). Ha tudjuk, hogy X = z, akkor Y exponenciélis eloszlasi x paraméterrel.
Intuitiv, nem formdlis szamolds: tehat E(Y|X = x) egy Exp(z) eloszlast val. valtozé varhatd értéke,
ami % Igy tehat z — E(Y|X = z) = g(z) = 1/z a regresszi6s fiiggvény.

Formdlis szdmolds: ez azt jelenti, hogy (tovabbra is csak z € (1;2) esetén) Y-nek az X-ra vett feltételes
striiségfiggvénye

ze ™, hay>0,

€Tr) =
fY‘X(y|) {0, egyébként.

Igy tehat
[e.9] [e.9] — 1
o(@) =B(Y1X =2) = [ ufvixtlody = [ yee vy = -,

az exponencidlis eloszlas siirliségfiiggvényére vonatkozé képlet alapjan (Exp(\) varhaté értéke %)
E(Y|X)-et ugy kapjuk, hogy a g regressziés fliggvénybe X-et irunk: E(Y|X) = g(X) = %
Megjegyzés: Ha x ¢ (1;2), akkor fx(x) = 0, ezért fyx(ylz) definicié szerint 0. Ennek az E(Y]X)
regresszio kiszamitasanal nem volt jelentOsége.

b) Tudjuk, hogy ha x € (1;2) és y € R, akkor a feltételes siirliségfiiggvény definicidja szerint

Frix(yla) = w

Ezt atrendezve
Ixy(x,y) = fx (@) fyx(ylz).

Mivel X ~ U(1;2), ezért z € (1;2)-re fx(z) = 2%1 =1, tehat fxy(z,y) = fx(z)fyx(ylr) = ze™™,
hay >0és fxy(xz,y) =0, hay <0. Tovabba ha x ¢ (1;2), akkor fxy(z,y) = 0 tetsz6leges y-ra.

.o LY 1 < < 2’ 0 <
Osszefoglalva: fxy(x,y) = {li ‘ =T y

0 egyébként
5. a)
Definici6 szerint fyx(y | z) = f)j;;;((fsy), ha fx(z) > 0és fy|x(y | ) = 0 kiilénben. Ha 0 < < 1,
akkor
T I R T )
x) = x = [ —(2°—x =[xy -+ = = —(z°—=+2).
X - x,y\Z,y)ay 0 5 ) Yy Y 5 Y 92 3 y=0 5 92 3

Igy ha z € (0,1), akkor y € (0,1) esetén

fxy(zy)  F@?—zy+y?)  6(z® —zy+y?)

fx(x) 1—52(:c2—%+%) 622 —3r+2

fY\X(y |z) =

mig y ¢ (0,1) esetén fyx(y | #) = 0. Ha = ¢ (0,1), akkor fx(z) = 0, ezért fy|x(y | ) = 0 minden

22—z 2
{fY|X(y | z) = 6(6562,73% z,y € (0,1)
0

y € R-re. Osszefoglalva:
egyébként
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b) Az egyiittesen folytonos esetre vonatkozé regresszié képlete szerint E(Y | X) = g(X), ahol

> L 6(z® — 2y +y?)
_E(Y | X =2) = dyy) —
o@) =E(Y [ X =)= [yl ody) = [ y2e— 20
1 1 1 6x%y>  6xy® 6yt 322 — 22+ 1,5
— = [ 6ty -+ )y = _ DL _ ST T E 9
6x2—3x+2/0 @y =2y + )y = S5 R P Ry e

Tehat a regresszio
3X2 -2X +1,5

6X2-3X+2°

¢) A kovarianciamétrixhoz X és Y szérasnégyzeteit és a kovariancidjukat kell meghatarozni. D?(X) =
E(X?) — E(X)?, ahol

E(Y | X) =

00 112 2 x 12 2% 23 2?2, 121 1 1 121 3
E(X) = dr= | Z(2*-"1+)dep = [ -2 4+ = (-4 y=Z2.2=°Z
(X) /_oofo(x)x /05(”3 st =t =5G 6T =51 5
és
00 112 3 2 12 2° 2% 23 12.1 1 1, 12 72 —45+40 67
B = [ e = [Pt = 2l -5 ko= 5 gteho= 5 50 = 150

igy ]D)Q(X) = % - 2% = 150 Lathatjuk, hogy fxy(z,y)-ban x és y szerepe teljesen szimmetrikus, igy

Y-nak ugyanaz a marginalis stirtiségfiiggvénye, mint X-nek, ezért D?(Y) = D?(X) = 11530
cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)?, mivel a szimmetria miatt E(Y) = E(X) is

teljestil.
E(XY) / / :cnyyazydazdy—/ / zy - — (2% — 2y + o> dxdy—/ / = xy x2y2+y3z) dzdy
112xy 23y P 112y y? oyl 12 42 o oyt 12 10 1
g 77 _— _— g el —_— —d_ _— — —_— = — — = —,
/ 4 3+2]f‘0 / 4 3+ Jdy 5[8 9+8]y:0 5 72 3
D?*(X) cov(X,Y A3 2
Igy tehét cov(X,Y) = 1— 5 = — 2. A kovarianciamdtrix: ( = ( ) ) ) = ( 1520 1735 ) .
COV(X, Y) D (Y) —75 150
d) A lineéris regresszié képletében szereplé paraméterek: = CCIB)’Z(&})/) = 1_32/175% = 143 ésa=E(Y)—
BE(X) = g + % . % = 395512 = %. A lineéris regresszi6 tehat SX + o = ——X +

Itt most nem a regresszids egyenest, hanem magat a linearis regressziot kérdezte a feladat azaz X—nek azt a linearis

transzforméltjit, amelyik az egyenesnek megfelel (tehét egyben Y legjobb kozelitése X egy linedris transzformaltjdval).

6. Rogzitsiink egy y € Ran(Y) értéket és arra szamoljuk ki az E(X|Y = y) feltételes varhaté értéket. Az
el6adason tanultak alapjan

o0
(XY =y) = [ afxy(aly)ds
—0o0
Az integral kiszamolasahoz sziikségiink van a feltételes strtiségfiiggvényre.
fX Y(wv y)
fxy(zly) = —F———
v (=) fy ()
Meg kell hataroznunk el6szor Y peremsiirtiségfiiggvényét.
L4 4 /1 1 6 2
= de == (= Sy =2y 2
fy () /0 sty tay)de=¢ <2 +y+ 2y> R

igy a feltételes siliriiségfiiggvény

trty+ay)  2z+y+ay)
Sy+2 Jy+1

Visszatérve az eredeti kérdéshez,
L 2z(x+y+ xy) 2 1 S5y + 2
XY =y) /ox Syl T gy ), t@tytayde =g

amibdl kovetkezik, hogy a végsé megoldas: g¥i§
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7

(a) (10 pont)

(1 pont) fy|x (ylz) = 2L,

(1 pont) ha fx(z) > 0 (az fx(x) = 0 esetre a megoldés soran kés6bb visszatériink).

(1 pont) Hatarozzuk meg elészor fx(x)-et, fx(x) =0, ha z <1 vagy = > 3,

(1 pont) és ha 1 < z < 3, akkor fx(z) = [0 fxy(z,y)dy

(1 pont) = 221 %dy (az €l6z6 1épéssel Gsszevonhato, elég, ha az utébbi képlet szerepel, de az fontos,
hogy 1 < z < 3)

y=2x
1 pont) [+
( pon) [4y}y:2
(1 pont) =z/2 —1/2.
1/4

(1 pont) Tehdt ha 1 < x < 3 (vagy: ha fx(z) > 0), akkor: ha 2 < y < 2z, akkor fy|x(y|r) = ﬁ =

1
20—2"
(1 pont) és (ugyancsak 1 < z < 3 esetén) ha y < 2 vagy y > 2z, akkor fy|x(y|z) = 0.

(1 pont) Tovébba fy|x(y|z) = 0 (minden y-ra, de nem baj, ha ezt nem hangsilyozza), ha fx(z) = 0,
azaz ha x <1 vagy = > 3.

(b) (6 pont)

(1 pont) A regressziés fiiggvény E[Y[X = 2] = g(z) = [T yfyx(ylz)dy (a két jelolésbol az egyik
elég, és nem kell odairni szoveggel, hogy regressziés fliggvény),

(1 pont) = 2% sasdy (a két 1épés osszevonhatd, ha vildgos, hogy honnan jon az y és honnan az
1/(2z — 2) mint szorzd)
1 2z

(0 pont) = 5= [~ ydy
(1 pont) = 5 [92/2]12;2
(1 pont) = 515 (227 — 2)
(1 pont) = % =x+ 1.
) Tehat E(Y|X)(= ¢g(X)) = X + 1, amit bizonyitani kellett.

2. megoldds.

(1 pont) Az (a) feladat szerint y — fy|x(y|r) adott 1 < 2 < 3 esetén konstans a (2,2z) intervallumon
és kiilonben 0 (ez az 1 pont akkor is jar, ha nem irja oda, hogy kiilénben 0),

(2 pont) ezért feltéve, hogy X = z, Y egyenletes eloszlast a (2,2z) intervallumon (vagy még jobb: X
ismeretében Y egyenletes eloszldst a (2,2X) intervallumon; ha ezt irja, akkor nem kell semmit z-szel
lefrni, csak X-szel),

(2 pont) tehat E[Y|X = z] (a (2, 2z) intervallum kézéppontjaval, azaz)
(1 pont) igy E[Y|X] =X + 1.

Ha valami olyasmit ir a szdmoldsokat kihagyva és az (a) eredményének felhasznéldsa nélkil (vagy
abban az esetben, ha az (a)-ra rossz megoldast kapott), hogy feltéve, hogy X ismeretében Y egyenletes
eloszlést a [2,2X] intervallumon és ezért E[Y|X = 2] = 222 = 3+ 1, arra lehet adni max. 3 pontot,
és arra, hogy ebbdl E[Y|X] = X + 1 is kovetkezik, jar még 1 pont. A maradék 2 pont akkor jar, ha ezt
valahogy értelmesen megindokolja, pl. azt mondja, hogy mivel az egyiittes stiriiségfiiggvény konstans
azon a derékszogli haromszogén, ahol nem 0, adott = € (1,3) esetén y +— fyx(y[x) is konstans

(2,2x)-en (itt nemcsak az fontos, hogy konstans, hanem hogy hol).

(c) (4 pont)
1. megoldds.
(141 pont) Felhasznélva, hogy fx-et mar meghataroztuk (ezt nem muszaj odairni), P(X < 2) =

ffoo fx(z)de = [} Z — Ldx (a két 1épés sszevonhatd, elég, ha a masodik kifejezés szerepel)

2
(1 pont) = [x2/4 - %L
(1 pont) =4/4—-2/2—-1/4+1/2
(0 pont) = 1/4.
2. megoldds: klasszikus egyiittes siirliségfliggvényes szamoldassal. Itt az eréfeszitések mértékéhez képest
sajnos viszonylag kevés pont jar.
(I pont) P(X <2)(=P(1 < X <2,2<Y <2X)) = ff 1dydx (ez a két 1épés Ssszevonhat és elég,
ha a méasodik kifejezés szerepel, viszont ha a méasodik nincs meg, de az els6 még helyes, arra jar egy
pont)

% =z + 1-gyel egyenlo,
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(1 pont) = J2 [4]” s
(1 pont) = [{ (32 — 3)de
(1 pont) = [% 2 %xh .
(0 pont) = 4= 41+2 %

3. megoldds: geometriai valdsziniiségi mezovel. Szintén
(1 pont) Az (X,Y) véletlen pont vilasztdsa megegyezik egy (egyenletes) véletlen pont vélasztdsdval az

{(z,y) eR}l <z <3,2<y< 2z}

derékszogii haromszogben. (Ehelyett a formélis lefrds helyett jé egy helyes, értelmezheté abra is. Ezért
az 1 pontért nem kell indokolni; az indoklds az, hogy a sirliségfiiggvény pont ezen a haromszogoén
konstans és nem 0, mindenhol méshol pedig 0.)

(1 pont) (Ez az Q eseménytér,) ennek a tertilete 4.

(1 pont) A kedvezd teriilet ennek a haromszognek az x = 2 egyenestdl balra es6 része. Ez egy (az Q-val
hasonld) derékszogli haromszog, amelynek az oldalhosszai 1 és 2, tehdt a teriilete 1.

(1 pont) Igy a geometriai valészinfiségi mez6 képlete szerint a keresett valészinfiség a kedvezd és az
osszes tertilet hdnyadosa, vagyis 1/4.

8. (X,Y) egyiittes siirliségfiiggvényét és X perem-siirtiségfiggényét mar a 8. feladatsoron kiszamoltuk.
Igy a feltételes stirtiségfiiggvényre az alabbi képlet adédik: fy|x(y|r) = 0, ha fX( )=0,azaz z <0

vagy ¥ >, és ha fx(z) >0, azaz 0 < x < 7, akkor fy|x(y|z) = f’};((z)y) = Sm(x) Osszefoglalva:

1

ot

ha0 <z <7és0<y <sin(z),

A feltételes eloszlasfiiggvényt ugy kapjuk, hogy a feltételes silirtiségfiiggvényt az y-nak megfelel6 szerint
—oo-t6l y-ig integraljuk, ahol pedig fx(x) = 0, ott az értéke tetszbleges, legyen mondjuk 0:

Y min{ysin(z)} 0, ha z < 0 vagy x > m vagy (0 <zx<mésy< 0),
FYIX(’H|33) = / fy\X(ﬂm)dt = /0 sin(x)dt = Siny(z), ha 0 <z <7és0<y <sin(x),
—0o0
L ha0<z<mésy>1

9. a) El6szor a feltételes varhaté érték linearitdsat hasznéljuk fel. E(3X —Y +1|X) = 3E(X|X)-E(Y|X)+
1. Tudjuk, hogy E(X|X) = X, tovabba az X és Y fiiggetlenségébél E(Y|X) = E(Y') kovetkezik. Mivel
ismerjiik Y eloszlasat, igy E(Y) = % A végs6 alak igy E(3X —Y 4+ 1]X) =3X — % +1=3X+ %

b) E((2XY)? - 7Y|X) = E((2XY)?|X) — TE(Y|X) = 4X?E(Y?|X) — TE(Y). Felhasznaltuk, hogy a
feltétel az X valvaltozo, akkor a feltételes varhaté érték argumentumaban talalhaté 4X? konstansnak
tekinthetd, igy kiemelhetd a varhaté értékbol. E(Y|X) = E(Y) ismét a valvaltozdk fluggetlenségébél
adédik. Az E(Y?|X) = E(Y?) egyenldség is kovetkezik a fiiggetlenségbdl. D?(Y) = E(Y2)— (E(Y))2-bdl
pedig E(Y?) = § kévetkezik. 4X?E(Y?X) — TE(Y) = 4X?E(Y?) — 73 = 2X? — 3.5.

c) E(X2+2XY + Y2|X +Y) = E((X + Y)?|X +Y). Ha elvégezziik a Z := X + Y helyettesitést,
akkor lathatd, hogy E(Z2%|Z) = Z?2, mivel Z-t feltéve a Z? konstans a feltételes varhaté értékben. A
megoldés: (X + V)2

d) E(X%tg(Y) + 35 —2Y|Y) = E(X2tg(Y)|Y) + E(3X|Y) —2E(Y|Y). A feltételes varhaté értékek fel-
tétele most az Y valvaltozd, igy az Y szerinti fliggvények emelhet6ek ki konstans szorzoként a feltételes
vérhat6 értékekbél. tg(Y)E(X?|Y) + 2 E(X|Y) — 2Y. A fiiggetlenség miatt a feltételek elhagyhatok.
tg(Y)E(X?) + S E(X) — 2Y. Mivel ismerjitk X eloszldsat, ezért E(X) = 0 és E(X?) = 1, amibdl a
végsd megoldas: tgY — 2Y.

10. (2 pont) E(Z|Y) =EQXInY + X2Y2-3Y |Y)=EQXInY | V) + E(X2V?|Y)+ E(-3Y | Y)

(
(1 pont) mert... (itt a feltételes varhaté érték linearitasara kell hivatkozni, de mivel az egészre csak
1 pont jér, elég annyit irni, hogy ,linearitas”)
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(2pont) =InY -EQ2X |Y)+ Y2 E(X?|Y)+E(-3Y |Y)

(2 pont) mert... (valahogy hivatkozik a regresszié megfelel$ tulajdonsigara: taking out what is known,
az ismert informécié kiemelése, homogenitas, a feltétel fiiggvényei kiemelhet6k stb.)

(2 pont) E(-3Y | Y) = -3Y

(2 pont) mert... (valahogy hivatkozik a regresszi6 megfelel6 tulajdonsdgara — ugyanaz, mint az elébb)
(2 pont) E2X | Y) = E(2X), E(X?|Y) = E(X?)

(2 pont) mert fliggetlenek

(1 pont) E(X2) = DA(X) + (E(X))?

( ) =4+22=38

( )

1 pont) =
E(Z|Y)=4-lnY +8-Y2-3.Y

3 pont

11.

12.

a) Jelolje Y a fajl megtalalasdhoz sziikséges idét. Legyen A = {az elsé meghajtén van a fajl}. Az A
eseményre és komplementerére (amelyek pozitiv valdszintiségiick és nyilvan teljes eseményrendszert
alkotnak) alkalmazzuk a teljes varhaté érték tételének teljes eseményrendszerre vonatkozé valtozatat:

E(Y) = E(Y|A) P(A) + E(Y [A) P(A).

P(A) = 2/3, igy P(A) = 1 —P(A) = 1/3. E(Y|A) = 7, hiszen ha tudjuk, hogy A bekévetkezik, akkor
Y éppen az elsé meghajté végignézéséhez sziikséges id6, vagyis 7 perc. E(Y|A) = 10, mert ha tudjuk,
hogy A nem koévetkezik be, akkor Y a két meghajtd végignézéséhez sziikséges idék Osszege, vagyis

7+ 3 =10 perc. Ezért
2 1 24

E(Y):7-§+10-§:§:8perc.
b) Ugyanezzel a médszerrel dolgozunk, most jelolje Z a fajl megtaldlasahoz sziikséges idé mennyiségét,
A pedig legyen ugyanaz, mint az a) feladatban. Ekkor E(Z|A) = 3, hiszen ha A bekévetkezik, akkor
Z éppen a mésodik meghajté végignézéséhez sziikséges id6, vagyis 3 perc. E(Z|A) = 10, hiszen ha A
kovetkezik be, akkor mindkét meghajtot végig kell nézni. Tehat a teljes varhato érték tételének teljes
eseményrendszerre vonatkozo valtozata szerint

E(Z) = E(Z[A) P(A) + B(Z|A)P(A) = 3- = +10- 2 = 2 — 72 pere,

3 3 3 3
Legyen X a banyabol vald kiutashoz sziikséges id6. Definidljuk tovabba az Ai, As, A3 eseményeket,
ahol A; az az esemény, hogy az ember az i. iranyt valasztja. A feladat alapjan minden i = 1,2, 3 esetén
P(A4;) = 1. A feltételes varhaté értékek pedig E(X|A;) = 1, mivel ekkor az ember 1 6ra alatt kijut a
banyabdl. E(X|Ay) = E(X) + 2, hiszen ekkor 2 éra it utdn visszakeriil a kiinduldsi pontba és nincs
emlékezete az eddig valasztott irdnyrdl. Hasonléan E(X|As) = E(X)+3. Az adatok alapjan felirhatjuk
E(X)-re a teljes varhaté érték tételét.

E(X) = E(X|A1) (A1) + E(X| As) P(As) + E(X| A3) B(As).

Behelyettesitve az adatokat, a kovetkez6 egyenletet kapjuk E(X)-re

1
g(l—HE(X) +2+E(X)+3).
Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy E(X) = 6.

E(X) =

13.

Jelolje Y a sziikséges dobdsok szamét. Legyen p € (1/4;3/4). Ha tudjuk, hogy P = p, akkor Y egy p
valoszintiséggel fejet mutatd érmével az els6 fejig sziikséges dobasok szama, ami geometriai eloszlasi
1

p paraméterrel, igy a geometriai eloszlds varhat6 értékének ismert képlete szerint E(Y|P = p) = 5=

g(p). Tehat E(Y|P) = g(P) = +. A teljes varhat érték tétele szerint pedig E(Y) = E(E(Y|P) =
E(%) Végiil mivel P egyenletes eloszlasu az (1/4;3/4) intervallumon, ezért siiriiségfiiggvénye ezen az
intervallumon konstans ﬁ = 2 és mindenhol méashol 0, a transzformalt varhaté értékére vonatkozd
képlet szerint

1 < 1 3/4 2 3 1
E(Y)=E(3p) = /_oo 5fp(p)dp = /1/4 L = 2In 2]} = 2007 —2In - ~ 2,197,
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14. Legyen x > 0. Ha tudjuk, hogy X = =z, akkor ennek ismeretében Y egyenletes eloszlasi a (0;z)

15.

intervallumon, tehdt az egyenletes eloszlas varhat6 értékének ismert képlete alapjan E(Y|X = z) =
Wz — 2 = g(z). Tehat E(Y|X) = g(X) = % [Azt is helyes mondani, hogy X ismeretében Y ~
U(0; X), ezért E(Y|X) = % = %, ekkor nem kell , X = z-ekre feltételezni”, egybdl mehet az X-re
valé feltételezés.]

Végiil a teljes varhaté érték tétele szerint E(Y) = E(E(Y|X)) = E(X/2) = 1

l_1.1_1
2 A 2 4 8"

1. megoldas, folytonos TV T-vel.

(1 pont) arra az otletre, hogy a folytonos TVT-t kellene hasznalni (még akkor is, ha nem sikeriil jol
implementalni).

(2 pont) A folytonos TVT szerint P(Y < 1) = [ P(Y < 1|X = z)fx(x)dz

(2 pont) = %foz P(Y < 1|1X = z)dz (az eléz6 1épéssel Gsszevonhato).

(3 pont) Ha z € (0,2), akkor P(Y < 1|X = z) = ['_ fyx(ylx)dy = [y frix(ylz)dy (a két lépés
6sszevonhatd, nem muszaj lefrni —oo-nel),

(2 pont) valamint mivel (a feladat szovege szerint) X ismeretében Y ~ (0;1/X), fyx (y|z)(= 1/(1/x))
r,hal<zr<2é60<y<l/x,

(1 pont) és fy|x(y|lr) = 0 kiilénben (ezt a pontot nem kell levonni, ha ezt nem frja ide, de konziszten-
sen csak a megfelel tartomanyon integral; mar az elébb feltettiik, hogy = € (0,2)),

(2 pont) tehat ha 1/x < 1, vagyis > 1 (vagyis 1 < z < 2), akkor P(Y < 1|X = z) = 1 (ehhez nem
kotelezd integralt felirni),

(3 pont) és ha 1/x > 1, vagyis < 1 (vagyis 0 < z < 1), akkor P(Y < 1|X =z) = fol xdy = x.

Alternativ megolddsrészlet az utdbbi 11 pontra: kiszémoljuk az Fy x(y|z) feltételes eloszlasfiiggvényt,
ami a feladat szOvege szerint

0, haxz¢(0,2) vagyy <0,
Fyix(ylz) =Sur, ha0<z<2é0<y<1/a,
1, hal0<x<2ésy>1/x,

és ebbdl kiolvassuk, hogy P(Y < 1|X = ) = Fy|x(1|z) micsoda. Az elsé esettel nem is muszaj
foglalkozni, ha az x € (0,2) esetre szoritkozunk. Részpontok az eléz6 megoldashoz hasonléan.

(1+1 pont) P(Y < 1) = 3(f) adz + [} 1dz)
(1 pont) = 1[22/2]§ +1/2
(1 pont) =1/4+41/2 = 3/4.
2. megoldds, a folytonos TV'T megkeriilésével.
(1 pont) P(Y <1) = [1 fv(y)dy
(1 pont) = fol fy (y)dy (az el6z6 1épéssel Gsszevonhatd).
(0 pont) Tehat Y margindlis stiriiségfiiggvényét kellene meghatarozni. (Vagy a marginélis eloszlasfiigg-
vényének értékét az 1 helyen.)
(141 pont) fy(y) = [0 fxy(z,y)dz = f02 fxy(z,y)dz (y € R) (a két 1épés Gsszevonhatd, nem mu-
sz&j too-nel kiirni),
(2 pont) és fxy(2,y) = frix(ylz)fx(z) (z € R).
(2 pont) fx(z) =1/2, ha x € (0,2) és 0 kiilénben,
(2 pont) valamint mivel (a feladat sz6vege szerint) X ismeretében Y ~ (0;1/X), fyx (y|z)(= 1/(1/z))
z,hal0<zr<2é60<y<l/x,
(1 pont) és 0 kiilonben (ezt a pontot nem kell levonni, ha eleve gy szdmol, hogy fel sem meriil, hogy
ebben az esetben sziiksége lenne a feltételes stirtiségfiiggvény értékére).
2 pont) Vagyis fxy(z,y) =3, ha0<r<2é&0<y<l1/z
0 pont) és 0 kiilénben.
3 pont) Innen P(Y < 1) = f2 [Rnt/et 2quqy = (1 (L 2dyda + (2 [/° 2dyda
pon 0 Jo 24y 0Jo 294Y 1Jo 29Y

(

( )

( )

(1 pont) = [y lyz/2]h_oda + [2lyz/2], de
( )

( )

( )

= [y x/2dz + [} Ldx
1 pont) = [22/4]g + [2/2]?
—1/4+1-1/2=3/4.



BME VIK - Val6szintiségszamitas és statisztika  2025. november 26. (szerda), 21. (péntek), 27. (csiit. ea.)

16. A folytonos TVT szerint
oo 1
POX <05)= [ POX <05V =p)fy (dy = [ PX <05 =y)dy,
oo 0

ahol az utols6 1épésben behelyettesitettitk Y ~ U(0;1) stirtiségfiiggvényét. Tovabbd ha 0 < y < 1,
akkor

05
PIX <051Y = 9) = Fxy(0,5ly) = | fxv(aly)da.

és mivel Y ismeretében X ~ U(Y;Y?), ezért x € R esetén az x helyen Ixy(zly) feltételes stirtiség-
fiiggvény értéke egy U(y?;y) stirtiségfiiggvény értéke, azaz

L. hay’<z<y
x — y7y27 b)
Py (ly) {o, kiilonben.

Igy tehat harom esetiink van:
o 1l.eset: hay < 0,5, akkor Y = y esetén X < y < 0,5, igy ebben az esetben P(X < 0,5]Y =y) = 1.

e 2. eset: ha y? < 0,5 <y, vagyis % <y< %, akkor

075_3/2
y—y?

05
P(X <05]Y =y) = /2 Ixy (zly)dz =
Yy

e 3. eset: ha y? > 0,5, azaz y > %, akkor Y =y esetén X > y? > 0,5, igy ekkor
P(X <0,5]Y =y)=0.

Tehat

1/2 V2 (05— 2 1 V2 05— a2
IP(X<0,5):/ 1dy+/ ’ ydy:—+/ i Ak T
0 1 1

N 2 Jip y-v* y—y
1 1 1 V205 — vy, o« 1 1 f1/v2 (y — y?) 1 1 "
b [ L L
2 V2 2 Jipg y—y? Y V2 2 )ip -2 Y NG 2[ (y y)]1/2

11 1
=5 +3 In(1/v2—1/2) - 5 n(1/2 = 1/4) ~ 0,6130,

ahol a x-gal jelolt egyenlGségnél az

f'ly) 0 .
/f(y) = i)+

azonossagot hasznaltuk.

X varhato értékét a legcélszertibb a teljes varhat6 érték tétele szerint kiszdmolni: E(X) = E(E(X]Y)).
Az fxy(z]y)-ra ad6dé fenti képletbél a szokdsos g(y) = E(X|Y =y) = [Z xfx )y (z]y)dz formulival
E(X|Y) = g(Y) kiszdmithaté. Azonban elkertilhetjik olyan integralasok elvégzését, amiknek eredmé-
nyét mar ismerjilk, ha egyszerlien a nevezetes eloszlas tablazatbol nézziik ki az egyenletes eloszlas
momentumait: mivel X ismeretében Y ~ U(X?%; X) (tehat az intervallum végpontjai itt a = Y? és

Y = X), ezért E(X|Y) = &2 = YJ;YQ (aki nem hiszi, integralja ki a fent vazolt médon!).

Tehat a teljes varhat6 érték tétele és a (nem feltételes) varhaté érték linearitdsa miatt

2
E(X) = E(E(X|Y)) = E (%) _ %E(Y) + %E(YQ).

Végill Y ~ U(0;1) (itt a = 0,b = 1), tehat E(Y) = 4t = L E(Y?) = DX(X)+E(X)? = L5284 (12 =
%2’—1-%:%.VagyisE(Y):%-%—l-%-%:%.

(Ugy is j6, hogy E(X|Y = y)-ra hasznaljuk az egyenletes eloszlas ismert képletét, ez lesz ¢g(y), és utana
ebbdl szamoljuk ki E(X|Y) = g(Y)-t, majd ennek a val. valtozénak a varhat6 értéke lesz E(X).)
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17. Legyen = € (0,1). Mivel X = x ismeretében Y ~ Exp(x), ezért Y-nak az X-re vett feltételes eloszlas-
fliggvénye
Fyix(ylr) =P(Y <y|X =) =1-e"",
ha y > 0 és Fy|x(y|lr) = 0 kiilénben. (Aki nem hiszi, irja fel a feltételes stirliségfiiggvényt és integrdlja —oo-t8l
y-ig az y-nak megfelels valtozé szerint.) (Ha pedig = ¢ (0, 1), akkor Fy|X(y\a:) definicié szerint 0.)

Mivel X ~ U(0;1), ezért y > 0 esetén a folytonos TVT alapjan

Fy(y):/O:OP(Y<y|X:x)fX(x)dx:/01P(Y<y|X:x).1dx:/01(1e—fy)dx:/()l 1dx/ole—wdx

—1- [—;e—my]l:0:1+ey_1.

Ha y < 0, akkor Fy(y) = P(Y < y) = 0, mert akdrmi is X értéke, Y mindig pozitiv. Osszefoglalva:
“y 1
{ 1+ ¢ , hay >0,

Y
0, kiilénben.

Fy(y) =

18. Jelolje A azt az eseményt, hogy 4 dobasbdl 2 fejet (és igy értelemszertien 2 irést) dobunk. Ekkor
0 < x < 1 esetén a feladat szovege alapjan X = z ismeretében a fejek szdma binomialis eloszlast
n = 4 és p = x paraméterrel, mas szavakkal

P(AX = z) = @ 22(1 — 2)2.

Ezért a folytonos TVT szerint

P(A) = [ PIAIX = a)fx(a) = /01 (62 — 622) (;‘) (1 — ) = 36 /01 (1 - 2)*da

=6z(1—2) “~—~~
=6
1 1
=36 [ 23(1 —3x—3x2+x3)dx:36/ 2® — 321 — 32° — 28dx
0

ot 32 320 4T 1 3.1 1 35-84+70-20 36 9
=36 -+ — T la0=36- (- —=+-—2) =36 _

140 T 140 35

19. A feladat szovegébdl tudjuk, hogy P(visszaélnek|T =t) = 1 —e~%, ha t > 0. Ezért a folytonos TVT-t
érdemes hasznélni, amely alapjan

P(visszaélnek) = / P(visszaélnek|T = t) fx (t)dt.

Az fx stirliségfiiggvényt az Fx eloszldsfiiggvény derivaldsaval kapjuk (ahol pedig F'x nem differenci-
alhaté, ott a stirliségfiiggvény értékét valaszthatjuk 0-nak):

te*tz/z, hat > 0,

fx(t) = {

0, egyébként.
Tehét 00 o0 o0
P(visszaélnek) = / (1-— e_t)te_t2/2dt = / te 1’ /2dt —/ te~(H*/2) gy (1)
0 0 0

A jobb oldalon all6 integralok koziil az elsé éppen [0 fx(t)dt = 1 (mert fy siirliségfiiggvény).

A misodik integral kiszdmitasa nehezebb feladat; beirhatnank akdr a Wolfram Alphéba is, de anélkiil
is kiszamithato, ha rendelkezésiinkre all egy normalis eloszlas tabldzat. Erre két lehetséges mddszer:
1. (kevesebb dtletet igényld, kézenfekvébb) megoldds: parcilis integralassal. Azzal a szereposztédssal
integralunk parcidlisan, hogy te=t/2.¢ integraljuk (primitiv fiiggvénye —e=t?/ 2), e7t-t pedig derivaljuk,
és igy azt kapjuk, hogy

/OO te (/2 qt — /OO et 2dt = [ e/ 27! /OO e~te=t*/24t.
0 0 0 0

= = ~0,2571.
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20.

A kilép6 tag értéke 1, ez a tag kiejti az (1) egyenlet jobb oldaldn &ll6 elsé tagot. A fennmaradd
— o e te —t*/24¢ tag pedig negativ eljellel szerepel (1) jobb oldalan, igy azt kapjuk, hogy

P(visszaélnek) = / e~ (/2 gy (2)
0

Innen folytatds a 2. megoldds alatt.

2. (elegansabb, de extra otletet igényld) megoldds: Vegyiik észre, hogy az exponencidlis fiiggvény ki-
tevéjében 16v8 —(t + t2/2) derivéltja —(1 + t). Ezért ha e~ (+*/2) nem t-vel, hanem ¢ + 1-gyel lenne
megszorozva, akkor teljes differencidlt kapnank, amit tudnank integralni:

_/OO po—(EH2/2) gy _/Oo(t+ 1)e(t+? /Q)dt+/ —(t+2/2) g4 — [ —(t+t2/2) +/ —(t+2/2) 4.
0 0
_/_/
=1
A jobb oldalon all6 els6 tag tehat kiejti az (1) egyenlet jobb oldaldn allé integralt, ami szintén 1 volt.
Igy ismét a (2) egyenletet kapjuk.

Mindkét megoldds folytatdsa:
Az integralandé kifejezés hasonlit egy normalis eloszlas stirliségfiiggvényéhez. Ugyanis teljes négyzetté
kiegészitéssel azt kapjuk, hogy
o (tH2/2) _ =5 (1P428) _ —5(PH2HD)+5 _ o5 5 (tH1)? \ﬁe% -3 (t+1)*
V2 7r

(A —
N(—1;1) sfirfv.

Vagyis ha X ~ N(—1;1), akkor standardizaldssal a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényének
tablazata alapjan azt kapjuk, hogy

P(visszaélnek) = %/ fx(z)dx = V2 Tes P(X > 0)

X +1 1
= V2re? P(% > 0+ ) = Varer (1 — ®(1)) ~ V2re? (1 — 0,8413) ~ 0,6550.
——

~N(0;1)

(2 pont) arra az Otletre, hogy a folytonos TVT-t akarjuk hasznalni, még ha ez nem is jon Gssze.

(3 pont) Jeldlje A azt az eseményt, hogy a kukoricaté nem szérad el, ekkor P(A|X = z) = 175 a feladat
szerint, ha 0 < z < 100. (Més z-ekrél nem kell nyilatkozni, de fontos, hogy a 0 < x < 100 ott legyen,
vagy valami olyasmi, hogy ez olyan z-ekre teljesiil, ahol fx(x) pozitiv. Az A esemény elnevezésére
6nmagaban nem jar pont.)

(1 pont) A folytonos TVT szerint (ez itt a kovetkez8 1épés indokldsa. Ha valahol mar szerepel, hogy
azt hasznaljuk, akkor jar ez az 1 pont is, de ha jdl csinalja és soha nem indokolja meg, akkor ez nem
jar. Elég, ha TVT-t mond, feltéve, hogy jél haszndlja, illetve a ,teljes valdszinliség tétele folytonos
esetben” természetesen még jobb, mint a ,folytonos TVT?)

(2 pont) P(A) = [Z P(AIX = z)fx (z)dx

(2 pont) = floo P(A|X = z)fx(x)dz (az el6z6 1épéssel Gsszevonhatd).

(1 pont) fx-et Fx derivalasdval kapjuk meg (a szakaszhatdrokon pedig 0-nak vélasztjuk, de ha nem,
az se baj. Ha viszont a szakaszhatdrokon nincs mindenhol definidlva, azért 1 pont levonas). (Elég,
ha ez implicit médon deriil ki, ha a derivalas jo, vagy nem j6, de egyértelmiien megéllapithatd, hogy
derivélni és nem pl. integralni akar.)

(1 pont) Igy fx(z) = 35000 ha 0 < < 50

(1 pont) fx(z) = % - I2g0(()) = 215 3550> ha 50 < o < 100 (nem baj, ha nem egyszertisiti, de akkor
késébb tobb munka lesz integralni)

(1 pont) és fx(z)=0 kiﬂénben )

, 50 100
(2 pont) tehdt If(A) 0 250 000 OOOd 2+ J50 2500 ~ 250 00097
(2 pont) = [==£

]50+[ x? 23 ]100
750 00010 5000 ~ 750 000150
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21.

_ 125000 , 10000 _ 1000 000 _ 2500 , 125 000
(1 pont) = =505 + £000° ™ "750 000 5000 T 750 000

(1 pont) 2508 — OO — 1 4 keresett valészintiség.

Természetesen gy is j6, hogy kiszamoljuk annak a valdsziniiségét, hogy a kukoricato elszarad, majd ezt
kivonjuk 1-bél, de ezt nem részletezziik (a szdmolasokat egyszer(siti, hogy x/100-zal és nem 1—x/100-
zal szorzunk).

Szabad menet kozben észrevenni és kihaszndlni, hogy itt tulajdonképpen X/100 vérhaté értékét szdmoljuk ki, mivel

0100 P(A|X =z)fx(z)dz = foloo 105 fx (x)dz. Bz a szdmitasokat azért tudja egyszeriisiteni, mert mivel a stirliségfiiggvény
szimmetrikus az 50-re, ebbdl kovetkezik E(X) = 50 is, és ehhez nem is kell az integraldst részletezni. Vagy ha ezt a
szimmetridt észrevessziik, de azt nem, hogy ez egy varhatdérték-szamitas, akkor meg az f 0100 105 /x (z)dz integral felirdsa

utan mondhatjuk azt, hogy ez mindenképpen ﬁ—szor az intervallum kozéppontja, vagyis 1/2 lesz.

Akit érdekel, hogy ki volt Cimucka bacsi, kénnyen rataldlhat a nevére az interneten...

Jelolje Y a probalkozésok szamat az els6 sikerig. A feladat szovege alapjan Jézsi akkor tudja felvenni
a targyat, ha Y < 3, valamint X ismeretében Y geometriai eloszlasi X paraméterrel. Ez tehat azt
jelenti, hogy = € (0,01,0,11) esetén

PY <3| X =x)=2+z(l —z) +z(1 —2)%

és mivel fx(xz) =10, ha 0,01 <z < 0,11 és fx(x) = 0 egyébként, a folytonos TVT szerint

oo 011
P(Y < 3) = / P(Y <3|X = 2)fx(x)dz =10 [ P(Y <3|X = z)dz
o 001
011
=10 (z+2(1—2)+2(1—2z)*)de
001
011 3 3 1
=10 oo (r4+z—a>+z—222 +23dx = 10[51'2 — §x3 + 1x4] Zilopl ~ 0,1682

a keresett valészinliség.



