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10. Gyakorlat
Feltételes varhaté érték, teljes varhato érték tétele, feltételes valdsziniiség folytonos esetben

. Haromszor dobunk egy szabalyos kockéval. Jelélje X a legkisebb, Y pedig a legnagyobb értéket. Adjuk

meg az E(X | Y = 3) feltételes varhaté értéket.

. Négyszer dobunk egy szabdlyos érmével. Jelolje Y az Osszes fejdobds szaméat, A pedig azt, hogy a

méasodik dobds lesz elészor fej. Adjuk meg az E(Y | A) feltételes varhaté értéket.

. Egy szabalyos kockéaval n-szer dobunk. Jel6lje X a hatos, Y pedig a paros dobasok szdmat. Szamoljuk

ki az E(Y | X) regressziot.

10.

. Egyenletesen véletlenszertien vélasztok egy X szamot az [1;2] intervallumon. Az X ismeretében varok

X paraméterti exponencialis ideig, jelolje a varakozas idejét Y.

a) Mennyi E(Y | X)? b) Hatarozzuk meg (X,Y) egyiittes slirtiségfiiggvényét.

. Legyen X és Y egyiittes stiriségfiiggvénye
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egyébként.

Adjuk meg az
a) fyix(y | z) feltételes stirtiségfiiggvényt, b) E(Y | X) feltételes varhato értéket,
¢) (X,Y) kovarianciamatrixat és d) Y-nak X-re vonatkozo linedris regresszigjat.

. Adjuk meg az E(X | Y) regressziét, ha X és Y egyiittes siirliségfiiggvénye

A ,
( s@ry+ay) had<z<lésO<y<l,
fxy: (z59) = { 0 egyébként.

(Vizsga, 2024.01.25, 5. feladat) Egy X és egy Y valosziniiségi valtozé egyiittes siirtiségfliggvénye

1/4, hal<z<3és2<y< 2z,

:R? 5 R, z,y) =
Fxy fxy(@.y) {0, kiilonben.

(a) Hatarozzuk meg fy|x(y|z) értékét minden x,y € R esetén.
(b) Ez alapjan lassuk be, hogy E(Y|X) = X + 1. (c) Hatarozzuk meg a P(X < 2) valdsziniiséget.

. Az (X,Y) folytonos valdsziniliségi vektorvaltozd egyenletes eloszldst az x tengely és az y = sin(x)

szinuszgorbe altal a (0, 0) és a (5, 0) pontok kézott hatarolt teriileten. Hatarozzuk meg az fy|x feltételes
stirtiségfiiggvényt és az Fy|x feltételes eloszlasfiiggvényt (fx és fxy képlete: lasd 8. feladatsor!).

. Legyenek X ~ N(0;1), Y ~ Exp(2) fiiggetlen valoszintiségi valtozdk. Szamoljuk ki az aldbbiakat.

a) EBX -Y +1]X) b) E((2XY)? - 7Y | X)
¢) E(X242XY +Y? | X +Y) d) E (X*g(Y)+ 3 —2Y | Y)

El6adéason (Vizsga, 2022.12.22., 5. feladat): Legyenek X ~ N(2;4) és Y ~ U(0, 2) fiiggetlen valdszinii-

ségi véaltozok, és legyen Z = 2X InY + X2Y?2 — 3Y. Szamoljuk ki az E(Z | Y) regressziot.

11.

Egy fajlt keresiink, ami a két meghajtéonk egyikén van, % eséllyel az els6ben, egyébként a masodikban.
A keresés lefuttatasa az elsé meghajto esetén 7 percig tart, a masodik esetén 3 percig. Tegyiik fel, hogy
a fajlt csak az 6t tartalmazé meghajté teljes atnézése utan talaljuk meg. Varhatéan mennyi idébe telik
megtaldlni a fajlt, ha az dtnézést a) az elsé meghajtoval, b) a masodik meghajtéval kezdjik?
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12.

Egy banyaban eltévedt egy ember, aki egy csomépontban 4ll, ahonnan harom irdnyba mehet tovabb. Az
els6 irdnyt valasztva kijut a banyabdl egy éra alatt, a mésodik irdnyt vilasztva visszaérkezik ugyanide
2 6ra alatt, a harmadik irdanyt valasztva pedig 3 ora alatt ér vissza ugyanide. Feltéve, hogy minden
esetben, amikor valasztania kell, akkor egyenlo valészinliséggel valasztja barmelyik opciét, varhatbéan
mennyi id6 mulva jut ki a banyabol?
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IMSc 10.

FEléaddson, 11.27-én lesz innen pdr példa (vizsgan is lehetnek hasonléak, de csak 6. feladatban):

Egy érme P val6szintiséggel landol a fej oldaldn, ahol P egyenletes eloszlast az ( %; %) intervallumon.
Varhatéan hany dobésra lesz sziikség ezzel az érmével, ha az 1. fejig folytatjuk az érmedobas kisérletet?

Legyen X ~ Exp(4) valoszintiségi valtoz6. Az X kiértékelése utan valasztunk egy Y szamot a (0; X)
intervallumon egyenletesen. E(Y') =?

(Vizsga, 2025.12.21., 6. feladat) Legyen X egyenletes eloszlasu a (0, 2) intervallumon és X ismeretében
Y egyenletes eloszlast a (0,1/X) intervallumon. Hatérozzuk meg a P(Y < 1) val6sziniiséget.

Legyen Y ~ U(0;1) és X egyenletes eloszlast az [Y?; Y] intervallumon. P(X < 0,5) =? E(X) =?

Legyen X ~ U(0;1) és legyen Y olyan valésziniiségi valtoz6, hogy X = x ismeretében Y exponencidlis
eloszlasti A = x paraméterrel. Hatarozzuk meg Y eloszlasfiiggvényét.

Egy érmegyartd gép nem feltétlenil szimmetrikus érméket gyart. Jelolje X egy adott érme esetén a fej
eredmény valészintiségét. Az X val. valtozé sfiriségfiiggvénye: fx(r) = 6x — 622, ha0 <z < 1,és0
egyébként. Egy ilyen érmét 4-szer feldobva mi a valdszinlisége, hogy 2 fejet kapunk eredményiil?

Egy alkalmazasat a gyartd rendszeresen ellenOrzi biztonsagi rések tekintetében. Tegyiik fel, hogy egy
adott biztonsagi rés gyarté altali felfedezéséig eltelé T idének a kévetkezd az eloszlasfliggvénye
2

Fr:tes l—e 7 ha t > 0,
0 egyébként.

Ha a hibat ¢ id6pontban fedezi fel a gyarté, akkor 1—e ™t eséllyel élnek vissza azzal. (Ha felfedezi, rogton
kijavitja, igy nem élhetnek vissza vele.) Mi a valészintisége, hogy torténik visszaélés a kijavitds el6tt?
Megjegyzés: A keresett valoszinliségre adodo integral a normalis eloszlas segitségével kiszamithato.

(Vizsgakurzus vizsgdja, 2024.06.10., 6. feladat) Cimucka bécsi turkevei telkén egy t6 kukoricat nevelget.
Tarkeve Magyarorszag legszarazabb teriiletei kozé tartozik, a juliusi csapadékmennyiséget milliméter-
ben mérve egy X folytonos valésziniiségi valtozé irja le, amelynek eloszlasfiiggvénye:

0, ha z <0,
12
a2 ha 0 <z <50
__ ) 5000° -
Fx(x) =4{] Loz=50 _ @502 50 2 < 100
2 50 5000 ’
1, ha x > 100.

Feltéve, hogy x € (0,100) milliméter es6 esik juliusban, a kukoricaté 1 — 155 valészintiséggel szarad el
a honap végére. Mi a valdsziniisége, hogy a kukoricaté nem szarad el julius végére?

Targyfelvétel soran a tanulmanyi rendszerben a szabad belépési kapacitas aranya az Osszes férchely
szamahoz képest X, ahol X j6 kozelitéssel egyenletes eloszlasu a (0,01;0,11) intervallumon. J6zsi sze-
retné felvenni kedvenc szabadon valaszthato targyat, de legfeljebb 3 probalkozasa van, utana elfogynak
a targy féréhelyei. X ismeretében minden belépési kisérlet a tobbi kisérlettdl fiiggetlentil X valdszini-
séggel sikeres. Sikeres belépés esetén Jozsi fel tudja venni a targyat, kiilonben tjra kell prébélkoznia.
Mi a valésziniisége, hogy Jozsi fel tudja venni a targyat? (A kisérletek kozott X értéke nem valtozik.)

Legyenek X,Y valdszin(iségi valtozok pozitiv és véges szérassal. Mutassuk meg, hogy ha E(Y|X) =
E(Y) teljestil, akkor X és Y korrelalatlanok. Igaz-e, hogy ha X és Y korreldlatlanok, akkor E(Y|X) =
E(Y) mindig teljestil? Igaz-e (a fenti feltételek teljesiilése esetén), hogy ha E(Y|X) = E(Y), akkor
E(X|Y) =E(X)? Segithetnek a jegyzetben/feladatsorokon szerepld példdk a korreldlatlansdgra.
Beadds 14. héten, de 12.15-i vizsga esetén az IMSc-pontszerzéshez a 13. héten be kell adni!



