Valdszinliségszamitas és statisztika —
Folytonos valdsziniiségi valtozok, centralis

hatareloszlas-tétel
Tartalom
» Folytonos valdsziniiségi valtozdk, eloszlasfiiggvény folytonos
esetben, slirliségfiiggvény, és ezek kapcsolata
» Varhaté érték folytonos esetben
Nemnegativ valdszinliségi valtozok varhato értéke
» Folytonos valdsziniiségi valtozdk transzformaltjanak eloszlasa,
transzformalt varhaté értéke (momentumok, szdrés)
> Valdszinliségi valtozék szimuldcidja
> Nevezetes folytonos eloszldsok: egyenletes, exponenciilis,
normalis
» De Moivre—Laplace-tétel, centralis hatdreloszlds-tétel

v

ElGismeretek: Differencidl- és integralszamitas egy dimenzidban,
diszkrét valdszinliségi valtozok
A normalis eloszldsrdl sz6l6 rész jelentés mértékben tartalmaz Pintér Marta

2022-es diasorabdl dtvett szbvegeket.
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Folytonos valdsziniiségi valtozék
Emlékezteté: Ha (2, F,P) valdsziniiségi mezd, akkor valésziniiségi
véltozénak az olyan X: Q — R fiiggvényt nevezziik, amelyre
{X <x} ={we Q] X(w) < x} €F minden x € R esetén.
Eddig: diszkrét val. valtozék, Ran(X) megszdmlalhaté (=véges
vagy megszamlalhatéan végtelen).

Példak folytonos véletlen mennyiségekre, ahol az értékkészlet nem
megszamlalhaté:

» Geometriai valészinliségi mezd, ,,a [0, 1] intervallumon
taldlomra valasztunk egy pontot”, valdszinliség a “teriilettel”
(intervallumhosszal) ardnyos. A vélasztott pont egy val.
valtozd, értékkészlete [0,1] (— nem megszamlalhatd)

> Varakozasi id6k (pl. kovetkezé busz érkezéséig, villanykorte
kiégéséig)

P> A t6zsdén egy adott részvény értékének valtozdsa egy nap
alatt (ennek az értéke lehet negativ is)

> Egy véletlenszeriien valasztott magyar allampolgar

testmagassaga, teststlya stb.
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Valdszinliségi mértékek folytonossaga (kiegészité anyag)
A kovetkezé allitast nem bizonyitjuk. A jegyzetben most kdvetkezé szdmos
tételt kdnnyl bizonyitani, ha ezt ismerjiik, kiilonben pedig lehetetlen.

(Alll'tés: valésziniiségi mértékek folytonossiga feliilrél.) Legyen
(Q, F,P) valdsziniiségi mez6 és A € F, Ay € F,... események
egy novekvo sorozata, vagyis A; C Ajy1, Vi > 1. Ekkor

]P’( G A,,) :P(Al quu...) = lim P(A,).
n=1

n—oo

Megjegyzés: a (P(An))nen Szamsorozat monoton nové és feliilrél
korlatos, tehat a hatarértéke valdban létezik.

(Allitas: valSsziniiségi mértékek folytonossiga alulrél.) Legyen
(Q, F,P) valdszinliségi mezé és Ay € F, Ay € F,... események
egy csokkend sorozata, vagyis A; O Aj+1, Vi > 1. Ekkor

P(DlA,,) :P(AmAm...) — lim P(A,).

n—o0

Megjegyzés: ez a feliilrdl valé folytonossaghdl és a végtelen De
Morgan-azonossagbdl kovetkezik. 3/80



Eloszlasfiiggvény

Miutdn {X < x} esemény, értelmezett a P({X < x}) valdsziniiség,
amit egyszeriisitve P(X < x)-szel jeloltiink mar eddig is.

Az R — R, x = P(X < x) fliggvény igen hasznos, kiildndsen
akkor, amikor Ran(X) nem véges, plane ha nem is
megszamlalhaté.

(4.1.2. Definicié.) Legyen X valdszinliségi véltozé. Ekkor az
Fx:R >R,

Fx(x) € P(X < x) € [0,1]

fliggvényt az X eloszlasfiiggvényének nevezziik.

Egyszerli példa: szabdlyos érme feldobdsa, Q = {F, [}, X(F) =1,
X(l)=0.

Rajzoljuk fel az X valdszinliségi valtozé (X(F) =1, X(/) =0)
eloszlasfiiggvényét! (Lasd elbadds.)

Figyeljiik meg, hogy az eloszlasfliggvény nem folytonos — igy lesz
ez mindig, amikor X diszkrét val. valtozd. Viszont balrdl folytonos.

4/80



Az eloszlasfiiggvény tulajdonsagai

Tetszbleges a < b valds szdmokra
Fx(b) — Fx(a) =P(X < b) —P(X < a) =P(a < X < b),
a valdsziniiség additivitdsa miatt.

Az eloszlasfliggvények karakterizalhatdk is:
(4.1.3. Allitds.) Egy F: R — R eloszlasfiiggvénye valamilyen
valészinliségi valtozénak <

(1) F (nem feltétleniil szigordan) monoton né,
(2) F balrdl folytonos, azaz minden x € R-re limy, F(y) = F(x),
(3) és limy—_oo F(x) =0 és limy_o0 F(x) = 1.
» (Bizonyitas: = irany)
> (Megjegyzés: konvencié az eloszlasfiiggvény definicidjaval
kapcsolatban kiilonb6zé orszagokban)
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Bevezet6 példa (v6. ppzh 2024/25, 6. feladat)

Az egység sugaru korlap belsejében taldlomra védlasztunk egy
pontot. Jeldlje X ezen pont és a kor kozéppontja tavolsagat.
Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

D
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Bevezet6 példa (v6. ppzh 2024/25, 6. feladat)

Az egység sugaru korlap belsejében taldlomra védlasztunk egy
pontot. Jeldlje X ezen pont és a kor kozéppontja tavolsagat.
Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

D

Az eloszlasfiiggvény meghatarozasahoz elGszor az értékkészletet
adjuk meg: Ran(X) = (0,1) (ami nem megszamlalhatd).
Definicié szerint az eloszlasfliggvény értéke az x € R pontban
Fx(x) =P(X < x).
igy tehdt Fx(x) =0, ha x < 0 és Fx(x) =1, ha x > 1.
Mi a helyzet x € (0,1) esetén?
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Bevezet6 példa (v6. ppzh 2024/25, 6. feladat)

Eseménytérnek (2) vélaszthatjuk példdul magat a kérlapot.

Az {X < x} esemény azon w-k halmaza Q-bdl, amelyek a
kozépponttdl x-nél kisebb tavolsdgra vannak.

Tehat x € (0,1) esetén ez egy x sugart, Q-val koncentrikus nyilt
korlap:

Tehat a geometriai valdsziniiség
képlete szerint

B(X < x) = "ttt L KT 2

Ta 127
‘ Osszefoglalva

0, ha x <0,
Fx(x)=<x? ha0<x<1,
1, ha 1 < x.

Az eloszlasfiiggvény folytonos, ellentétben a diszkrét példakkal. 7/80



Bevezet6 példa (v6. ppzh 2024/25, 6. feladat)

0, ha x <0,
Fx(x)=1<x? ha0<x<l,
1, hal<x.
Az eloszlasfiiggvény folytonos, ellentétben a diszkrét példakkal.

Annak a valdsziniisége, hogy X egy konkrét értéket felvesz, pl.
x = 1/3-ot vagy x = 1/2-t, O-val egyenl6. Ugyanis:

P(X =x) =P(X <x)-P(X < x) = Iiin Fx(y)—Fx(x) = Fx(x)—Fx(x) =0,
yix
ahol az utolsé el6tti 1épésben Fx folytonossagat hasznaltuk.
(Megjegyzés: lehetetlen vs. 0 valdszinliségli esemény, lasd eléadés)

(Megjegyzés: nem megszamlalhaté uniéra nem additiv a
valészinliség)
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Bevezet6 példa (v6. ppzh 2024/25, 6. feladat)

0, ha x <0,
Fx(x)=1<x? ha0<x<l,
1, hal<x.

Az eloszlasfiiggvény folytonos, ellentétben a diszkrét példakkal.
Annak a valdsziniisége, hogy X egy konkrét értéket felvesz, pl.
x = 1/3-ot vagy x = 1/2-t, O-val egyenl6. Ugyanis:

PX = x) = P(X < x)=B(X < %) = lim Fx(y)~Fx(x) = Fx(x)~Fx(x) =

ahol az utolsé el6tti 1épésben Fx folytonossagat hasznaltuk.
(Megjegyzés: lehetetlen vs. 0 valdszinliségli esemény, lasd eléadés)
(Megjegyzés: nem megszamlalhaté uniéra nem additiv a
valészinliség)

Tehat az x — P(X = x) sulyfiiggvény, ami diszkrét esetben
hasznos volt, folytonos Fx esetén konstans 0, igy nem hasznalhatd.
Hasonlé céli fiiggvény helyette folytonos esetben? —

strliségfiiggvény. 8/80



Bevezetd példa (vo. ppzh 2024/25, 6. feladat)
Ha 0 < x < 1, akkor Fx(x) = x2.
Kérdés (a slirliségfiiggvény bevezetéséhez): Mi a valdsziniisége,
hogy X az 1/4, illetve a 3/4 egy kis kdrnyezetébe esik?
Vagy altaldban: egy 0 < x < 1 pont kis kornyezetébe, mondjuk
(x — Ax, x + Ax)-be, ahol Ax > 0 olyan kicsi, hogy x — Ax >0
és x + Ax < 17
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Bevezetd példa (vo. ppzh 2024/25, 6. feladat)
Ha 0 < x < 1, akkor Fx(x) = x2.
Kérdés (a slirliségfiiggvény bevezetéséhez): Mi a valdsziniisége,
hogy X az 1/4, illetve a 3/4 egy kis kdrnyezetébe esik?
Vagy altaldban: egy 0 < x < 1 pont kis kornyezetébe, mondjuk
(x — Ax, x + Ax)-be, ahol Ax > 0 olyan kicsi, hogy x — Ax >0
és x + Ax < 17 Azt kapjuk, hogy

P(X € (x = Ax,x + Ax)) = P(x — Ax < X < x + Ax)

=P(X <x+Ax,X £x—Ax) =P(X < x+ Ax) —P(X < x — Ax)
=P(X < x+ Ax) —P(X < x — Ax) (folyt.!)
= Fx(x + Ax) — Fx(x — Ax)
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Bevezet6 példa (v6. ppzh 2024/25, 6. feladat)
Ha 0 < x < 1, akkor Fx(x) = x2.
Kérdés (a slirliségfiiggvény bevezetéséhez): Mi a valdsziniisége,
hogy X az 1/4, illetve a 3/4 egy kis kdrnyezetébe esik?
Vagy altaldban: egy 0 < x < 1 pont kis kornyezetébe, mondjuk
(x — Ax, x + Ax)-be, ahol Ax > 0 olyan kicsi, hogy x — Ax >0
és x + Ax < 17 Azt kapjuk, hogy
P(X € (x = Ax,x + Ax)) = P(x — Ax < X < x + Ax)
=P(X <x+Ax,X £x—Ax) =P(X < x+ Ax) —P(X < x — Ax)
=P(X < x+ Ax) —P(X < x — Ax) (folyt.!)
= Fx(x + Ax) — Fx(x — Ax)
Mindkét oldalt 2Ax-szel osztva, majd Ax-szel 0-hoz tartva az Fx
eloszlasfiiggvény derivaltjat kapjuk:
P(X € (x —22)):7X +Ax)) _ Fx(x+ AX)Q;XF)((X — Ax) - FLx) = () = 2x.

Kis Ax esetén P(X € (x — Ax, x + Ax)) ~ Fi(x): 2Ax = 4xAx.
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Siriségfiiggvény — felvezetés

> A példa alapjan az Fx eloszlasfiiggvény derivéltja bizonyos
esetekben fontos mennyiség, ezt fogjuk siirliségfiiggvénynek
nevezni.

> A slirliségfiiggvény kovetkez6 definiciéjaban egy icipicit
altaldnosabban nem az eloszlasfiiggvény derivaltjardl lesz szd,
hanem egy olyan fiiggvényrdl, amelynek integrélja (—oo-tél
x-ig) az eloszldsfiiggvény Fx(x) értéke.

> Ez az altaldnosabb definicié megengedi, hogy pl. azt az esetet
is kezeljiik, amikor az eloszlasfiiggvény folytonos, de csak
véges sok pont kivételével differencidlhaté.

» llyen az elobbi példa is: Fx minden pontban folytonos és az
x =0 és x = 1 pontok kivételével differencidlhaté.

» Diszkrét esetben az eloszlasfiiggvény derivaltja nem hasznos:
pl. ha X egy kockadobds eredménye, akkor Fx az 1,2,..., 6
pontokban nem is differencidlhatd, és mindenhol mashol 0 a
derivaltja.
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Siriségfliggvény

(4.2.1. Definicié.) Egy X valdsziniiségi valtozét folytonosnak
neveziink, ha létezik olyan nemnegativ, valds fx: R — R fiiggvény,
amire az ffooo fx(z)dz improprius Riemann-integral véges, és
minden x € R esetén

X
Fx(x) —/ fx(z)dz,

— 0o
ahol (Fx az X val. valtozé eloszldsfiiggvénye és) az integral
improprius Riemann-integral.
Az fx fliggvényt az X sirlségfiiggvényének hivjuk.
Megjegyzés: a folytonos val. valtozé ezen definicidja az abszoliit folytonos val.
véltozé fogalmanak egy specidlis esete, ami a gyakorlatban fontos példakat

mind tartalmazza — az 4ltaldnos definiciét lasd a mértékelméleten alapuld

valszamos targyaknal.
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Siriségfliggvény
A Newton—Leibniz-tétel alapjan, mivel a siirliségfiiggvény integralja
az eloszlasfiiggvény, az eloszlasfiiggvény derivéltja a siiriiségfv.
Itt nem probléma, ha az Fx eloszlasfiiggvény derivéltja véges sok
pontban nem létezik — ami a gyakorlatban igen hasznos lesz:

(4.2.2. Allités.) Ha Fx folytonos és véges sok pont kivételével
mindenhol derivdlhatd, akkor X folytonos val. valtozd, és az
F(x) = {F)’((x), ha Fx differencidlhaté x-ben,
0, kiilonben
fuggvény siirliségfiiggvénye X-nek.
A O helyett itt irhatndnk pl. 42-t is, az integralds szempontjabdl

mindegy, ha véges sok pontban barhogy megvaltoztatjuk a
stiriiségfiiggvényt (ha nemnegativ marad).
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Siriségfliggvény
A Newton—Leibniz-tétel alapjan, mivel a siirliségfiiggvény integralja
az eloszlasfiiggvény, az eloszlasfiiggvény derivéltja a siiriiségfv.
Itt nem probléma, ha az Fx eloszlasfiiggvény derivéltja véges sok
pontban nem l|étezik — ami a gyakorlatban igen hasznos lesz:
(4.2.2. Allités.) Ha Fx folytonos és véges sok pont kivételével
mindenhol derivdlhatd, akkor X folytonos val. valtozd, és az

F(x) = F(x), ha Fx differencidlhaté x-ben,
0, kiilonben

fuggvény siirliségfiiggvénye X-nek.

(Egyszerii allitds.) Ha X folytonos, akkor Fx folytonos fiiggvény.

Ez azért van, mert Fx monoton novo, tehat ha nem folytonos,

akkor van egy ugrasa folfelé. Ekkor siiriiségfiiggvénye nem létezhet.

Tehat: semmilyen diszkrét val. valtozé nem folytonos!

Az Egyszerii allitas megforditasa nem igaz, illetve nem minden folytonos val. valtozé
eloszlasfiiggvénye differencidlhatd véges sok pont kivételével mindenhol. Példak, ahol

Fx folytonos, de X nem — ldsd BME-TTK-s mértékelméletes/valszamos targyak. 12 /80



Sirlségfiiggvény a koros példaban

Lattuk:
0, hax<0,
Fx(x) =4 x? ha0<x<1,
‘ 1, hal<x.
Ez (minden pontban) folytonos és (az 1) kivételével

differencidlhaté. Tehat X slriiségfiiggvényét gy kapjuk meg, hogy
ahol nem differencidlhatd, ott 0-nak valasztjuk, mindenhol mashol

pedig Fy (x)-nek:

e (x) 0, ha x <0vagy x > 1,
X) =
X 2x, haO<x<1.
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A slriiségfiiggvény karakterizacidja
(4.2.5. Allités.) Egy nemnegativ f: R — R fiiggvényhez akkor és
csak akkor létezik X folytonos valdsziniiségi valtozé, aminek az f
stirtiségfliggvénye, ha f Riemann-integralhaté és

/ T f(x)dx = 1.

—0o0
Bizonyitas:
» Konnyli irdny: ha X folytonos val. véltozd, akkor fx-re teljesiil
az egyenlet, |dsd el6adas.
» A mdsik irdnyrdl (ami a jegyzetben nem szerepel): ha f >0
Riemann-integralhaté és [* f(x)dx =1, akkor x € R-re

F(x) = / f(z)dz.

—0o0
Konnyen ellenérizhetd: ekkor F teljesiti az eloszlasfliggvény
tulajdonsdgait (j6 hatdrérték +oo-ben, mon. névé, balrél folyt.).
A 4.1.3. Allitas visszairanya miatt (biz. 13sd jegyzet) létezik
olyan X val. véltozd, amelynek eloszlasfiiggvénye F, igy f
pedig sliriiségfiiggvénye X-nek. 14/80



A slriiségfiiggvény tulajdonsagai

Ezt a diat megcseréltem az elézével, mert azt mondtam el elébb el6addson.
(4.2.4. Allitas.) Legyen X folytonos valésziniiségi valtozd. Ekkor
minden a < b valés szam esetén

Pla< X < b) = /b fe(x)dx.

(Bizonyitas: lasd el6adds)

A bizonyitas soran lattuk: folytonos X esetén minden a € R-re

a
P(X =a) = / fx(x)dx = 0.
a
Emiatt minden a, b-re
Pla<X<b)y=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pa<X<bh).

Diszkrét esetben ez nincs igy!!!
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A siriiségfiiggvény szemléletes jelentése

Ahogy mar utaltunk ra, ha X folytonos, akkor x € R-re
P(X € (x — Ax, x + Ax))
Ax|0 2Ax

feltéve, hogy Fx differencidlhaté x-ben, ami a legtobb példdban
véges sok pont kivételével teljesiil. (Ellenpélda: ldsd IMSc hazi.)
Vagyis a fx(x) azt adja meg, hogy x egy kis kdrnyezetébe milyen
valdszintiséggel esik X, osztva a kis kornyezet hosszaval.

Intuicié: végezziik az X-nek megfeleld véletlen kisérletet sokszor
egymas utan fiiggetleniil. Ekkor az, hogy rogzitett kis Ax > 0
esetén egy adott x-re (x — Ax, x + Ax)-be milyen gyakorisdggal
(siirliséggel) esnek a véletlen eredmények, kb. fx(x)-szel lesz
aranyos.
llyen értelemben a siirliségfiiggvény a sulyfiiggvény megfeleld
analégja a folytonos esetre vonatkozéan.
Intuicié pontositdsa — ldsd Matematikai statisztika MSc-s tdrgy, empirikus
stirliségfiiggvény /siiriiséghisztogram témakdre.
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Példa siirliségfiiggvényre

Ossznépi gyakorlat: 5. feladatsor, 10. feladat.

A Pluté torpebolygdn 1évé kraterek atmérdinek (km-ben vett)
eloszlasat kozelitéleg az aldbbi siirliségfiiggvényii S valdszinliségi
véltozéval irhatjuk le:

fo o x x~2, ha x> d,
s 0’

u'\

egyébként.
Tegyiik fel, hogy P(S > 9) = 0,2689.

a) Hatdrozzuk meg c értékét.
b) Hatdrozzuk meg d értékét.
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Egyenletes eloszlas

A legegyszeriibb folytonos eloszlds az egyenletes eloszlds, amelynek
egy [a, b] intervallumon a slirliségfiiggvénye.

Azt mondjuk, hogy egy X val. véltozd egyenletes eloszlasu az [a, b]
intervallumon (ahol —0co < a < b < o), ha

1
fe(x) = -5 haa<x<b,
0, egyébként.

Jelolés: X ~ U(a; b). Miért pont ﬁ?
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Egyenletes eloszlas
A legegyszeriibb folytonos eloszlds az egyenletes eloszlds, amelynek
egy [a, b] intervallumon a slirliségfiiggvénye.
Azt mondjuk, hogy egy X val. véltozd egyenletes eloszlasu az [a, b]
intervallumon (ahol —oo < a < b < o0), ha

1
f(x) = { B2 haa<x < b,
0, egyébként.

Jelolés: X ~ U(a; b). Miért pont ﬁ? Azért, hogy az integrélja 1
legyen az egész szdmegyenesen (vagyis ebben az esetben az [a, b]
intervallumon, hiszen mindenhol mashol 0 a fiiggvény).

A slirliségfiiggvény —oo-t6l x-ig vald integralasaval kapjuk az
eloszlasfiiggvényt, amely linedrisan n6 0-rél 1-re a-tdl b-ig:

0, ha x < a,
Fx(x) =14 %2, haa<x<b,
1, ha x > b.

Mindenhol folytonos, a és b kivételével differencidlhaté fliggvény. /5



Egyenletes eloszlas: eloszlas- és siirliségfiiggvény

1.0}

& — (-1.1)

P — (-22)

s — -1.2)

2 =1 L 1 2
DY E—

0.4

:1.3; — (-1.1)

: — (-22)

e2r — (-1.2)
0.1 F

Folytonos X esetén Fx mindig mindeniitt folytonos, fx nem
feltétlentil. 19/80



Megjegyzés: fiiggvények megadasa a a hatdrokon

> Siiriiségfiiggvény: nyilt (vagyis (—oc, a), (a, b), (b, ),
(—00, 00) alakd) intervallumon vagy ilyenek diszjunkt unidjan
legyen nem nulla, mert derivalni csak nyilt halmazon lehet.

» Eloszlasfiiggvény: mivel folytonos, a hatarokat barmelyik
szomszédos részbe besorolhatjuk, akdr mind a kettébe
egyszerre (de legaldbb az egyikbe be kell sorolni).
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Egyenletes eloszlas: kapcsolat a geometriai val. mezovel

Az (a, b) intervallumon (—oco < a < b < 00) vett egyenletes
eloszlast eddig “az (a, b) (vagy |[a, b]) intervallumon taldlomra
valasztott X pont” eloszldsdanak neveztiink

— geometriai valdszinliségi mezd, a valdsziniiség a , teriilettel” (itt
intervallumhosszal) ardnyos.

Ez tehdt azt jelenti, hogy ha a<s <t < b, P(s < X < t) az (s,t)
intervallum hosszaval aranyos, vagyis

P(s < X < t) = const - (t — s), ahol const = 1.
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Egyenletes eloszlas: kapcsolat a geometriai val. mezovel
Az (a, b) intervallumon (—oco < a < b < 00) vett egyenletes
eloszlast eddig “az (a, b) (vagy |[a, b]) intervallumon taldlomra
valasztott X pont” eloszldsdanak neveztiink
— geometriai valdszinliségi mezd, a valdsziniiség a , teriilettel” (itt
intervallumhosszal) ardnyos.

Ez tehdt azt jelenti, hogy ha a<s <t < b, P(s < X < t) az (s,t)
intervallum hosszaval aranyos, vagyis

P(s < X < t) = const - (t — s), ahol const = 1.

A siriségfiiggvény szemléletes jelentése szerint: ha a < x < b,

fe(x) = fim P(X € (x — Ax,x + Ax)) ! 26x 1

Ax|0 2Ax = Ao (b—a)2Ax  b—a’

Mivel a siirliségfiiggvény konstans, az utolsé egyenléség akkor is
igaz, ha elhagyjuk a limayo-t (eggyel korabban is elhagyhatjuk).
Ehhez csak az kell, hogy Ax olyan kicsi legyen, hogy az

(x — Ax, x + Ax) intervallum egésze (a, b) része legyen.
Altalanos folytonos val. valtozénal ugyanez nem igaz!!
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Geometriai valdszinliségi mezon definialt valdsziniiségi
valtozok (6ssznépi feladatmegoldéd fesztival)
Ha X ~ U(a; b), akkor X transzformaltjai (pl. X2, X stb.) mar
jellemz6en nem egyenletes eloszlastak, de eloszlasfiiggvényiik a
geometriai valdszinliség képlete alapjan meghatdrozhatd, annak
derivédlasaval pedig a siirliségfiiggvényiik is.
Egyszerli példa: 5. feladatsor, 11. és 12. feladat.

Hasonldan jarunk el kétdimenzids geometriai valdsziniiségi mezdn
definialt val. véltozd esetén is.

Kétdimenzids, de még viszonylag kellemesebb példa: 5. feladatsor,
13. feladat.

Osszetettebb példa: 5. feladatsor, 14. és 15. feladat.

Kicsit mas eloszlas- és siirliségfiiggvény-meghatarozas: 5.
feladatsor, 16. feladat.

Ezen feladatok egy részét késObb &ssznépi gyakorlatként megoldjuk
majd eléadason.
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Bevezeto példa: 5.11. feladat

A [0, 1] intervallumon taldlomra kivalasztunk egy P pontot. Jeldlje
X a P és a 0,3 pont kozotti tavolsagot.

a) Legyen Q = [0, 1] az eseményteriink. Irjuk fel X-et, mint
Q — R fiiggvényt.

b) Hatdrozzuk meg X eloszlasfiiggvényét.

c) Hatdrozzuk meg X slirliségfliggvényét.
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Bertrand-paradoxon

A most kovetkezd didk részben Téth David németes valszam diasorabdl

szarmaznak.

Egy 1 sugari korben valasszunk véletlenszerlien egy hiart. Mennyi a
valészinilisége, hogy a hur legaldbb olyan hosszd, mint a korbe
irhaté szabalyos haromszog egy oldala?

A kovetkezokben megadunk harom kiilonboz6 ,,megoldast”
(érvelést) hdrom kiilonb6z6 eredménnyel, ezért nevezziik a
problémat ,,paradoxonnak’.
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Bertrand-paradoxon
1. megoldas: Vilasszunk egyenletesen véletlenszeriien és
egymastdl fiiggetleniil egy P és egy @ pontot a kérvonalrdl, és
legyen a hir az 6ket 0sszekoto szakasz.
Sorsoljuk ki el6szor a P pontot, majd rajzoljunk a kdrbe egy olyan
szabdlyos haromszoget, aminek cslicsa ez a P.
Vilagos, hogy pontosan akkor kapunk a haromszog oldalanal
hosszabb hirt, ha Q a hdromszog masik két csiicsa kozé esik. Igy a
keresett valdsziniiség %

Pla)=1/3
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Bertrand-paradoxon

2. megoldas: Vilasszuk ki egyenletesen véletlenszeriien egy
sugarat a kornek, majd rajta egyenletesen véletlenszeriien (a sugar
valasztastdl fiiggetleniil) egy P pontot. A hir legyen az, amelyik a
sugdrra meréleges, és a sugarat a P pontban metszi.

Sorsoljuk ki el6szér a sugarat, majd rajzoljunk a kdrbe egy olyan
szabdlyos haromszoget, aminek egyik oldala merdlegesen metszi a
sugarat, jeldlje a metszéspontot S.

Lathatd, hogy pontosan akkor kapunk a haromszog oldaldnal
hosszabb hdrt, ha a P pont kozelebb van a kér kézéppontjahoz,
mint S. Mivel S felezi a sugarat, igy a keresett valdsziniiség %

PiA=1/2
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Bertrand-paradoxon

3. megoldas: Vilasszunk ki egyenletesen véletlenszeriien egy P
pontot a kdrlapon. Legyen a hir az, aminek éppen P a
felezépontja. llyen hir mindig csak egy van (hacsak P nem a
kozéppont, de mivel ez nulla valdsziniiségli lehet6ség, igy ezzel az
esettel nem kell foglalkoznunk).

Vegyiink egy szabdlyos hdromszoget a korben, és nézziik ennek a
beirhaté korét. A hir pontosan akkor lesz hosszabb a hdromszog
oldalandl, ha P a kisebb korbe esik.

Az el6z0 esetben lattuk, hogy ha a nagy kor sugara r, akkor a kis
kor sugara r/2. A keresett valdszinliség pedig a két kor teriiletének

(r/ 2)2

aranya azaz 4.
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Bertrand-paradoxon

Melyik megoldas helyes? Mindegyik.
Kiilonb6zé modellek, kiilonbdzd (mindegyik esetben geometriai)
valdszintiségi mezok — kiilonb6z6 eredmények.

Pla)=1/3

1. megoldas: két pontot valasztunk egymastdl fiiggetleniil, vagyis
két szoget egyenletesen a [0, 27) intervallumon (a szogeket
radidnban mérjiik).
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Bertrand-paradoxon
Melyik megoldas helyes? Mindegyik.
Kiilonb6zé modellek, kiilonbozé (mindegyik esetben geometriai)
valészinliségi mezék — kiilonboz6 eredmények.

Pla)=1/3

1. megoldds — Eseménytér: Q = [0,27)2 = [0,27) x [0, 27).

Ha « az elsoként valasztott szog, akkor a kedvezd esetek halmaza
{a} x (a+27/3,a + 47/3).

Ez azonban nem mindig esik bele teljesen az € négyzetbe, ezért
(o +27/3,a + 47/3)-t ,,modulo 27" értjiik, azaz az ide esd
szamok ,,2m-vel valé osztdsi maradékat” vessziik (lasd abra).

igy a kedvezd teriilet 27 - (21r/3) = 412 /3 (két 4 /3 befogdji
derékszogli egyenlészari haromszog teriilete minusz két 27/3
LTE R VLY

T
472

befogdjié), vagyis a keresett valdsziniiség 26 /80



Bertrand-paradoxon

A 2. megoldasnal az eseménytér: Q = [0,27) x [0, 1] (a sugarat a
végpontjanak egy rogzitett masik sugarral alkotott szogével, a
sugaron valasztott pontot a kozépponttdl vald tavolsdagaval
paraméterezziik, és a kettét egymastdl fiiggetleniil vélasztjuk).
Kedvezé kimenetelek halmaza: [0,27) x [0,1/2].

igy a keresett esemény valésziniisége 1/2.

PlAl=1/2

(
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Bertrand-paradoxon

A 3. megoldasnal az eseménytér: Q2 az 1 sugard, origd
kozéppontt korlap.

A kedvezd kimenetelek halmaza az 1/2 sugari, ezzel koncentrikus

kor.
Igy a keresett esemény valdszinlisége a két teriilet hanyadosa, azaz
(1/2)°m _ 1

120~ 4

PlA)=1/4

A\
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Néhany altaldnos megjegyzés geometriai val. mezokrol

> Egy-egy pont valasztasdnak valészinlisége 0.
Hasonl6an: a sikban/térben egy egydimenzids szakasz vagy gérbe
valasztdsanak, illetve a térben egy kétdimenzids feliilet
vélasztasanak valdsziniisége is 0.

» Pl. az (a, b) intervallumon egyenletes eloszldsd X esetén:
P(X = x) =0, minden x € (a, b)-re. De {X = x} # 0, hiszen
0 valészinliségli, de nem lehetetlen események!

> A geometriai val. mez6 fogalma kiterjesztheté R" bizonyos korldtos
részhalmazaira is — egy adott ,,alacsonyabb dimenziés objektum”
vélasztasdnak valésziniisége 0.

» A hosszisag/teriilet /térfogat/n-dimenziés térfogat fogalma nem
terjeszthet6 ki értelmesen az eseménytér minden részhalmazara.
igy itt az F o-algebra megvélasztisa fontos kérdés (de ezzel ebbdl a
targybdl nem foglalkozunk).

> igy nem lehet az eseménytér minden részhalmaza esemény, de a
gyakorlatban fontos részhalmazok igen. (Pl. a sikban barmilyen
sokszOgbe, korbe/ellipszisbe stb. és ilyen halmazok.megszdmlalhaté
metszetébe vagy unidjdba esés esemény lesz.) 31/80



Példa: exponenciilis eloszlas
(5.2.3. Definicié.) Egy Z valdszinliségi valtozé exponencilis
eloszlasti A > 0 paraméterrel, ha

e M ha x>0
f‘ — b b
2(x) {0, kiilénben

vagyis

0 ha x < 0
Fz(x)=<{" -7
2(x) {1—eA& ha x > 0.

Jelolés: X ~ Exp(\).

Az Exp(1) eloszlds neve standard exponencialis eloszl3s.

Eléforduldsa: vérakozasi idék (Z > 0, 1 valdsziniiséggel), pl. egy
villanykorte kiégéséig hatralévo ido.

(Példa: 6ssznépi gyakorlat, 6.14. feladat a), b))

Legyen X exponencialis eloszldsu valdszinliségi valtozé, amirdl

tudjuk, hogy P(X > 3) = e°.

a) Mi X eloszldsanak paramétere (\)?

b) P(X < 2) =7 32/80



Exponencidlis eloszlds: eloszlas- és siirliségfiiggvény

10F
osl
08t — A=1
— A=h
e — =10
0.2
1 2 é 4
10
]
el — A=1
— A=5
N — A=10
2
o 1.0 1 20
o =l = = = <
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Exponencidlis eloszlas: orokifjusag
Emlékeztetd: a geometriai eloszlas orokifjisaga: ha X ~ Geo(p),
akkor

P(X >s+t|X>t)=P(X >5s), Vs, te{1,2,...}. (1)

Figyeljik meg: ha s, t koziil valamelyik nem egész szadm, akkor (1)
nem feltétleniil teljesiil. Pl. legyen t = 3/4, s = 1/2, ekkor
P(X >s+t|X > t)=P(X >5/4X >3/4) =P(X >2)=1—p,
de

P(X >s)=P(X >1/2)=1.

Viszont ha X ~ Exp(A), A > 0, akkor (1) igaz barmely
s, t € [0,00) esetén.
(Bizonyitas: lasd eléadas)
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Exponencidlis eloszlas: orokifjusag
Emlékeztetd: a geometriai eloszlas orokifjisaga: ha X ~ Geo(p),
akkor

P(X >s+t|X>t)=P(X >5s), Vs, te{1,2,...}. (1)

Figyeljik meg: ha s, t koziil valamelyik nem egész szadm, akkor (1)
nem feltétleniil teljesiil. Pl. legyen t = 3/4, s = 1/2, ekkor

P(X >s+t|X >t)=P(X >5/4X >3/4)=P(X >2)=1—p,

de
P(X >s)=P(X >1/2)=1.

Viszont ha X ~ Exp(A), A > 0, akkor (1) igaz barmely

s, t € [0,00) esetén.

(Bizonyitas: lasd eléadas)

Modellezési kérdés: milyen varakozasi id6k esetén teljesiil (1)?

Pl. a villanykorte esetén mérési eredmények szerint nagyjabdl igen.
Pl. egy ember elhaldlozasdig hatralévo id6 esetén nem!

A villanykorte nem nagyon oOregszik, az ember igen,
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Orokijfusag, exponencidlis és geometriai eloszlas
Emlékeztetd: (5.2.5. (1) Allitss.) Ha egy X nemkonstans
valdszinliségi valtozora

P(X >s+t|X >t)=P(X >s), Vs,t€{1,2,...} (2)

teljesiil és Ran(X) = {1,2,...}, akkor X ~ Geo(p), ahol
p=P(X =1).

Most: (5.2.5. (2) Allitas.) Ha egy X nemkonstans valdsziniiségi
valtozéra a

P(X >s+t|X>t)=P(X>s), Vs,t>0 (3)

orokifjusagi feltétel teljesiil és Ran(X) = [0, 00), akkor X eloszlasa
exponencialis.

Az 5.2.5. (2) &llitas koznyelvi, majdnem ekvivalens
megfogalmazasa:

Ha X eloszldsa folytonos és orokifjd, akkor X exponencidlis
eloszlasu.

Zh-n és vizsgan, vagy gyakorlati alkalmazasokban (pl. tomegki-

szolgdlas) leginkabb erre a megfogalmazasra van sziikség. 80



Orokijfusag, exponencidlis és geometriai eloszlas
Emlékeztetd: (5.2.5. (1) Allitss.) Ha egy X nemkonstans
valdszinliségi valtozora

P(X >s+t|X >t)=P(X >s), Vs,t€{1,2,...} (2)
teljesiil és Ran(X) = {1,2,...}, akkor X ~ Geo(p), ahol
p=P(X =1).
Most: (5.2.5. (2) Allitas.) Ha egy X nemkonstans valdsziniiségi
valtozéra a

P(X >s+t|X>t)=P(X>s), Vs,t>0 (3)

orokifjusagi feltétel teljesiil és Ran(X) = [0, 00), akkor X eloszlasa
exponencialis.

Bizonyitas: lasd el6adas.

A bizonyitas soran hasznaljuk az aldbbi lemmat, amit nem
bizonyitunk:

(5.2.6. Lemma.) Ha g: [0,1) — R monoton csokkend fliggvény,
amire g(t +s) = g(t) + g(s) teljesiil tetsz8leges s, t € [0, c0)
esetén, akkor g(t) = —At, ahol A = —g(1) > 0.
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Kapcsolat az exponencialis és a geometriai eloszlds kozott
Az orokifjisag miatt az exponencidlis eloszlds a geometriai eloszlas

folytonos analdgja. A kdvetkezé allitds alapjan a geometriai
eloszlas ki is fejezhetd az exponencialisbdl.

(5.2.7. Allitds.) Ha az X valdszinliségi valtozé exponencidlis
eloszlast A paraméterrel, akkor [X] geometriai eloszldsi 1 — e~
paraméterrel. (Bizonyitas)
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Kapcsolat az exponencialis és a geometriai eloszlds kozott
Az orokifjisag miatt az exponencidlis eloszlds a geometriai eloszlas

folytonos analdgja. A kdvetkezé allitds alapjan a geometriai
eloszlas ki is fejezhetd az exponencialisbdl.

(5.2.7. Allitds.) Ha az X valdszinliségi valtozé exponencidlis
eloszldsi A paraméterrel, akkor [ X| geometriai eloszldsti 1 — e~
paraméterrel. (Bizonyitas)

A

Figyeljiik meg, hogy az exponencidlis és a Poisson-eloszlds kozott
szintén van kapcsolat: ha X ~ Exp(\) és Y ~ Pois()), akkor

P(X>1)=e*=P(Y =0).

A két eloszldst az (n. Poisson-folyamat kapcsolja 6ssze — lasd MSc-s térgyak:
Sztochasztika és Tomegkiszolgalas (1).

Intuicié: tegyiik fel, hogy bizonyos ismétl6ds ,,események” (pl. telefonhivésok,
foldrengések stb.) fiiggetlen, Exp(\) eloszlast id6kzdnként kdvetik egymast.
Ekkor egy t hossziisagud idSintervallumba esé események szdma Pois(At)
eloszldst lesz, tovabba diszjunkt intervallumokba es6é események szamai
figgetlenek lesznek.

Itt P(Y = 0) azt jelenti, hogy egy t = 1 hosszu id&intervallumban nincs

esemény, mig P(X > 1) azt, hogy a varakozasi id6 1-nél tobb. Ezek egyenldek: )
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Nem minden val. véltozé diszkrét vagy folytonos...
Példa: az X val. vdltozét tgy kapjuk, hogy egy szabalyos
pénzérmét feldobunk, és ha fej az eredmény, akkor a kedvenc
véletlenszam-generatorunkkal (0, 1)-en valasztunk egyenletesen egy
szamot és ezt tekintjiik X-nek, ha pedig iras, akkor feldobunk egy
szabdlyos dobdkockat és az eredményt tekintjilk X-nek. Ekkor

» X nem folytonos, mert ha az lenne, akkor P(X =6) =0
teljesiilne, de P(X = 6) = } - § = 15 (szorzasi szabaly).
» X nem is diszkrét, mert a (0, 1) intervallumon minden értéket
felvehet, tehat értékkészlete nem megszamlélhaté.
Feltéve, hogy fejet dobunk, X tgy viselkedik, mint egy folytonos
val. valtozd, és feltéve, hogy irdst, gy, mint egy diszkrét.
Ha x € (0,1) és Ax olyan kicsi, hogy 0 < x — Ax < x + Ax < 1,
akkor

P(X € (x—Ax, x+Ax)) = P(fe))P(X € (x—Ax, x+Ax)|fej) = Ax.

igy a ,slirliségfiiggvény” a (0, 1)-en konstans % azonban ez nem
igazi siiriségfliggvény, mert ha 0-tdl 1-ig integraljuk, csak %—et
(= P(fej)) kapunk.
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Varhato érték folytonos esetben
Emlékeztet6: ha X nemnegativ diszkrét valdsziniiségi valtozd,
amelyre

> KX = k) < oo,

keRan(X)
akkor

E(X)= ) KkP(X=k).

keRan(X)

Ennek analégja a folytonos esetben: ahelyett, hogy a silyfiiggvényt
k-val szorozva Osszegeznénk, a sirliségfliggvényt x-szel szorozva
kiintegraljuk — ez is egy ,,valészinliséggel sulyozott atlag”.
(4.3.3. Allités.) Legyen X folytonos val6sziniiségi valtozé, amelyre

/ |x|fx(x)dx < oco.

—00

Ekkor ~
E(X) = / x fx(x)dx.

—0o0
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Varhato érték folytonos esetben

(4.3.3. Allités.) Legyen X folytonos valésziniiségi valtozé, amelyre

/ x| (x)dx < o0,

—00

Ekkor -
E(X) :/ x fx(x)dx.

—0oQ0
Az allitdst — bizonyos mértékelméleti alapok hidnydban — nem bizonyitjuk.

Megjegyzés: Ezen tdrgy szempontjdbdl a 4.3.3. Allitasban szerepld képletet
nyugodtan tekinthetjiik a virhaté érték definicidjanak is folytonos esetben.

Azonban van a varhaté értéknek olyan definicidja is, ami a diszkrét és a
folytonos esetet is lefedi — 3.4.1. Definicid, |dsd kés6bb.
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Nevezetes eloszlasok varhatd értéke

(Allités.) Ha X ~ Exp()) valamely A > 0-ra, akkor E(X) = i
(Bizonyitas: 13sd el6adds/jegyzet, parc. int.)
Vagyis minél nagyobb A, annal kisebb a varhaté érték.

Intuicié: ha bizonyos események kozott a vdrakozdsi idok fiiggetlen
Exp(\)-eloszlasdak, akkor egy 1 hosszu idéintervallumba dtlagosan A db
esemény fog esni — lasd Poisson-folyamat. Az exponencidlis eloszldas A
paraméterét szokds az eloszlas ratdjanak is nevezni.

(Allités.) Ha X egyenletes eloszlésti az (a, b) intervallumon (ahol
—00 < a < b < 00), akkor E(X) mit varunk, mennyi?
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Nevezetes eloszlasok varhatd értéke

(Allités.) Ha X ~ Exp()) valamely A > 0-ra, akkor E(X) = 1.
(Bizonyitas: lasd el6adds/jegyzet, parc. int.)
Vagyis minél nagyobb A, annal kisebb a varhaté érték.

Intuicid: ha bizonyos események kodzott a varakozasi idok fiiggetlen
Exp(\)-eloszlastiak, akkor egy 1 hosszd idSintervallumba dtlagosan A db
esemény fog esni — ldsd Poisson-folyamat. Az exponencidlis eloszlas A
paraméterét szokds az eloszlas ratdjanak is nevezni.

(Allitas.) Ha X egyenletes eloszlasti az (a, b) intervallumon (ahol
—00 < a < b < 00), akkor E(X) = 2£&.

(Bizonyitas: lasd el6adds/jegyzet)

Vagyis az U(a; b) eloszlasd val. véltozé ,,4tlagosan” az intervallum
kézéppontjaban van. (Szimmetria!)
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Varhato érték: pozitiv rész, negativ rész
Kérdés: ha [*|x|fx(x)dx = oo, lehet-e E(X)-et legaldbb 400
vagy —oo értékkel definidlni?
Erre a kérdésre ugyanazt valaszolhatjuk, mint diszkrét esetben:

> Ha P(X >0) =1: E(X) = [7_ xfx(x)dx € [0, 0c] jéldefinidlt.
> Ha P(X <0)=1: E(X) € [-00,0] jéldefiniilt.

» Ha X pozitiv és negativ értékeket is felvesz: ekkor, ahogy lattuk,
Xt =max(X,0) és X~ = max(—X, 0) nemnegativ valdsziniiségi
valtozdk, tovabba

X=X"=-X"és|X|=XT+X".
Ha E(X™) < co vagy E(X ™) < oo, akkor legyen

E(X) < E(X*) —E(X"),

ami vagy egy valds szam, vagy +oo, vagy —oo. Ha
E(XT) = E(X™) = oo, akkor a varhatd értéket nem értelmezziik.
(Példa: Cauchy-eloszl3s, lasd eléadés.)

> Ismét latjuk: E(]X|) < oo pontosan akkor, ha E(X) létezik és véges.

41/80



A varhatd érték linearitasa

A vérhaté érték linearitdsa nemcsak diszkrét, hanem tetszoleges
val. véltozdk esetén igaz, amelyeknek létezik varhatd értéke:

(Allités.) Legyenek X, Y valésziniiségi véltozék, amelyekre

E(|X]) < 00 és E(]Y]) < oco. Ekkor E(X + Y) = E(X) + E(Y) és
c € R esetén E(cX) = cE(X).

Ugyanez igaz pl. nemnegativ val. valtozdkra is, haszndlva az

00 + 00 = 00 + ¢ = oo konvenciét (ahol ¢ € R):

(4.3.1. Alll’tés.) Legyenek X, Y nemnegativ valdszinliségi valtozok.
Ekkor E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Ezek az allitasok akkor is igazak pl., ha X diszkrét és Y folytonos.
Pl. ha X egy kockadobds eredménye és Y ~ Exp(1), akkor
E(X +Y)=4,5.
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Transzformalt varhaté értéke
Folytonos X esetén is fontos mennyiség példaul X szdrasnégyzete:

D?(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)*.

Kérdés: Hogyan szamoljuk ki E(X?)-et?
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Transzformalt varhaté értéke
Folytonos X esetén is fontos mennyiség példaul X szdrasnégyzete:

D?(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — E(X)*.

Kérdés: Hogyan szamoljuk ki E(X?)-et?

1. lehetéség: alkalmazzuk az aldbbi allitast g(x) = x?-re.

(4.3.5. Allitas részlete.) Legyen X folytonos valésziniiségi valtozé
és g: R — R folytonos fiiggvény. Ha

Il i) ax < o

akkor -

B(e()) = [ g0 () dx.
Megjegyzés: Ha g(x) > 0 minden x € Ran(X) esetén, akkor
E(g(X)) € [0, 0o] mindig jéldefinilt. Pl. E(X?) minden X-re

joldefinialt, legfeljebb végtelen.
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Transzformalt eloszlasa folytonos esetben
Kérdés: Hogyan szamoljuk ki E(X?)-et?
2. lehetéség: Meghatdrozzuk a g(X) val. valtozé fg(x)
stirliségfiiggvényét, majd a varhatd érték képlete szerint
kiszamoljuk a varhatd értékét:

[e.e]

Be(X) = [ x fruo()dx.

—00

Ha csak E(g(X)) érdekel minket, akkor sokszor kdnnyebb az el6z6
dian szerepl6 képletet hasznalni.

Ha viszont kivéncsiak vagyunk a g(X) val. valtozé eloszldsara is,
akkor mindenképpen meg kell hataroznunk f,(x)-et. Eljaras:

1. Meghatdrozzuk g(X) értékkészletét.
2. Definici6 szerint kiszdmoljuk az Fg(x) eloszlasfiiggvényt.
3. Ennek a derivdltja (...) az fy(x) slirliségfiiggvény.

Figyelem: fy(x)-et dltaldban nem tudjuk kdzvetleniil meghatdrozni.
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Egyenletes eloszlas transzformiltja (négyzete)
Példa: Y = X2 eloszldsa, ahol X egyenletes eloszlast (0,1)-en.

1. Ran(Y) = (0,1), mert {x?: x € (0,1)} = (0,1).

0, ha x <0,
2. Fy(x) =19+, hal0<x<1,
1, ha x > 1.

(Szamolas: lasd eléadas)
1
ﬁ, hal<x < ].7

3. gy fiv(x) =
&y fr() {0, ha x <0 vagy x > 1.

Vagyis a strliségfiiggvény szemléletes jelentése szerint

1
P(Y € (3/4 — Ax,3/4+ Ax)) = — - 2Ax
(Ye/ / ) 7
és
P(Y € (1/4 — Ax,1/4 + Ax)) = 1-2Ax,
ha Ax kicsi. Vegyiik észre: Y siiriiségfiiggvénye nem korlatos!

(Tovébbi példa eloszlastraféra: 6ssznépi gyak., 6.18. feladat részei)
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Szérasnégyzet tulajdonsagai
lgaz a folytonos/altaldnos esetben is: ha ¢ € R és E(X?) < oo,
akkor D?(cX) = c?D?(X), D?(X + ¢) = D?(X).
Emlékeztets: (6.4.2. Allités) Ha X és Y fiiggetlen valdsziniiségi
valtozok és E(X2),E(Y?) < oo, akkor

D?(X + Y) = D?(X) + D?(Y).

Ezt csak diszkrét esetben lattuk be (és ott is csak részben), de a
folytonos esetben hasonlé a bizonyitas.
A diszkrét bizonyitds kulcsa: ha X, Y fliggetlenek, akkor
E(XY) = E(X)E(Y). Ugyanez igaz barmilyen fiiggetlen val.
valtozdk esetén.
> Azt mar tudjuk, hogy mi a fiiggetlenség altalanos val.
véltozok esetén: X, Y fiiggetlenek <
PX <x,Y<y)=P(X <x)P(Y <y), ¥Vx,y € R.
» Nem tanultuk még, hogy E(XY)-t hogyan lehet kiszdmolni a
folytonos esetben (és hogy egyéltalan mit neveziink ,,folytonos

esetnek” tébbdimenziés eloszldsoknal) — hamarosan.
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Nevezetes folytonos eloszldsok szérasa

(Példa.) Ha X egyenletes eloszlasi az (a, b) intervallumon, akkor

D?(X) = (17123)2
(Tehdt D(X) = £=2))

(Bizonyitas — E(X?) kiszdmolasa: ldsd el6adas)
(Példa: 6ssznépi gyakorlat, 6.15. feladat, D?(X + ¢) = D?(X))

(10.1.1. Példa.) Ha Z ~ Exp(}) (ahol A > 0), akkor D*(Z) = 45
(tehdt D(Z) = 1).

(Bizonyitas: azt mar tudjuk, hogy E(Z)? = &, ezért elég beltni,

22
hogy E(Z%) = &
Ennek kiszdmitdsa E(Z) kiszamitdsahoz hasonlé: 2x parc. int.
ugyanazzal a szereposztassal, illetve a masodik parc. int.
elkeriilhetd, ha felismerjiik az Exp(\) eloszlas siiriiségfiiggvényét.
Lasd még: 6.10. feladat.)
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6.15. Példa

Az M3-as metrén egy dlmos utas elalszik, majd egy, a 16,4 km
hosszlisagli metrévonalon taldlomra vélasztott pontban ébred fel.
Jeldlje X a felébredés helyének a vonal egyik végéllomasatdl
(legyen ez mondjuk esetiinkben Kébdnya-Kispest) valé tavolsagat,
X tehat egyenletes eloszldsi valdszinliségi valtozé. Hany kilométer
X szérasa? Es mi lenne a vélasz, ha az M3-as metré helyett egy
mdsik, ugyanilyen hosszlsagi metrévonallal kapcsolatban
kérdeznénk ugyanezt?
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Nemnegativ valdsziniiségi valtozdk varhaté értéke
Nemnegativ val. valtozd esetén létezik egy elegdns alternativ
kiszamitasi médja a varhaté értéknek, ami esetenként konnyebb,
mint az altalanos képlet.

(Allitas.) Ha X nemnegativ valdszinliségi valtozd, akkor

E(X) = /Ooo P(X > t)dt = /000(1 — Fx(t))dt.

(Bizonyitas folytonos X esetén: nincs a jegyzetben, ezért itt)

E(X) = /0 " s (x)dx = /0 h /O " 1de fi(x)dx

:/OOO /too fx(x)dxdt:/ooo [Fx(x)] " ae

:/ (lim Fx(x) — Fx(t))dt = /Oo(l — Fx(t))dt.
0 0

X—>00
Az integralfelcserélés azért lehetséges, mert az integrandus > 0
(ldsd Fubini-tétel). A tobbi 1épés az eloszlas- és siiriiségfiiggvény
ismert tulajdonsdgaibdl kovetkezik. 49/80



Nemnegativ valdsziniiségi valtozdk varhaté értéke
Nemnegativ val. valtozd esetén létezik egy elegdns alternativ
kiszamitasi médja a varhaté értéknek, ami esetenként konnyebb,
mint az altalanos képlet.

(Allitas.) Ha X nemnegativ valésziniiségi valtozs, akkor
E(X) :/ P(X > t)dt = / (1 — Fx(t))dt.
0 0

» Az illitds nincs a jegyzetben, de a targy anyaganak része (sét
mar a régi targyénak is része volt).

P> A bizonyitdsban szerepld integralfelcserélést gyakran Fubini
flip-ként emliti az angol nyelvii irodalom.

» Diszkrét esetben is igaz az allitas (példa: gyakorlat, 6.6.
feladat). Bizonyitds: integrdlok helyett szummakkal.

> A geometriai eloszlds varhaté értékének a jegyzetben évo
(,,szummafelcserélds” ) kiszdmitdsanal mar hasznaltuk ezt a
triikkot.

» (Példa: exponenciilis eloszlds)
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Folytonos valdsziniiségi véltozék szimulacidja

Az eloszlastranszformacidk egy informatikai alkalmazasa:

Tegyiik fel, hogy van egy véletlenszam-generatorunk, amely képes
kozelitéleg fiiggetlen, kozelitdleg U(0; 1) eloszlasd
(pszeudo)véletlen szdmokat generalni.

Az nem ezen targy anyaga, hogy a pszeudovéletlen szamok generdldsa hogyan
mikodik. Tekinthetjiik black boxnak.

Kérdés: Hogyan szimuldljunk ennek segitségével (kb.) fiiggetlen,
(kb.) egy masik, megadott folytonos eloszlast kovetd val.
valtozdkat? Pl. Exp(\) eloszldstakat?
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Folytonos valdsziniiségi véltozék szimulacidja

Az eloszlastranszformacidk egy informatikai alkalmazasa:

Tegyiik fel, hogy van egy véletlenszam-generatorunk, amely képes
kozelitéleg fiiggetlen, kozelitdleg U(0; 1) eloszlasd
(pszeudo)véletlen szdmokat generalni.

Az nem ezen targy anyaga, hogy a pszeudovéletlen szamok generdldsa hogyan
mikodik. Tekinthetjiik black boxnak.

Kérdés: Hogyan szimuldljunk ennek segitségével (kb.) fiiggetlen,
(kb.) egy masik, megadott folytonos eloszlast kovetd val.
valtozdkat? Pl. Exp(\) eloszldstakat?

Vialasz: Az U(0; 1) eloszlasi val. valtozdkat helyettesitsiik be a
keresett eloszlas eloszlasfiiggvényének inverzébe.

Ennek a josagat a kovetkezdkben két |1épésben igazoljuk.
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Folytonos valdsziniiségi valtozék szimulaciéja
(Allitas.) Ha X folytonos val. valtozé, akkor az Fx(X) val. véltozd
U(0; 1) eloszlasa.
(Bizonyitds abban az esetben, ha az fx siriiségfiiggvény egy I nyilt
((—o00,00), (—00, b), (a,00) vagy (a, b) alakd) intervallumon
mindenhol pozitiv, azon kiviil pedig 0 — lasd el6adés.
Ekkor Fx szigordan monoton né az / intervallumon, ,,/ bal
végpontjaban” hatarértéke 0, ,,jobb végpontjaban” hatdrértéke
pedig 1. Igy az F;l: (0,1) — I, Fx(x) — x inverzfiiggvény
joldefinidlt, szigorian monoton novd és /-n minden értéket felvesz.)

(Kovetkezmény.) Ha X folytonos val. véltozé és U ~ U(0; 1),
akkor F)?l(U) eloszlasfiiggvénye Fx.

(Bizonyitas az el6bb targyalt esetben)

(F;l(U) eloszlasfv.-e Fx < F)?l(U) és X eloszldsa azonos.)

Megjegyzés: Az Allitas és a Kovetkezmény igaz tetszOleges

folytonos val. véltozéra is, de 6vatosabbnak kell lenni annak
meghatadrozasanal, hogy az Fx és az F)?l fiiggvények milyen
értelmezési tartomanyon szig. mon. novok. 51/80



Folytonos valdsziniiségi véaltozék szimuldcidja: példa

Ha X ~ Exp()), A > 0, akkor Fx(x) =1 —e ™.

X siirliségfiiggvénye az | = (0, 00) nyilt intervallumon pozitiv, azon
kiviil 0.

limy o Fx(x) =0, limyoo Fx(x) =1, Fx szigordan monoton né
(0, 00)-en.

Ekkor x > 0 és u € (0, 1) esetén

x=Fx Yu) & Fx(x)=u & 1-eM™=u
& —Xx=In(l—-u) & X:—In(;l\—u)'

Tehat ha U ~ U(0; 1) egy szamitégéppel nyert véletlen szadm,
—In(1-U

akkor % ~ Exp(A).

(Példa Excelben szimuldlt exponencidlis eloszlasu véletlen

szamokra: |3sd el8ad4s)
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Diszkrét valdszinliségi valtozék szimulacidja
Diszkrét X val. valtozé szimuldcidja esetén az elbbi eljards nem
haszndlhatd, mert Fx nem invertdlhaté (hiszen szakaszonként
konstans, a szakaszok kozétt pedig ugrik).
Kérdés: Hogyan szimuldljuk X-et egy U ~ U(0; 1) val. véltozé
segitségével?
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Diszkrét valdszinliségi valtozék szimulacidja
Diszkrét X val. valtozé szimuldcidja esetén az elbbi eljards nem
haszndlhatd, mert Fx nem invertdlhaté (hiszen szakaszonként
konstans, a szakaszok kozétt pedig ugrik).
Kérdés: Hogyan szimuldljuk X-et egy U ~ U(0; 1) val. véltozé
segitségével?
Viélasz: Ha Ran(X) = {ki, k2, ...} (ki paronként kiilonbozéek),
osszuk fel a (0,1) intervallumot /1, b, ... diszjunkt intervallumok
uniéjara dgy, hogy /; hossza megegyezzen P(X = k;)-vel.
Ezutdn szimulaljuk X-et gy, hogy ha U € [;, akkor az X = k;
értéket adjuk vissza.

Pl. dobdkocka: U € (0,1/6] = X =1, U €(1/6,2/6] = X =2,
..., Ue(5/6,1) = X =6.

Ez tokéletes szimuldcié (legaldbbis annyira, amennyire U
tokéletesen U(0; 1) eloszldsu).

Ha X értékkészlete végtelen (pl. geometriai, Poisson- vagy
Zipf-eloszlds), csak véges sok lehetséges értéket tudunk igy

szimulalni.
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Eddig tart a zh anyaga.

P> Kimaradt és egyel6re nem kell: Bertrand-paradoxon. Kimaradt
és amigy is csak kiegészité anyag: Randomized Quicksort —
késobb pétoljuk, Karger-algoritmus.

> A kiegészité anyagként megjelolt részek sem kellenek.

> A gyakorlat anyagdbdl a 6. feladatsor az utolsd, ami benne
lesz a zh-ban (a 6. feladatsorrél még az is, ami esetleg csak a
7. héten hangzik el gyakorlaton).

» , Elméleti feladat” (definicid, tétel kimonddsa) csak a vizsgan
lesz, de természetesen a zh-feladatokban is sziikség van az
el6éadason elhangzott definicidkra, allitdsokra. Ezeket meg kell
nevezni és a sziikséges tulajdonsagokra is hivatkozni kell.

Pl. ,,Az A, B és C események teljes eseményrendszert
alkotnak, mert paronként kizaréak és unidjuk Q (+ ennek
indokldsa), ezért a teljes valdsziniiség tétele szerint: ... "
Természetesen lehet révidebben is fogalmazni, de akkor is kell
a teljes eseményrendszer, annak jelentése és a TVT.

» Szdmoldgépet lehet hozni (és érdemes is). Nevezetes eloszlas
tdblazatot mi adunk, sajatot haszndlni nem lehet. 54/80



A" nevezetes eloszlas

Tekintsiik az alabbi véletlen mennyiségeket:

emberek ldbmérete, sziiletési silya, vérnyomdsa, magassaga
(ndk/férfiak kiilon), napi dtlaghémérséklet (az év adott napjan),
paratartalom, mérési hiba egy kisérletben, zaj.

Sok tényezd aprd, fiiggetlen tényezd folytonos eredménye.

Elnevezések: normalis eloszlds, Gauss-eloszlds, haranggorbe (a
sliriiségfiiggvénye).

Leggyakoribb és legnagyobb jelent6ségii eloszlads a
valészinliségelméletben és a statisztikdban.
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Normalis eloszlas

(8.1.1. Definicié.) Egy Y folytonos valdsziniiségi véltozé normilis
eloszldst 1 € R és 02 > 0 paraméterekkel, ha siiriiségfiiggvénye

1w cR
e 207 | x € R.
V27102
Jeldlés: X ~ N(u; 02). N(0; 1) neve standard normilis.

(Megjegyzés: o2 négyzetgydkét o-val jeldljiik, de az eloszlas

fy(x) =

paramétere o2, nem o.)
wf T A siiriiségfiiggvény pi-re
0s -szimmetrikus, és minél nagyobb

10, annal szétteriiltebb.

{(Miért nem modellezi j6l egy
ilyen strliségfliggvény a
testmagassdgot, ha a noket és a
" férfiakat egyiitt vizsgaljuk?)
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Standard normdlis eloszlds: siirliségfiiggvény

1 52
X) = e 2, x € R.
o(x) W
Ez nemnegativ fliggvény. A kovetkezé allitasbdl kovetkezik, hogy
valoban siirliségfiiggvény, vagyis [* fy(x)dx = 1:

, <2
(8.1.2. Allitds.) [ e~ Zzdx = /2.
(Bizonyitas: polarkoordinatakkal)

© tulajdonsagai: paros fiiggvény, hatarértéke +oo-ben 0,
mindenhol pozitiv, maximuma 0-ban
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Standard normdlis eloszlds: eloszlasfiiggvény

CD(X):/X go(t)dt:/x L —%ae.

—00 —oo V2T

Ez elemi fliggvényekkel nem kifejezhetd.
Ehelyett kozelitéseket haszndlunk.

1.0
0.8 4
0.6
0.4 -
0.2
0.0 T

® tulajdonsagai: eloszldsfiiggvény tulajdonsagai igazak ra,
szigordan monoton né, ®(x) =1 — d(—x).
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Standard normalis eloszlas: tablazat

rd nors

ényének tibliiz

0.02 0.06 | 007
%0 0,5230 | 0,5270
6 | 05675

0,
0,6026 | 0,6064

x 0,00 0,01 0,02
0,0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080
0,1 | 0,5398 | 0,5438 | 0,5478
0,2 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5871
0,3 | 0,6179 | 0,6217 | 0,6255
0,4 | 0,6554 | 0,6591 | 0,6628
0,5 | 0,6915 | 0,6950 | 0,6985

®(0,21) = 0,5832
®(0,315) = 0,6236
®(—0,11) =1 — 0,5438 = 0,4562

[0.8508 |
08708 | 08729

08551
08770
08962 | 08980
09131 | 09147
09279 | 09292
00106 | 09418
09515 | 09525
09608 | 09616
09686 | 09693
09750 | 09756

s
H

09925

X 09957
09965 | 0,996 | 0.9967 | 0,996 | 0,9969
09974 | 09975 | 09976 | 09977 | 0,097
09981 | 0,9982 | 0.9982 | 0,9983 | 0,9984
0,9957 | 0,987 | 0,9957 | 0,988 | 0,0985 | 0,0959 | 0,0989 | 00989
09990 | 0,991 | 0,991 | 0,991 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 09992

0,9993 09994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9995
09995 | 0,9995 09 09996 | 09996 | 0,9996 | 0,9996
09997 | 0,9997 | 0,997 | 0,997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 09997

09998




Standard normalis eloszlas: tablazat

Gyakorlaton a kordbbi években a kovetkezd eljaras alakult ki a
tablazat hasznalatdhoz:

a) Ha ketténél tobb tizedesjegyre tudjuk x-et és ®(x) a kérdés,
akkor kerekitsiink a legkozelebbi két tizedesjegyes x-re; és arra
szamoljunk ®(x)-et, illetve ha pont féliton van az x, akkor
atlagoljuk a szomszédos két tizedesjegyre kerekitett szamok @&
értékét.

b) Ha visszafelé kell kikeresniiik egy értéket a normalis eloszlasos
tablazatbdl, azaz ®(x) =y, és y-t tudjuk, de az érték két
tablazatban szerepld szam kozé esik, azaz ®(x1) < y < P(x2) ahol
x1, xp szomszédosak a tablazatban, akkor a kozelebbi x-et vegyiik
inverz értéknek, illetve ha pont féliton van az y, akkor pedig a
kisebbik x-et.
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Nem-standard normalis
A nem-standard normdlis eloszldsra megadott fiiggvények is
striiségfliggvények.
Ugyanis a nem-standard normalis eloszlds linearis transzformacidval
nyerhetd a standardbdl:

Legyen p,0 € R, o > 0, X folytonos valdsziniiségi valtozd,
, és
legyen Y = o X + p. Ekkor

fr(x) = Lo (X1,

o o
(Bizonyitas: standard eloszlastrafé-feladat, lasd el6adds.
Minden folytonos val. véltozéra igaz a nélkiil is, a

kozvetett fiiggvény derivalasa helyett integralhelyettesitéssel.
Lasd 8.2.1. Lemma, bizonyitds a jegyzetben.)

Ha X ~ N(0;1), akkor Y = o X + p ~ N(u; 02), mert

1 - 1 () 1 _x=w?
—fX(X ,u) = e 7T =—— e 22, xcR

o o V2mo? V2mo?
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Standardizalas

Visszafelé: legyen Y ~ N(u; 02) és legyen X = % Ez standard
normilis eloszlasd, ugyanis a kordbbiak szerint

e 2052 = e

V212 V2T

1 (ox+p—p)? 1 x2
2

fx(x) =ofy(ox+p)=o0

Ezzel beldttuk:

(8.2.2. Kévetkezmény.) Legyen p € R és 0 > 0. Egy Y
valésziniiségi véltozé pontosan akkor N(u; 02) eloszlsd, ha létezik
X ~N(0;1), amire Y = oX + p, azaz X = %
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Normidlis eloszlds varhatd értéke, szérdsnégyzete
(8.2.3. Allités.) Legyen Y ~ N(y; 02). Ekkor E(Y) = p és
D?(Y) = o2.

A bizonyitashoz el6sz6r megmutatjuk, hogy elég a standard
normdlis eloszldsra (1 = 0, o = 1) belatni az allitast.

Ugyanis tegyiik fel, hogy ezt belattuk, és legyen Y ~ N(u; 0?).
Ekkor van olyan X ~ N(0; 1), amelyre Y = 0 X + u, tehat

E(Y)=E(cX 4+ pu) =0cE(X)+pn=pn
és
D?(Y) = D*(o X + p) = 0?D?(X) = 2.
(Bizonyitas X ~ N(0; 1) esetén:
» E(X) =0 (szimmetria),
» E(X2) =1 (parc. int.),
lasd el6adas/jegyzet)
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Standardizalas

Normalis eloszlds standardizaldsa: ha Y ~ N(u;0?), akkor

Y;E(Y) ~ N(0; 1).
D(Y)

Megjegyzés: Mas eloszlast val. valtozot is standardizdlhatunk

(levonva a varhaté értékét, és leosztva a szérasaval), feltéve, hogy

a 2. momentuma véges.

Ez a standardizalt persze tipikusan nem lesz standard normilis

eloszlasu, de varhatd értéke O lesz, szdrdsa 1.
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Normalis eloszlas szérasa szemléletesen

99.7% of the data are within
3 standard deviationsof themean —— 7|
95% within
2 standard deviations :
68% within
1 standard —|
deviation
u—30 u—20 u—o u uto u+20 n+ 30

> Az esetek kb. 68%-4t lefedi a [ — o, o + o] intervallum,

» fy a u £ o pontokndl valt konvexitast.
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Normalis eloszlas

Példa: Egy zajos csatorndn egy +1 értékii jelet probalunk
atjuttatni. A zaj miatt a megkapott jel értéke nem feltétleniil +1,
hanem a jel értéke plusz egy N(0; 0?) eloszldsti véletlen szam.
Hatarozzuk meg o-t, ha tudjuk, hogy annak az esélye, hogy egy
“4+1" jel esetén negativ érték jut at a csatornan, 0,0226.

Zaj: Y ~ N(0; 02).

P(1+Y <0)=B(Y < —1) = P(% < _71) - ¢(_71) = 0,0226,

tehat o =

2,00°

66 /80



Normalis eloszlas

Példa: A minta hémérséklete (°C) Y ~ N(—2;1,69).
Mi a valdszinlisége, hogy a minta hémérséklete nagyobb, mint 0°C?

Standardizalt: X :::}%%% ~ N(0; 1).

Y+2 2 2
1.3 >13>_1_¢( )-

MY>®:P(

P(Y > 0) ~ 0,0620 ~ 6%
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Példa: normalis eloszldsok exponencidlis momentumai

A normalis eloszlds esetén sem mindig mindent a tdbldzathdl
olvasunk ki, hanem esetenként kozvetleniil a slirtiségfiiggvénnyel
dolgozunk.

(Példa: 7.6. feladat, ldsd gyak.)
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Kitéro: konvoltcid
Ha X és Y fiiggetlen val. valtozdk, akkor X + Y eloszldsat X és Y
konvoluciéjanak hivjuk. Folytonos eset: X 4 Y siiriiségfiiggvénye
fx+v(x) = [7 fx(2)fy(x — z)dz, x € R. Diszkrét: kév. dia.
> A binomiilis eloszlas fiiggetlen indikatorok Gsszege.
X ~ Pois(A), Y ~ Pois(n) = X + Y ~ Pois(A + ).
Geo(p) eloszldsiak Gsszege “negativ binomialis”.
Egyenletes eloszldsok dsszege: Irwin-Hall eloszlas (Idsd 4bra).
Exponencialisok 6sszege “gamma-eloszlas”.
Késébb fontos lesz: ha X ~ N(u1;0%) és Y ~ N(u2; 03),
akkor X + Y ~ N(u1 + p2; 02 + 03).

vVvVvyvVvyy

o

08

04

02

0.0
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Konvoltcié diszkrét esetben
(Kiegészitd anyag: Mésziros Szabolcs jegyzetében szerepel, de az ij TAD-ban
mar nem)
Ha X, Y fiiggetlen valdsziniiségi valtozok, mi X + Y eloszlasa?
(7.3.3. Alll’tés.) Legyenek X és Y fiiggetlen, diszkrét valdszinliségi
valtozdk, amik értékei nemnegativ egész szamok. Ekkor

k
PX+Y =k => P(X=iP(Y=k-i
i=0

minden k € {0,1,2,...} esetén.
(Bizonyitds) Ha X és Y fiiggetlen val. valtozdk, akkor X + Y eloszldsat
X és Y konvoltciéjanak hivjuk.
(Altalénos diszkrét X, Y esetén a képlet hasonld)
(7.3.4. Példa, biz. lasd eléadds.) Legyenek X és Y fiiggetlen
valészinliségi valtozék, amire X ~ Pois(A) és Y ~ Pois(u). Ekkor
X + Y ~ Pois(\ + p), azaz barmely k € {0,1,2,...}-ra

(A + )"

P(X + Y = k) = 2L =Mt
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de Moivre—Laplace-tétel

Kérdés: Miért jon el6 a normalis eloszlas alkalmazasokban, mérési
eredményeknél?

A kovetkezo tétel szerint a binomialis eloszlas standardizéltja
rogzitett p és nagy n esetén kozelithetd a normalis eloszlassal:

(8.3.1. Tétel: de Moivre-Laplace-tétel.) Legyen p € (0,1) és
Sp ~ Bin(n; p). Ekkor minden a < b valés szamra

lim P(a < 20— E0n) b) - /bap(x)dx = &(b) — (a).

n—oo

n*E(Sn) — Snfnp

D(Sn) Vnp(1-p)’

Megjegyzés 1: A konvergencia sebességérdl is lehet tudni
konkrétumot.

Ahogy lattuk: >

Megjegyzés 2: Ez a tétel specidlis esete a hamarosan kdvetkezo
centrélis hatdreloszlas-tételnek (CHT).

71/80



de Moivre—Laplace-tétel

(8.3.1. Tétel: de Moivre-Laplace-tétel.) Legyen p € (0,1) és
Sp ~ Bin(n; p). Ekkor minden a < b valds szédmra

n—00 f;n)

Mas alakd intervallumokra hasonldan igaz a tétel, példaul:

n—oo

lim P(W < b) = /b o(x)dx = d(b).

lim ]P’(a < S"H;(E(S”) < b) - /abgo(x)dx = &(b) — &(a).

72/80



de Moivre—Laplace-tétel

(8.3.1. Tétel: de Moivre—Laplace-tétel.) Legyen p € (0,1) és
Sn ~ Bin(n; p). Ekkor minden a < b valds szamra

lim ]P’(a < SW < b) = /abgo(x)dx — &(b) — &(a).

n—00 Sn)

Poisson-eloszlasndl lattuk, hogy a binomidlis hatareloszldsa a
Poisson.
Most: binomiélis hatareloszlasa a normilis.

» Ott nem vontunk le (n-tél fliggd) varhatd értéket, itt igen.
» Ott nem osztottunk le (n-t8l fliggd) szérassal, itt igen.

» Ott p, — 0 és np, — A (pl. p, = A\/n) volt feltétel, itt p
konstans.
Tehat: n a Poisson-approximaciondl is nagy, de ott p = p,
nulldhoz tart, a normélis approximaciénal nem.
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Galton-deszka

szamolva).

Egy golyd vég-pozicidjdnak eloszldsa: Bin(n; 1/2) (a bal szélérdl

A binomidlis eloszlds kozeliti a normalis eloszlas siirliségfiiggvényét
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Példa: de Moivre—Laplace-tétel

(8.3.2. Példa.) A matematikusok 31,4% szadzaléka szanddlt hord.
Szaz taldlomra valasztott matematikust nézve, kdzelitéleg mi az
esélye, hogy kevesebb, mint 25 pdr szandalt taldlunk rajtuk?

Szandélpédrok szama: S, ~ Bin(n; p), n = 100, p = 0.314.
E(S,) = 31,4, D(S,) = /100 - 31,4 - 68,6 ~ 4, 6412.

S0—314 Lx 1ix _ .
46412 kozelitéleg N(0; 1) eloszlasd.

X—-314 25—314y _
P(X < 25) = P(5 s < Zeist) ~ (—1,3790) =

1 — &(1,3790) ~ 0, 0839 ~ 8%.
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Poisson vs. normalis

Nemcsak a binomidlis, hanem pl. a Poisson-eloszlds standardizaltja
is kozeliti a normalis eloszldst, ha a Poisson-kisérletet sok fiiggetlen
példanyban ismételjiik.

-+ Poisson (Ny =
Normal (p =
Poisson (Ny

1)
l.o0=

=0)

=

)

Normal (z = 6,0 = V6)

Poisson (Ny

=11)

Normal (1 = 11,0 = V/11)
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Mintaatlag viselkedése

Altalaban: legyenek X1, Xo, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu val.
valtozék, amelyekre E(X?) < oc.

(Azonos eloszldstiak = mindnek ugyanaz az eloszldsfiiggvénye.)
Rovidités: fae.=fliggetlen és azonos eloszlasu.

Angolul i.i.d.=independent and identically distributed.
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Mintaatlag viselkedése

Altalsban: legyenek Xi, Xo, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi val.
valtozék, amelyekre E(X?) < oc.
Legyen S, = Y7, X;. Ekkor:
n E linearis n a.e.
E(Sn) =E(Q L X)) = 2L E(Xi) = nE(Xq).
D(S,) = DA(L1, X) & Ty D3(X) 2 nD(X).

Tekintsiik az X, = s—n” mintadtlagot. Latjuk: E(X,) = E(X1),

D(Xy) = D(Sy/n) = 3D(Sn) = G2 — 0.

Intuicié (pontatlan!): nagy n-re
» S,/n kozel van konstans E(Xj)-hez — nagy szamok torvénye,

> az 2D grandardizalt kb, N(0; 1) eloszlast — centralis

/ﬁD(Xl )
hatareloszlas-tétel.

A mostani félév idébeosztdsanak sajatossdgai miatt most csak az
utdbbit targyaljuk. Az elébbire a 10-11. hét kornyékén visszatériink.
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Centrélis hatdreloszlas-tétel (CHT)

(9.3.3. Kévetkezmény, CHT.) Legyen Xy, Xa,...
eloszlasa val. valtozdk egy végtelen sorozata. Tegyiik fel, hogy

E(Xiz) < 00, vagyis a szérasnégyzetiik véges. Ekkor tetszoleges

fliggetlen, azonos

a € R esetén

g

X1+ ...+ Xy — nE(X
p(Xt X ) ) gy,

VnD(Xy)
ha n — oo, ahol ® a standard normilis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

AR
t."' I I I I I I +i"\+§*‘\ 4.al 12 16 Izo-z4

:I’
12 34586

C+Y
ot e o o+ . |H|||H||\| .
O+ allln 28 at.
- 2 ”
\."l+.5‘q.+t.': l||||||||||l +t‘:\+i‘:‘ .m\|||” H““Im
3 6 9 12 15 18 t:"- g:"- 6 12 18 24 30 36
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Centrélis hatdreloszlas-tétel (CHT)

(9.3.3. Kévetkezmény, CHT.) Legyen Xi, Xz, ... fliiggetlen, azonos
eloszlasa val. valtozdk egy végtelen sorozata. Tegyiik fel, hogy
E(Xiz) < 00, vagyis a szérasnégyzetiik véges. Ekkor tetszoleges

a € R esetén

(

X1+ ...+ Xy, — nE(Xy) s
IP’( L NCTEA L )—> o(a),

ha n — oo, ahol ® a standard normadlis eloszlas eloszlasfiiggvénye.

Mas intervallumokra hasonléan igaz a CHT, példdul ha a < b:

IP’(Xl +. \/—;E;?XI)HE(XI) > a) ey o(a),

Xl—‘r...—l-Xn—nE(Xl)
P(a< 20

< b) "2 & (b) — B(a) stb.
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Centrélis hatdreloszlas-tétel (CHT)

(9.3.3. Kovetkezmény, CHT.) Legyen Xi, Xz, ... fliggetlen, azonos
eloszlasa val. valtozdk egy végtelen sorozata. Tegyiik fel, hogy
IE(X,?) < 00, vagyis a szérasnégyzetiik véges. Ekkor tetszGleges

a € R esetén

X1+ ...+ X, — nE(X1) N0
}P’< ! NGTED : <a> — ®(a),

ha n — oo, ahol ® a standard normalis eloszlds eloszlasfiiggvénye.

Vegyiik észre, hogy mivel X, = %(Xl + ...+ Xp)-re
E(X,) = E(X1) és D(X,) = D(X1)//n, ezért fenti a standardizalt
az atlaggal is kifejezhetd, mégpedig igy:

Xi+ ..+ Xy — nE(X1) X, —E(X,)
VnD(X1) D)
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CHT és de Moivre—Laplace tétel kapcsolata
Altalénos CHT: ha Xy, ..., X, fae. és E(X?) < oo
X1+ ...+ X, — nE(Xl) n—00
p( ) =5 0 (a).
JAD(%,) @)
de Moivre-Laplace-tétel: ha S, ~ Bin(n; p), akkor

IP’(S"]D_)(ISE:)S”) < a) "2 d(a).

(4)

Vagyis:
P(ﬂ < a> 2% ¢(a). (5)
np(1 — p)
A CHT-bdl kévetkezik a de Moivre—Laplace-tétel: ha Xi,..., X,
fliggetlen, p valdsziniiségii események indikatorai, akkor
Sp:=X1+ ...+ X, ~ Bin(n; p).
Ekkor E(X1) = p, D(X1) = v/p(1 — p). Tehat (4) ugyanaz,
mint (5).
Nem binomiilis eloszlasd X; + ...+ X, esetén viszont a de

Moivre—Laplace-tétel nem alkalmazhatd!!
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Példa: CHT

Egy adott szem cseresznyében 1évé kukacok szdma
Poisson-eloszlasi A = 0,1 paraméterrel, és barmennyi kiilonb6z6
cseresznyében 1évé kukacok szamai egyiittesen fiiggetlenek.

1. Mi a valdsziniisége, hogy egy adott szem cseresznyében van
legaldbb egy kukac? (Ezt mar a zh-n is kérdezhettiik volna.)

2. Vesziink 100 szem cseresznyét, jelolje X az ezekben 1évo
kukacok szamanak Osszegét. Mennyi X varhaté értéke és
szérdsa?

3. Kozelitsiik alkalmas approximaciéval annak a valdszinliségét,
hogy a 100 szem cseresznyében Gsszesen legaldbb 13 kukacot
taldlunk. A valésziniiség pontos értéket nem kell
meghatarozni, arra nem jar pont.

(Vizsgakurzus vizsgdja, 3. feladat, 2025.06.12.)
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Példa: CHT

Egy adott szem cseresznyében 1évé kukacok szdma
Poisson-eloszlasi A = 0,1 paraméterrel, és barmennyi kiilonb6z6
cseresznyében 1évé kukacok szamai egyiittesen fiiggetlenek.

1. Mi a valdsziniisége, hogy egy adott szem cseresznyében van
legaldbb egy kukac? (Ezt mar a zh-n is kérdezhettiik volna.)

2. Vesziink 100 szem cseresznyét, jelolje X az ezekben 1évo
kukacok szamanak Osszegét. Mennyi X varhaté értéke és
szérdsa?

3. Kozelitsiik alkalmas approximaciéval annak a valdszinliségét,
hogy a 100 szem cseresznyében Gsszesen legaldbb 13 kukacot
taldlunk. A valésziniiség pontos értéket nem kell
meghatarozni, arra nem jar pont.

(Vizsgakurzus vizsgdja, 3. feladat, 2025.06.12.)
Megjegyzés: Bér a feladatban szerepel Poisson-eloszlds, ez nem
Poisson-approximaciés, hanem CHT-s feladat.
Poisson-approximacidja a binomialis eloszldsnak van (nagy n és kis

p esetén), itt pedig nincs szé binomialis eloszldsrdl.
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Megjegyzés: eloszldsbeli konvergencia és CHT
Legyen Z egy standard normdlis eloszldst v.v. és

7 . Xi1+...+ X, — n]E(Xl)
T T mD(X)

Ezekkel kifejezve a CHT azt mondja ki, hogy minden a € R-re
lim P(Z, < a) =P(Z < a).
n—o0

Eloszlasfiiggvényekkel kifejezve:

lim Fz (a) = Fz(a). (6)

n—o0

Ha tetszéleges Z,, n € N és Z val. valtozdkra (6) minden olyan
a € R-re teljesiil, ahol folytonos, akkor azt mondjuk, hogy Z,
eloszlasban konvergal Z-hez. (Itt Fz = ® minden pontban folyt.)
Tehat a CHT eloszlasbeli konvergenciat llit.
Mészaros Szabolcs jegyzetében:

> eloszlasbeli konvergencia definiciéja — 9.3.1. Definicié

» CHT kimondasa eloszlasbeli konvergencidval — 9.3.2. Tétel.
Idén az irdsbeli vizsgahoz elég a CHT intervallumos valtozatat tudni.

CHT bizonyitdsvazlata — ldsd jegyzet. 80/80



