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A tdrgy adatai
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A targy neve: Valdszinliségszamitas és statisztika

A mérnokinformatikus BSc hallgatdk kotelezd targya
(2023/24 6ta)

Kédja: VISZABO04, 6 kredites, vizsgas térgy
Heti 4 6ra el6adas, heti 2 éra gyakorlat, Neptun szerint

Targyhonlap: cs.bme.hu/valszam = cs.bme.hu/valszamuj

1 zh: oktéber 27. (8. hét hétfé) 8-10, pétzh: november 10.

(10. hét hétfé) 8-10, pétpdtzh: december 15. (pdthét
hétf)?7??

irasbeli vizsga
IMSc pontozas: |dsd késébb
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Az el6adasok anyaga, segédanyagok
» Kb. 1-10./11. hét: valdsziniiségszamitds (+ a 2. hét koriil
kombinatorika)

» Kb. 10./11.-14. hét: bevezetd statisztika (Uj anyag 2023 éta)
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Az el6adasok anyaga, segédanyagok
» Kb. 1-10./11. hét: valdsziniiségszamitds (+ a 2. hét koriil
kombinatorika)
» Kb. 10./11.-14. hét: bevezetd statisztika (Uj anyag 2023 éta)
Jegyzetek, segédanyagok:

» Valdszinliségszamitds anyagrész: Mészaros Szabolcs 2021-es
jegyzete (— térgyhonlap). Idén aktualizilva, de az el6adds nem
mindig ugyanazt a sorrendet és felépitést koveti, mint a jegyzet.

> Ezért az attekinthetdség és orientdcidé érdekében ehhez az
anyagrészhez fogok vazlatos diasorokat késziteni.

» Definicidk, tételek, abrdk, tdblazatok — a diasorokon, bizonyitasok,
bizonyos példdk, feladatok — a tablanal.

» Csak a diasorokon szerepld anyagrészek (4 bizonyitdsok a tdblandl):
kombinatorika, nemnegativ valdszintiségi valtozok varhaté értéke,
valdszinliségi valtozdk szimulacidja.

> A statisztika anyagrészt a Mészaros Szabolcs jegyzetéhez altalam irt
kiegészités (— targyhonlap) alapjdn mondom el, de itt is lesz diasor.
A jegyzet(kiegészités)ben az el6addson nem tdrgyalt témak is

szerepelnek.
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Tovabbi jegyzetek (lasd targyhonlap)

> Vetier Andrds - Valdszinliségszamitas I-1V.

v

Mitzenmacher, Upfal - Probability and Computing

» Noemi Kurt - Stochastik fiir Informatiker (2. kiadas:
Stochastik fiir das Informatikstudium)

> youtube (20 perces videdk, nem a komplett eléadasok;
3BluelBrown csatorna)

» Tovabbi linkek Mészaros Szabolcs jegyzetében
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Az ,,6ssznépi gyakorlat”

A régi Valdsziniiségszamitas (VISZABO02) targyhoz képest
P> a targy anyagmennyisége kb. a masfélszeresére nott,
P az eléadasok éraszama a dupldjara,

P a gyakorlatok mennyisége pedig sajnos nem nétt.

Az el6adasokon fennmaradé ,,szabadidd” felhasznalasa:

» interaktiv oktatdsi formdk, kvizek (Menti, Google Forms stb.,
kb. 2-3 el6addsonként),

> kiegészité anyagok (pl. informatikai/algoritmikus
alkalmazasok),

P> a gyakorlatok leterheltségének enyhitése.

Az utébbi keretében a gyakorlati feladatsorrdl bizonyos feladatokat
az el6addson fogunk megoldani (,,6ssznépi gyakorlat™).

Az 0ssznépi feladatmegoldas nem kiiloniil el idében az el6adas
tobbi részétdl, barmelyik alkalommal lehet ilyen.

Egy-két alkalommal lehet tombositve egy fél vagy egész el6addson

csak feladatmegoldas, ilyen esetekben el6re szélni fogok.
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IMSc-s szorgalmi feladatok

> A feladatsorokon 10 db IMSc-s szorgalmi hazi feladat, amikkel
10-10 pontot lehet szerezni. Az &sszpontszdmot 10-zel osztva
adddik a feladatokbdl megszerzett IMSc-pontok szama.

» [MSc-s hazi feladatot barki beadhat, nemcsak az IMSc-s
hallgatok.

» Az IMSc-s hazi feladatait mindenkinek a (Neptun szerinti)
gyakorlatvezetéje javitja. A beadds mdédjat (papir, email,
Teams stb.) és pontos hatdridejét a gyakorlatvezeték
egyénileg szabdlyozzik az alabbi elvek szerint:

» a beaddsra az adott gyakorlathoz képest mindig legaldbb kb.
két hetet adunk,

P késedelmes beadasra a gyakorlatvezet6tol kell engedélyt kérni,
amit 6 csak akkor adhat meg, ha az adott feladatot még egy
hallgaté sem kapta vissza kijavitva.
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Néhany szé a gyakorlatokrdl

> A tobbi SzIT-es targyhoz hasonléan a gyakorlatokon a kézés
feladatmegbeszélés mellett fontos cél az 6ndllé
feladatmegoldas gyakorlasa is.

» Ennek segitésére lesznek (nem kotelezd) hazi feladatok is —
megbeszélés a kovetkezd gyakorlaton igény és lehetdség
szerint.

» A gyakorlati feladatokhoz (az IMSc-s feladatok kivételével) a
gyakorlatok lezajlasa utan kozzétesziink

> végeredményeket (azoknak, akik 6nalléan szeretnének
gyakorolni és a sajat eredményeiket szeretnék ellendrizni)

> és megolddsokat (azoknak, akiknek a teljes megoldds
menetéhez kell segitség).

9/36



Zh és vizsga

| 2
>

Mindkettén 6 db 20 pontos feladat lesz. 100 pont szdmit 100%-nak.

Az aldiras megszerzésének feltétele, hogy a zh eredménye legaldbb
40%-o0s (40 pontos) legyen.

Sikeres aldirds utdn az irasbeli vizsgdn is 40% (40 pont) kell a targy
sikeres teljesitéséhez.

A targy sikeres teljesitése esetén a zh pontszdma (de maximum 100
pont)*0,4 + a vizsga pontszama (de maximum 100 pont)*0, 6 lesz
a hallgaté végsé pontszdma. Ponthatdrok: 40,55,70,85%.

Ha az irdsbeli vizsga eredménye legaldbb kettes, szébelizéssel
maximum egy jegyet lehet javitani vagy rontani.

A pétzh-n pétolni és javitani is lehet, nem kell rd jelentkezni.

Sikeres zh utdni javitd szandéku pdtzh sikertelensége esetén az
aldirds megmarad, de a zh-pontszam 40-re csokken. Sikeres vizsga
utani javité szandéku vizsgan viszont meg lehet bukni!

Pétpétzh: jelentkezés a Neptunban dijfizetéssel, javitani nem lehet.

A 100 pont feletti résznek a zh-n a fele, a vizsgan idéntdl az egésze
IMSc pont. A hazi feladatokkal egyiitt Osszesen legfeljebb 30
IMSc-pont szerezhetd (szébelin 0), az Gsszeget lefelé kerekitjiik.

10/36



Zh és vizsga szabalyai

>
>

A rendelkezésre allé munkaidé a zh-n 90, a vizsgdn 100 perc.
A vizsgan 1 feladat elmélet — félév végén elmondom, hogy mi
lehet benne.

Csak el6re 0sszetiizott lapokon lehet dolgozni, a
piszkozatlapot is beleértve.

Az els6 30 percben kimenni, utdna bejonni nem lehet.

Az elsé oldal jobb felsé sarkdn szerepeljen: a hallgaté neve,
Neptun-kédja és a Neptun szerinti gyakorlatvezet6je neve.

A szdmszer(i megolddsokat 4 értékes jegyre kerekitve varjuk.
A teljes pontszam eléréséhez a megoldds menete is sziikséges.
A 1épéseknél a felhasznalt tulajdonsagok és tételek is
jelzendok.

Segédeszkozként csak (grafikus megjelenitésre nem alkalmas)
szdmoldgép, a hallgatd sajat tuddsa és az altalunk kiosztott
eloszlastablazatok és (a vizsgan, ha sziikség van rajuk) az

altalunk kiosztott képletgylijtemények haszndlhatdk.
11/36



Kisebb reformok az idei évben

A gyakorlatokon az 6nallé munka lehetéségének novelése és az
anyag konnyebb feldolgozhatdsiga érdekében idéntdl

P a statisztika anyagrészt jelentdsen csokkentettiik — a
kimaradé anyagrész szerepel a tanszék MSc-s Matematikai
statisztika targyaban,

P cserébe viszont a statisztikdn beliil megmaradé anyagrészekkel
a gyakorlatokon részletesebben foglalkozunk, a megértést
segitd, Uj feladattipusokkal,

» néhdny nehezebben emészthet6 fogalmat és kisebb anyagrészt
a valészinliségszamitasi anyagrészbdl is torliink,

> egy-két fontos, de meglehetdsen nehéz anyagrészt a
tovébbiakban csak 6-os (,,csillagos”) feladatban kérdeziink a
zh-n és vizsgan, és ezek egy részérdl csak eléaddson lesz
feladatmegoldas. Részletek késdbb.

Véltozdsok Osszefoglaldsa vizsgakurzusos hallgatoknak:
https://cs.bme.hu/~tobias/valszam2023/vk.pdf
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https://cs.bme.hu/~tobias/valszam2023/vk.pdf

Segitség a zh-ra és a vizsgdra vald felkésziiléshez

> Par régi zh és vizsga megoldassal elérhet6 a targyhonlapon.

P A tavalyi zh taldn kicsit konnyebb volt a szokdsosnal, ugyanis
jobban sikeriilt, mint maskor. Zh-felkésziiléshez mindenképpen
érdemes a tobbi régi zh-t (és a tavalyi pétzh-t) is dtnézni.

» Minta zh nem lesz, de gyakorlé feladatsor igen (ehhez vég-
eredmények lesznek, a konzultacidkon lehet réluk kérdezni).

» A holnapon elérhetd vizsgdkban van egy-két feladat, ami idén
mar nem szerepelhet az anyag csokkentése miatt. Ezeket a
targyhonlapon jelzem, sziikség esetén a feladatokat is
megvaltoztattam (ha a feladat az eredeti formajaban mar nem
kitlizhetd, de kissé mddositva igen).

> Ajanlom a vizsgara a statisztika mintafeladatokat is — az
anyag médositasanak megfeleléen frissitve. Tartalmaz olyan
feladattipusokat is, amiket a tavaly(el6tt)i vizsgdk nem.

> Konzulticidk:

P zh el6tt a gyakorlatvezetok szervezésében,
» vizsga el6tt kozpontilag, Neptunon meghirdetett idépontban.
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Tovabbi gondolatok, visszacsatolas

A térgy jelen valtozatdban két éve indult el0szor, idén pedig
jelentésen médosul az anyag.

Az eléadas tartdsanak médjaval (diasor/tébla stb.), a gyakorlati
feladatsorokkal és az 4j formatumokkal (6ssznépi gyakorlat,
feladatsorok, kiegészité anyagok, interaktiv tevékenységek stb.)
kapcsolatban minden visszajelzésnek oriilok!

Pedagdgiai szempontbdl az ,,6ssznépi gyakorlat” helyett persze
jobb lenne egy masodik ,,rendes” gyakorlat, de ehhez tobb oktaté
és tobb anyagi ertforras kellene. fgy mindenkinek javaslom mind az
eléadds, mind a gyakorlat latogatasat, annak érdekében, hogy
|épést tudjon tartani az anyaggal.

Az els6 2-3 el6adds témaja viszonylag konnyl, részben
kozépiskolai anyag. Késdbb az anyag nehezedik! Sajnos tavaly sok
példat lattunk jé zh-eredmény utdn gyenge vizsgaeredményre.
Erdemes folyamatosan tanulni a zh utan is, mert az anyag
mennyisége is nagy.
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Bevezeto 1.

Mi a valdszinliségszamitas és a matematikai
statisztika?

Az elsd két diasor jelentds mértékben tartalmaz Noemi Kurt (TU Berlin)

diasordbdl, az els6 diasor Pintér Mdrta 2022-es el6addsabdl is anyagokat.
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Sztochasztika = a véletlen térvényszeriiségének tudomanya.

A sztochasztika két f6 aga:

» Valdszinliségelmélet: matematikai modellezés és formalizmus,
elméleti alapok
> Statisztika: véletlen eljdrasokbdl szarmazé mintak/mérési
adatok elemzése és interpretacidja valdszinliségelméleti
modszerek segitségével
P> mi itt csak a matematikai statisztikdval foglalkozunk, vagyis
mar meglévé mérési adatok elemzésével.
Nem vizsgaljuk, hogy hogyan kell pl. miiszaki teriileten
helyesen mérni (— mérndki tudomanyok) vagy valamilyen
tdrsadalmi vizsgdlat esetén reprezentativ mintat venni
(— tdrsadalomtudomanyok).

Szorosan kapcsolédé tudomanyagak példaul:
> véletlen grafok és haldzatok, véletlen algoritmusok
P biztositdsmatematika, pénziigyi matematika
> statisztikus fizika

» kvantumfizika, kvantumalgoritmusok
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A Valszamra épiilo informatikai szakmai teriiletek
(Szekeres Daniel leirasa nyoman)

» Mesterséges intelligencia — gépi tanulds, neurdlis hilézatok
BSc-n Mesterséges intelligencia targy, MSc-n Intelligens rendszerek
mellékspecializdcié (MIT)

» Osszetett rendszerek tervezése — fontos a megbizhatdsag,
rendelkezésre dllds, biztonsagkritikus rendszerek esetén (hardware
meghibdsodasbdl eredd) balesetokozés valdsziniiségének modellezése
a tervezéskor — Informatikai rendszertervezés, Kiberfizikai rendsz.

> Mérési zaj kezelése és javitasa: valdsziniiségi alapon
Pl. orvosi képdiagnosztika (MIT)
» Adatelemzés, adattudomany, adatinformatika — statisztikan

(Matematikai statisztika MSc-n (5zIT)) alapul
Adat- és médiainformatika (TMIT), big data szabval targyak

» Adatok tomoritése, megbizhaté adatvitelhez hibajavité kédok

hasznalata is gyakran valdszinliségi alapu
BSc-n Kddolastechnika (HIT), MSc-n Informdcicelm. (SzIT)

» Teljesitménymodellezés, sorbanallasi modellek, Markov-lancok
Témegkiszolgdlds (TMIT), MSc-n Sztochasztika targy (TTK M)
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A targy célja: A matematikai alapok elsajatitdsa, amelyekre a
felsorolt és mas alkalmazdasok épiilnek.

Az el6adds tartalma és felépitése:

>

>

Matematikai alapfogalmak: valdszinliségek, események,
valdszinliségi valtozok, fliggetlenség stb.

Valésziniiségi valtozék mérészamai (pl. varhatd érték, széras,
korrelacid) és kiszamitdsuk

Fontos példak és el6fordulasuk — pl. melyik nevezetes
valdszinliségi eloszlds mit modellez?

A statisztika mddszereinek alapjai (pl. becsléselmélet,
statisztikai prébak)

Példak véletlent hasznilé algoritmusokra, egyéb informatikai
alkalmazésokra
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Sztochasztika

Véletlen eljdrdss +——— Matematikai modell
L _ _ \

NS

r 1
! Allitasok !
L - - - — — _
Statisztika Valdszinliségelmélet

Valészintségelmélet:
Idealizalds és formalizalds = univerzdlisan felhasznalhatd

Egy elmélet, sok felhasznalasi teriilettel

Modellezés gyakorldsa — szOveges feladatok
A valszam az életrdl szdl.” (Baldzs Mérton)

Statisztika:
Sokfajta mddszer, médszervélasztds a konkrét felhasznalasnak
megfelelen
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Az el6tanulmdnyi kévetelményekrdl — Oszintén

> A véletlen mennyiségek egy jelentos része folytonos —
elkeriilhetetlen az analizis eszkdztaranak hasznalata.

> A zh-ig f6leg egyszerli egyvéltozds fiiggvények (polinomok,
exponencidlis fiiggvények stb.) derivdldsdra—integraldsara lesz
sziikségiink, kb. a 4-5. héttdl kezdve.

> A tirgy felvételének hivatalos kovetelménye: Analizis 1.
De sziikségiink lesz olyan, az Analizis 2-bdl ismert eszkozokre
is, mint a parcialis derivaltak és az integralas két vdltozdéban,
kb. a 6-8. héttdl kezdve.

» A kordbbi SzIT-es targyakbdl a linedris algebrara (—BSz1)
fogunk leggyakrabban visszautalni, néha a graf- és
algoritmuselméletre is.
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Egy megjegyzés a mértékelmélet szerepérol

A modern valdsziniiségelmélet a mértékelméletre épiil, ami a
hosszisag, teriilet, térfogat és integral fogalmai altalanositisdnak
és egységesitésének a 20. szdzad elején keletkezett elmélete.

A mérndkinformatikus-alapképzésben nincs mértékelméleti targy,
igy a Valszam targy sem hasznal sok mértékelméletet.

A mértékelmélet hidnya remélhetbleg nem fog érdemi zavart okozni
a Valszdm anyaganak elsajatitasaban.

Viszont azt maga utan vonja, hogy nem fogunk tudni mindent
olyan pontosan bizonyitani, mint példaul BSz-bdl.

Egyes bizonyitdsok vazlatosak lesznek vagy csak specidlis esetekre
vonatkoznak, mds bizonyitdsokat teljesen elhagyunk.

A hianyzé bizonyitdsokkal kapcsolatos kérdésekre szivesen
vdlaszolok az érdk utdn. Az érdeklédoknek ajanlom a TTK-s
hallgatéknak sz6lé mértékelméleti és sztochasztikai targyakat is.
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Most kovetkezik a torténeti attekintés, amihez attériink Pintér
Marta tanarn6 2022-es diasordra (ezt nem fogom kdzzétenni).
Utdna visszatériink ide.
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Bevezet6 2: A valdszintiségszamitas alapfogalmai
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Véletlen

Véletlenszeri:
nem azt jelenti, hogy nincs oka annak, ami végbemegy, hanem pl.
az okok egy része szamunkra ismeretlen

minden koriilmény adott = egyértelmii lefolyas
csak egy részét vessziik figyelembe = nem egyértelmii =

véletlenszer(i

Példa: pénzérme feldobasa
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Véletlen

Véletlenszer:

nem azt jelenti, hogy nincs oka annak, ami végbemegy, hanem pl.
az okok egy része szamunkra ismeretlen

minden koriilmény adott = egyértelmii lefolyas
csak egy részét vessziik figyelembe = nem egyértelmii =
véletlenszeri

Példa: pénzérme feldobasa

Véletlen kisérlet: olyan jelenség/kisérlet,

» aminek a kimenetelét az altalunk figyelembe vett feltételek
nem hatdrozzdk meg egyértelmiien

» aminek eredménye elére nem mondhaté meg, csak a
lehetséges kimenetelek halmaza
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Alapfogalmak, jelolések

> Q eseménytér: lehetséges kimenetelek halmaza (nem iires)

> w € Q kimenetel: az eseménytér elemei. Az {w} egyelemi
halmazt elemi eseménynek nevezziik.

> A C Q események: az eseménytér bizonyos részhalmazai.

Egy esemény bekovetkezik: olyan elemi esemény realizalédik a
kisérlet végrehajtasakor, ami eleme.

Az eseményt megadhatjuk az elemi megadasaval, de logikai
kifejezéssel is.

Példa: kockadobas — “parosat dobunk”, focimeccs — “gy6z a
magyar valogatott”

elemi esemény is esemény — egyelemii halmaz
Osszetett esemény — legalabb kételemii halmaz
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Miiveletek eseményekkel (halmazmiiveletek)
események = halmazok = miiveletek = halmazmiiveletek
Legyenek A és B események. Ekkor

> AU B unié: akkor kovetkezik be, ha legaldbb az egyik @D
(AU B bekovetkezik < A vagy B bekovetkezik)

» AN B metszet: akkor kovetkezik be, ha mindkettd @D
(AN B bekovetkezik < A és B is bekdvetkezik)
» A\ B kiilonbség: akkor kovetkezik be, ha A bekdvetkezik, de

BnemczD

» A= Q\ Akomplementer: akkor kdvetkezik be, ha A nem

kovetkezik be Q

v

Q biztos esemény O

() lehetetlen esemény Q

v
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A miveletek tulajdonsagai

> A=A

> ANA=AUA=A
> ANQ=A AnD=10
> AUQ=Q, AUupP=A
>

a metszet kommutativ: AN B = BN A és asszociativ:
AN(BNC)=(ANB)N C. Ezek jelélése: ANBNC

hasonldéan az unié is kommutativ és asszociativ

v

P> a metszet disztributiv az uniéra nézve:
AN(BUC)=(AnB)U(ANC)
» forditva is igaz: az unid disztributiv a metszetre nézve
De Morgan-azonossagok
> Két eseményre: ANB=AUB, AUB=ANB
> Események egy végtelen sorozatdra is igaz: (i2; Ai = U2, Ai
és U2 Al = ﬂ?ilAil
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Miveletek eseményekkel, példa

Legyen A, B, C harom esemény. Fejezziik ki az alabbi eseményeket:
> legaldbb egy esemény teljesiil
> A és B teljesiil, de C nem
> minden esemény teljesiil
P> egyik esemény sem teljesiil
>

pontosan egy esemény teljesiil
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Miveletek eseményekkel, példa

Legyen A, B, C harom esemény. Fejezziik ki az aldbbi eseményeket:
> legaldbb egy esemény teljesil: AUBU C
> A és B teljesiil, de C nem: (ANB)\C=(AnB)NC
» minden esemény teljesiil: ANBNC
> egyik esemény sem teljesil: ANBNC=AUBUC
> pontosan egy esemény teljesiil:
\(ANB)U(AN C)U (BN C))
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Tovabbi miiveletek eseményekkel

> A C B részhalmaz: A-bdl kovetkezik B, A maga utdn vonja
B-t.

> AN B = (): Aés B kiziaréak, nem kovetkezhetnek be egyszerre

> Legyen A1, Ay, ... események egy végtelen sorozata.
A1, Az, ... paronként kizéréak, ha A; N Aj = 0 minden i # j
esetén. (Véges sok esemény esetén ugyanigy definidljuk a
paronkénti kizardésigot.)
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Események halmaza, hatvdnyhalmaz
Legyen Q # () rogzitett halmaz.
Jelolje P(Q2) az Q 6sszes részhalmazainak halmazat.
(Ezt az Q hatvdnyhalmazanak nevezziik, P=power set.)

Mi az, hogy €2 ,,bizonyos” részhalmazai az események?

Az Gsszes esemény halmazat F-fel fogjuk jelSini.

A legtobb gyakorlati alkalmazédsban (pl. véges Q esetén szinte
mindig) © minden részhalmazat eseménynek fogjuk tekinteni.
Ezekben az esetekben: F = P(Q). Altaldban: F C P(Q).
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Események halmaza, hatvdnyhalmaz
Legyen Q # () rogzitett halmaz.
Jelolje P(Q2) az Q 6sszes részhalmazainak halmazat.
(Ezt az Q hatvdnyhalmazanak nevezziik, P=power set.)

Mi az, hogy €2 ,,bizonyos” részhalmazai az események?

Az Gsszes esemény halmazat F-fel fogjuk jelSini.

A legtobb gyakorlati alkalmazédsban (pl. véges Q esetén szinte
mindig) © minden részhalmazat eseménynek fogjuk tekinteni.
Ezekben az esetekben: F = P(Q). Altaldban: F C P(Q).

Osszetettebb eseménytereknél (pl. @ = R) a valasztds
itt nem részletezett mértékelméleti problémdakhoz vezetne.

P llyen esetekben is elvarjuk, hogy F teljesitsen bizonyos
feltételeket, pl. tartalmazza az 2 biztos eseményt és zart
legyen bizonyos halmazmiiveletekre nézve.

Az ilyen feltételeket teljesité F-et o-algebrdnak nevezziik.

P> Ennek részleteit idéntdl nem targyaljuk, de az érdeklédok

megtalalhatjdk a o-algebra definiciéjdt Mészaros Szabolcs
jegyzetében: ldsd 1.2.2. Definicid. 30/36



Valészinliségi mez6
(1.3.1. Definicié.) Legyen Q # () egy eseménytér és F az
események csalddja (azaz egy o-algebra az Q halmazon).
Ekkor egy P: F — [0, 1] fiiggvényt valdszinliségi mértéknek
neveziink, ha
> P(Q) =1,
> és ha Ap, Ay, ... olyan eseménysorozat, amire minden i = j
esetén A; N A; = 0, akkor P(U?il A,-) = 3% P(A).

(1.3.2. Definicié.) Az (2, F,P) harmast val6szinliségi mezének
nevezziik, ha Q # () egy halmaz, F a megfelel6 események halmaza
és P valdszinliségi mérték (F-en).

1.3.5. Allitas: Ha (Q, F,P) valdsziniiségi mez6 és A, B € F-re

AN B =), akkor P(AU B) = P(A) 4+ P(B). (Bizonyitas)
Kévetkezmény: minden A € F eseményre P(A) = 1 — P(A).

(1.3.3. Példa: kockadobds. Specialis esete az alabbinak:

Klasszikus valésziniiségi mez6: Q véges halmaz, F = P(Q),

P(A) _ ‘A|/|Q| __ wkedvezd esetek széman, VA C Q)

Osszes eset szama
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Geometriai valdszinliségi mezo

,, Taldlomra” (avagy “teljesen véletlenszeriien”, avagy “egyenletes
eloszlds szerint” — ldsd késébb) vélasztunk egy pontot a fehér
négyzeten. Mennyi a valdsziniisége, hogy a kék tartomanyba esik?
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Geometriai valdszinliségi mezo

Geometriai valdsziniiségi mez6 esetén Q az R" egy részhalmaza (itt
a fehér négyzet), a valdsziniiség pedig a teriilettel aranyos:

P(Q-n véletlenszeriien vélasztott pont a kék tartomdnyba esik)
Tkedvezs — Tiex tartomdany

T Tossszes Ta )
A képlet a kék tartomany helyett igaz barmilyen Jordan-mérheto
tartomdnyra (pl.: sokszogek, korok, ezek véges
metszetei /unidi/kiilonbségei).
-

Pl.: P(a vélasztott pont {)-ba esik) = 42 = 1.

Szamitési példak: gyakorlaton (és zh-n!).
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Poincaré-formula két, illetve harom eseményre
Lattuk: kizaré A, B események esetén P(AU B) = P(A) + P(B).
Kérdés (ismerds lehet a kozépiskolabdl is): Ha A és B nem
kizaréak, akkor hogyan szamoljuk ki P(AU B)-t?
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Poincaré-formula két, illetve harom eseményre
Lattuk: kizaré A, B események esetén P(AU B) = P(A) + P(B).
Kérdés (ismerds lehet a kozépiskolabdl is): Ha A és B nem
kizaréak, akkor hogyan szamoljuk ki P(AU B)-t?

(Allftés — Poincaré-formula 2 eseményre, 1.4.2. Tétel specidlis
esete.) Biarmely A, B € F eseményekre

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

(Bizonyitas)

Mi a helyzet harom esemény (A, B, C) uniéjanak valésziniiségével?
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Poincaré-formula két, illetve harom eseményre
Lattuk: kizaré A, B események esetén P(AU B) = P(A) + P(B).
Kérdés (ismerds lehet a kozépiskolabdl is): Ha A és B nem
kizaréak, akkor hogyan szamoljuk ki P(AU B)-t?

(Allftés — Poincaré-formula 2 eseményre, 1.4.2. Tétel specidlis
esete.) Biarmely A, B € F eseményekre

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

(Bizonyitas)

Mi a helyzet harom esemény (A, B, C) uniéjanak valésziniiségével?
(Allitas — Poincaré-formula 3 eseményre, 1.4.2. Tétel specialis
esete.) Barmely A, B, C € F eseményekre

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) —-P(ANB)—P(ANC)-P(BNC)
+P(ANnBNC).
(Bizonyitas otlete: a tablandl)

(Hivjak szitaformulanak is)
33/36



Altalanos Poincaré-formula
Legyenek Aj,..., A, € F események.

n
]MAlun.UAQ::P<LL%>:?
j=1
A kettd, illetve harom halmazra vonatkozé Poincaré-formuldhoz
hasonldan: ,,paratlan sok halmaz metszetének valdszinlisége mindig
pozitiv, paros soké mindig negativ el6jellel szamit”.

Pl. n = 4 darab esemény esetén: P(A; U Ay U A3 U Ay) =
= P(A;1) + P(A2) + P(A3) + P(A4)
—P(A1 N A2) —P(A1 NA3) —P(A1 N Ag) — P(A2 N A3z)
—P(Ax N Ag) — P(A3 N As)
P(A; N Ay N A3) +P(AL N A N Ag) + P(A1 N Az N Ay)
P(A2 N A3 N As)
—P(A1 N AN A3N Ay).
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Altalanos Poincaré-formula
Legyenek Aj,..., A, € F események.

IP’(Alu...UA,,):IP’<OAj> =7
j=1

A kettd, illetve hdrom halmazra vonatkozé Poincaré-formuldhoz
hasonldan: ,,paratlan sok halmaz metszetének valdsziniisége mindig
pozitiv, paros soké mindig negativ el6jellel szamit”.
Ugyanez formélisan: egy n természetes szam esetén legyen

def '
[n] = {1,2,...,n}. Igy [0] = 0.

Ekkor k =1,...,n esetén [n] egy tipikus k-elemii részhalmaza
I ={i,..., ik}, ahol 1 < iy < ip < ... < ix < n. Legyen
def
s 3 P(NA)= X RAN..NA).
IC[n]: |l|=k icl 1<ih<i<...<ik<n

Vagyis Sy az &sszes k-as metszet valdszinliségének Osszege.

(1.4.2. Tétel, Poincaré-formula.) Tetszéleges A1, Az, ..., Ap € F
eseményekre IP( Uj'.'zl A) =01 (~1)k1S,.
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Bonferroni-egyenlotlenség

Az unié valdszinliségérdl akkor is kaphatunk informaciét, ha csak a
szumma elsé néhdny tagjat nézziik és a maradékot elhanyagoljuk
(pl. mert a gyakorlatban annyira kicsik és lassan szamolhatdk):

(1.4.3. Allitas: Bonferroni-egyenlStlenségek.) Legyenek
Ai,..., Ay € F események, és 1 < my, my < n egészek, ahol m;
paratlan és my paros. Ekkor

P(OAJ-) < i(—nk“sk é IP’(LHJAJ-) > i(—nk“sk.
j=1 k=1 j=1 k=1

Vagyis: ha egy paratlan indexig (m;-ig) adjuk ssze a
Poincaré-formulaban a tagokat, az mindig felsé becslést ad. Ha egy
paros indexig (my-ig), az mindig alsé becslést. (A becslés lehet
pontos.)
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Bonferroni-egyenlotlenség
Az unié valdszinliségérdl akkor is kaphatunk informaciét, ha csak a
szumma elsé néhany tagjat nézziik és a maradékot elhanyagoljuk
(pl. mert a gyakorlatban annyira kicsik és lassan szamolhatdk):

(1.4.3. Allitas: Bonferroni-egyenlStlenségek.) Legyenek
Ai,..., Ay € F események, és 1 < my, my < n egészek, ahol m;
paratlan és my péros. Ekkor

n my n m2

IP’( U AJ-) <Y ()RS & IP( U AJ-) >3 (~1)FS,.
j=1 k=1 J=1 k=1

Nem bizonyitjuk. Szemléltetésiil: n = 3 esetén a

Poincaré-formulabdl kovetkezik:
> my = 1: IP(Al U AU A3) < P(Ay) + P(A2) + P(A3),

> m2:2:P(A1UA2UA3) >

P(Al) +P(A2) +P(A3) - [P)(Al ﬂAz) *P(Al ﬂAg) *P(A2 ﬂA3),
» my = 3 esetén a 3 eseményre vonatkozé Poincaré-formulat
kapjuk (= helyett <-vel, amivel persze szintén igaz).
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Boole-egyenlotlenség

A Poincaré-formuldt most nem bizonyitjuk. Lehet pl. teljes
indukcidval bizonyitani.

Lesz par hét miulva: rendes és egyszerii bizonyitds a 3 eseményre
vonatkozé Poincaré-formuldra — biz. Gtlete n eseményre.

A kovetkezo allitas elso fele azt mutatja, hogy a valdsziniliségek
Osszege mindig felsé korlat az unid valdsziniiségére — akkor is, ha
az események nem kizardak:

(1.4.4. Kévetkezmény, Boole-egyenl6tlenség.) Legyenek
A1, Ao, ..., A, € F események. Ekkor

P(Un)<:

Az els6 allitast nem bizonyitjuk, a masodik az els6bdl és a De
Morgan-azonossagokbdl (amiket az A; eseményekre alkalmazunk)
kovetkezik.

n n

P(A)), IP’( N AJ-) >1- zn:IP(KJ-).
1 =1

Jj=1
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