Valdszinliségszamitas és statisztika —
Valdszinliségszamitdsi egyenlotlenségek, nagy szdmok
torvényei (ami az egydim. eloszldsokbdl eddig kimaradt)

Tartalom
» Viarhaté érték adltalanos esetben

> Markov- és Csebisev-egyenltlenség, paraméteres
Csernov-korlat

» Nevezetes folytonos eloszldsok: egyenletes, exponenciilis,
normalis

» Konvergenciafajtak, nagy szamok torvényei

El6ismeretek: Differencidl- és integrdlszamitds egy dimenzidban,
diszkrét és folytonos valdsziniiségi valtozdk
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Varhato érték altalanos esetben

Eddig: 1. Ha X diszkrét, akkor E(X) = 3\ cran(x) kKP(X = k),

2. ha X folytonos, akkor E(X) = [ xfx(x)dx (mindkét esetben
feltéve, hogy E(| X|) létezik),

és 3. ha X nemnegativ, akkor E(X) = [;™(1 — Fx(x))dx € [0, oc].
Kérdés: Mi koze ezeknek a varhatdérték-fogalmaknak egymdshoz?
Van-e a varhaté értéknek olyan definicidja, amely mindhdarom

esetet magaba foglalja?
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Vdrhaté érték altaldnos esetben
Eddig: 1. Ha X diszkrét, akkor E(X) = ZkeRan(X) kP(X = k),
2. ha X folytonos, akkor E(X) = [ xfx(x)dx (mindkét esetben
feltéve, hogy E(|X]) létezik),
és 3. ha X nemnegativ, akkor E(X) = [;™(1 — Fx(x))dx € [0, oc].
Kérdés: Mi kdze ezeknek a varhatéérték-fogalmaknak egymashoz?
Van-e a varhaté értéknek olyan definicidja, amely mindharom
esetet magaba foglalja?

1. vélasz: E(X) = [y°(1 — Fx(x))dx € [0, 00] barmilyen
nemnegativ val. valtozdra igaz.

(Ezt mar kimondtuk, bar csak folytonos esetben lattuk be.)

Ez alapjan: akdrmilyen X val. véltozéra X = max{X,0} és

X~ = max{—X, 0} nemnegativ val. véltozdk, ezért E(XT),E(X ™)
j6ldefinidlt.

Ha legalabb az egyik véges, akkor

E(X) =E(XT) —E(X™) € [-00,00] is jéldefinidlt. Ha mindketté
végtelen, akkor E(X)-et nem értelmezziik.

Az 3ltaldnos esetben is igaz: mindketté véges < E(|X]|) < oo
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Vdrhaté érték altaldnos esetben
Eddig: 1. Ha X diszkrét, akkor E(X) = ZkeRan(X) kP(X = k),
2. ha X folytonos, akkor E(X) = [ xfx(x)dx (mindkét esetben
feltéve, hogy E(|X]) létezik),
és 3. ha X nemnegativ, akkor E(X) = [;™(1 — Fx(x))dx € [0, oc].
Kérdés: Mi kdze ezeknek a varhatéérték-fogalmaknak egymashoz?
Van-e a varhaté értéknek olyan definicidja, amely mindharom
esetet magaba foglalja?

2. vélasz: szintén X T-szal és X "-szal, de ezek varhaté értékét
mashogy definidljuk (amirdl beldthatd, hogy az el6z6 definicidval
ekvivalens).

(3.4.1. Definicié.) Legyen X egy nemnegativ valdszinliségi valtozd.
Ekkor definicié szerint
E(X) = sup E(Z) € [0, o]
Z: Z egyszerii val. valtozé, Z<X
Vagyis X vérhat6 értéke a néla (w-nként) nem nagyobb egyszer(i Z
val. valtozdk véarhatd értékeinek ,,lehet6 legnagyobb értéke”,
precizebben legkisebb felsé korlatja, azaz szuprémuma. 2/15



Varhato érték altalanos esetben

X>0 = E(X) = sup E(Z) € [0, o]
Z: Z egyszerii val. véltozé, Z<X
Egyszerii kdvetkezmények (részben mar taldlkoztunk veliik):
» A vérhaté érték monotonitdsa: Ha P(0 < X < Y) =1 (ahol
az egyenlStlenség w-nként értendd), akkor E(X) < E(Y).
(Itt E(X) és E(Y) is lehet végtelen. Konvencié: oo > ¢
minden ¢ € R-re és 0o > 0).
> Ugyanez igaz annak feltevése nélkiil is, hogy X és Y
nemnegativak, amennyiben a varhaté értékiik definidlt (az
nem baj, ha +o00 vagy —o0).
» Specidlis eset: pl. ha c € R és P(X > ¢) = 1, akkor
¢ <E(X) <o0. HaP(X < ¢) =1, akkor —oo < E(X) < c.
» Ha a< bésP(a< X <b)=1, akkor E(X) € [a, b].
» Ezeket a vizsgafeladatok megolddsandl érdemes ellenérizni!
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Markov-egyenlotlenség

Eléfordulhat, hogy egy val. véltozé pontos eloszlasit nem ismerjiik,
de a momentumait (vdrhatd értékét, szérdsat stb.) becsiilni tudjuk
(pl. mérési eredmények/mintavétel alapjan — ldsd hamarosan a
statisztika résznél).

A kovetkezokben olyan egyenlotlenségekkel ismerkediink meg,
amelyek egy val. valtozé momentumai alapjan adnak becslést arra,
hogy a val. vdltozé milyen valdsziniiséggel vesz fel “extrém”
(nagy/kicsi) értékeket.

(9.1.1. Allitss (Markov-egyenlStlenség).) Legyen X nemnegativ
értékii valdsziniiségi valtozé. Ekkor minden a > 0 esetén
E(X
P(X > a) < L
a
(Bizonyitas)
Igaz diszkrét és folytonos (és altaldnos) esetben is.
A Markov-egyenl6tlenséget néha a > 0 helyett csak a > E(X)-re
mondjak ki (mert ha a < X, akkor trividlis egyenl6tlenséget
kapunk).
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A Markov-egyenlotlenség altaldnositdsai
(9.1.1. Allitds (Markov-egyenlétlenség).) Legyen X > 0, ekkor

E(X
P(Xza)g(a), Va > 0.

Mit tehetiink, ha X negativ értékeket is felvesz, vagy ha a
Markov-egyenl6tlenség nem ad tdl jé becslést?
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A Markov-egyenlotlenség altaldnositdsai
(9.1.1. Allitds (Markov-egyenlétlenség).) Legyen X > 0, ekkor

E(X
P(Xza)g(a), Va > 0.

Mit tehetiink, ha X negativ értékeket is felvesz, vagy ha a
Markov-egyenl6tlenség nem ad tdl jé becslést?
Transzformaljuk X-et valamilyen alkalmas nemnegativ val.
valtozéva. Az igy kapott egyenlStlenség, amit magyarul szokds
Téth Balint nyoman turbé Markov-egyenl6tlenségnek is nevezni:
(Kovetkezmény.) Legyen X val6sziniiségi véltozé és
g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, monoton nové fliggvény.
N——
CR

Ekkor minden a > E(g(X)) esetén
E(g(X))

g(a) -
A monoton ndvekvés fontos — kiilonben az elsé egyenldség nem
feltétleniil teljesil!

P(X > a) = P(g(X) > g(a)) <
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Csebisev-egyenlotlenség
(,, Turbé Markov-egyenlétlenség.”) Legyen X valdszinliségi valtozé
és g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, monoton nové fiiggvény. Ekkor
minden a > E(g(X)) esetén

B(g(X))

P(X > a) = P(g(X) > g(a)) < 2(a)

(9.1.2. Kévetkezmény (Csebisev-egyenlStlenség).) Legyen Y
valészinliségi valtozd, ekkor minden a > 0 esetén
2
< D (2Y)‘
a
Biz.: Mivel D?(Y) = E((|Y — E(Y)|)?), az egyenl&tlenség nem
mas, mint a turbé Markov, az aldbbi valasztassal:
> X =Y -E(Y)],
> g(x) = x? (ami Ran(X)-en, azaz [0, c0)-en szig. mon. nd).
A turbé Markov és a szdrasnégyzet definicidja miatt
E((Y —E(Y))*) _ D*(Y)

P(Y —E(Y)[ > a)

B(|Y-E(Y)| > a) = B((Y-E(Y))? > &) <

2 2
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Csebisev-egyenlotlenség
(,, Turbé Markov-egyenlétlenség.”) Legyen X valdszinliségi valtozé
és g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, monoton nové fiiggvény. Ekkor
minden a > E(g(X)) esetén

P(X > a) = P(g(X) = g(a)) < —> 5~

(9.1.2. Koévetkezmény (Csebisev-egyenlStlenség).) Legyen Y
valészinliségi valtozd, ekkor minden a > 0 esetén

D?(Y)
a?

B(Y —E(Y)| > a) <

Biz.: Mivel D?(Y) = E((]Y — E(Y)|)?), az egyenl6tlenség nem
mds, mint a turbé Markov, az aldbbi vélasztdssal:

> X =|Y -E(Y)],

> g(x) = x? (ami Ran(X)-en, azaz [0, cc)-en szig. mon. nd).
A Csebisev-egyenlétlenség barmilyen val. valtozéra jé (bar

E(Y?) = oo esetén trividlis becslést ad.)
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Csebisev-egyenlotlenség: példak

Egy adott adatbazis szerver atlagosan 50 lekérést fogad egy
idGegység alatt. A lekérések szamanak szérasa a tapasztalatok
szerint 5. Adjunk alsé becslést annak a valdsziniiségére, hogy
40-nél tobb, de 60-nal kevesebb lesz a lekérések szdma egy
idGegység alatt. (11.6. feladat, lasd gyakorlat)

A feladat tipikus példaja annak, amikor egy val. valtozé eloszlasat
nem ismerjiik, csak a momentumairdl (itt a varhaté értékérdl és a
szérasardl) tudunk valamit.

A Csebisev-egyenlétlenség nem mindig ad nagyon jé becslést, sot
E(Y?) < oo esetén is adhat trividlis becslést (Iasd gyakorlat, 11.7.
feladat, itt a CHT egyébként kivalé becslést ad).

7/15



Paraméteres Csernov-egyenlétlenség
(,, Turbé Markov-egyenlétlenség.”) Legyen X valdszinliségi valtozé
és g: Ran(X) — [0, 00) folytonos, monoton nové fiiggvény. Ekkor
minden a > E(g(X)) esetén

P(X > a) = P(g(X) = g(a)) < — 5
A g(x) = x? vélasztashoz képest még jobb becslést kaphatunk, ha
a gyorsabban novo g-t védlasztunk:

(9.1.4. Kévetkezmény (Paraméteres Csernov-egyenlétlenség).)
Legyen X valdsziniiségi valtozé. Ekkor minden a,t > 0 esetén
E(e*X)

eta

P(X >a) <

Biz.: ez valdban a turbé Markov, ahol X = X, g(x) = e*.

(9.1.5. Példa: Legyen X ~ Pois(5). Adjunk felsé becslést

P(X > 10)-re. — A paraméteres Csernov-egyenlStlenséggel, t-t
optimalizalva jéval pontosabb felsé korlatot kapunk, mint a
Csebisev-egyenl6tlenséggel.)  (Mese a nagy eltérésekrdl... — elbadds) /15



Még egy példa Csernovra

A paraméteres Csernov-egyenlStlenség pl. akkor is alkalmazhatd,
ha X nemnegativ és E(eX) csak kis t esetén véges.

Nevezetes eloszldsok ezzel a tulajdonsaggal: exponencialis és
geometriai eloszlas.

Ha X ~ Exp()\), akkor E[eX] = {2+, ha t < A és E[eX] = o0, ha
t > A. (Szamolds: lasd eléadas.)

Példa: Vesziink 10 gumibelsot egy kerékparhoz. Egy gumibelsd
élettartama folytonos, orokifju eloszldst kovet fél év varhaté
értékkel, és a még be nem helyezett gumibelsok nem Oregszenek.
Ha az egyik gumi kilyukad, azonnal betessziik a kovetkezot, és a
gumik élettartamai fiiggetlenek. Mi a valdszintisége, hogy a 10
gumbibelsé kitart addig, amig a biciklit 15 év miilva selejtezziik?
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Még egy példa Csernovra
A paraméteres Csernov-egyenlétlenség pl. akkor is alkalmazhatd,
ha X nemnegativ és E(eX) csak kis t esetén véges.
Nevezetes eloszldsok ezzel a tulajdonsdggal: exponencidlis és
geometriai eloszlas.
Ha X ~ Exp()\), akkor E[eX] = 12, ha t < A és E[eX] = oo, ha
t > \. (Szamolds: lasd eléadas.)

Példa: Vesziink 10 gumibelsét egy kerékparhoz. Egy gumibelso
élettartama folytonos, 6rokifju eloszlast kdvet fél év varhatd
értékkel, és a még be nem helyezett gumibelsok nem oOregszenek.
Ha az egyik gumi kilyukad, azonnal betessziik a kovetkezét, és a
gumik élettartamai fiiggetlenek. Mi a valésziniisége, hogy a 10
gumbibelsé kitart addig, amig a biciklit 15 év milva selejtezziik?

, lasd el6adds. Ha X; az i-edik gumibelsé élettartama,
akkor E(eX1t+X10) = E(eX1)10, mert fiiggetlenek és azonos
eloszlastiak. E(etX) fenti képletét alkalmazzuk X = Xij-re és
t < A = 2-re, majd az igy kapott Csernov-korldtot t szerint

derivéljuk és megnézziik, hogy hol 0 a derivilt.)
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Még egy példa Csernovra

A paraméteres Csernov-egyenlétlenség pl. akkor is alkalmazhatd,
ha X nemnegativ és E(e?X) csak kis t esetén véges.

Nevezetes eloszldsok ezzel a tulajdonsaggal: exponencialis és
geometriai eloszlas.

Ha X ~ Exp()\), akkor E[eX] = 12~ ha t < X és E[eX] = oo, ha
t > A. (Szamolds: lasd eléadas.)

Példa: Vesziink 10 gumibelsot egy kerékparhoz. Egy gumibelso
élettartama folytonos, orokifju eloszldst kovet fél év varhaté
értékkel, és a még be nem helyezett gumibels6k nem oGregszenek.
Ha az egyik gumi kilyukad, azonnal betessziik a kovetkezot, és a
gumik élettartamai fiiggetlenek. Mi a valdsziniisége, hogy a 10
gumbibelsé kitart addig, amig a biciklit 15 év miulva selejtezziik?

Miért nem CHT-vel csinaltuk?

Prébaljuk ki CHT-vel is. A kozelités 1 — ®(6,32) (ldsd eléadds), de a

hely tdl nagy, nincs a normalis eloszlds tablazatban...

A CHT csak normdlis eltérések valdszintiségének megbecsiilésére j6, nagy

eltérésekére nem.
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Nagy szdmok torvénye, konvergenciafajtak
A relativ gyakorisdg tart a valészinliséghez.

“Fiiggetlen, azonos eloszldsu kisérletek dtlaga a varhaté értékhez
tart.”

Mit értiink az alatt, hogy “tart”?
Egyfajta konvergenciatipust mar lattunk: eloszldsban valé
konvergencia. Fx, (x) — Fz(x).
Kétféle keriil még el6 az idén: Z, Xy, Xo, ... val. valtozdkra
» Sztochasztikus (avagy valdszinliségben vald) konvergencia: X,
valészinliségben konvergdl Z-hez, ha Ve > 0-ra teljesiil, hogy

lim P(|X, — Z| >¢)=0.
n—o0
» 1 valészintiséggel valé (avagy majdnem biztos) konvergencia:
X, 1 valdsziniiséggel /majdnem biztosan konvergdl Z-hez, ha
IP’( lim X, = z) - P({w € Q‘ lim X(w) = Z(w)}) —1.
n—oo

n—oo

Ez a leger6sebb a harombdl, mig az eloszlasban valé

konvergencia a leggyengébb.
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Kapcsolat a konvergenciafajtak kozott (kiegészitd anyag)
Mit értiink a konvergenciafajtdk er8sségén/gyengeségén?
» Ha X, majdnem biztosan/1 valésziniiséggel konvergal Z-hez,
akkor sztochasztikusan /valésziniiségben is konvergal.
P> A sztochasztikus konvergencidbdl viszont nem kovetkezik az 1
valészinliségli konvergencia.
Igaz viszont: ha X, sztochasztikusan konvergdl Z-hez, akkor
|étezik egy olyan Xp,, Xn,, ... végtelen részsorozat
(1< n <ny<...), amely 1 valdszinliséggel Z-hez tart.
Ezért szokas a sztochasztikus konvergenciat ,,gyenge”, a majdnem
biztos konvergenciat pedig ,,er6s” konvergencidnak is nevezni. Erre
utal a kovetkezokben a nagy szamok erés és gyenge torvénye.

A fenti allitasokat itt nem tudjuk bizonyitani (ldsd mértékelmélet
kurzus.)

Altaldban: ,»majdnem biztosan” = ,,1 valdszintséggel”. PI.: egy
U(0; 1) eloszlasd X val. valtozé értéke majdnem biztosan nem 1/2.

{X =1/2} nem lehetetlen, de 0 valdszinliségii esemény.
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Nagy szamok torvénye(i)
(9.2.1. Tétel.) Legyen X1, Xz, ... fliggetlen, azonos eloszlast
valdszinliségi valtozok egy sorozata.
Tegyiik fel, hogy E(X,) = p € R és D(X,) = o > 0 minden n-re.
Jeldlje X, az w atlagot.
> Nagy szamok gyenge torvénye: TetszOleges € > 0 esetén

lim P(|X, — u| >¢)=0.
n—oo
» Nagy szamok er0s torvénye:

IP’( lim XTZH) :P({weﬂ

n—oo

Jim Xo(e) =) =1

> (Gyenge torvény biz. Csebisevvel: ldsd el6adas/jegyzet)

> A gyenge torvény (indikdtor Xi-k esetén) Bernoulli, az erés
torvény Kolmogorov nevéhez fiizédik.

> A torvények igazak akkor is, ha a szérasok nem végesek, csak
E(]X1]) < oo teljesiil. Erés torvény bizonyitasa az altaldnos
esetben: BME-TTK, Valszam 2, kb. két el6adas.
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Nagy szdmok torvénye, specidlis eset: relativ gyakorisag

Legyenek Aj,..., A, egyiittesen fiiggetlen, p valdsziniiségi

események.
P(ALU. (Z s, >0).

A tétel miatt X, = %27:1 La,-re:

» Annak a valdsziniisége, hogy p-tél X, egy akarmilyen kicsi
rogzitett e-nal is eltér, nulldhoz tart. (A gyenge torvény
miatt.)

» 1 valdsziniiséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az
n +— Xp(w) szdmsorozat p -hez tart. (Az ers torvény miatt.)

> Kovetkezmény: ,,whatever can happen, will happen”.
1 valdszinliséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az
A1, Aa, ... események koziil végtelen sok bekdvetkezik.

13/15



Nagy szdmok torvénye, specidlis eset: relativ gyakorisag
Legyenek Aj, ..., A, egyiittesen fiiggetlen, p valdsziniiségii

események.
P(A; U. (Z s, >0).

A tétel miattynzﬁzl 1]lA -re: -
» Annak a valdészinlisége, hogy p-tdl X, egy akdrmilyen kicsi
rogzitett e-nal is eltér, nulldhoz tart. (A gyenge térvény
miatt.)
» 1 valésziniiséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az
n + X,(w) szdmsorozat p -hez tart. (Az erés térvény miatt.)
> Kovetkezmény: ,,whatever can happen, will happen”.
1 valészinliséggel olyan kimenetelen vagyunk, ahol az
A1, Az, ... események koziil végtelen sok bekovetkezik.
(Lasd még: majom az irégépnél,
kép: https://hu.wikipedia.
org/wiki/V},C3%A9gtelen_sok_
majom_%C3%A9s_%C3%ADr%C3%B3gl
C3%A9p_t%C3%A9tele)
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Miért 1 valdsziniiséggel?

Jogos kérdés: a nagy szamok erOs torvényében miért kell az ,,1
valdszintiséggel” feltétel? Nem lehetne esetleg kihagyni?

Vdlasz: Nem, még diszkrét valdszinliségi véaltozdk esetén sem.
Intuiticio: Ha pl. X1, Xa, ... fliggetlen indikatorvaltozoék, ahol
P(Xi=1)=P(X; =0) =1/2 € (0,1), akkor egy megfeleld Q

eseménytér elemei végtelen 0-1 sorozatok, ahol az i-edik bit az X;

értékét adja meg.

Ez az eseménytér tartalmaz olyan elemeket is, ahol a mintadtlag
nem tart 1/2-hez, pl. a 00000. .. sorozatndl 0-hoz, az
101101110. .. sorozatnal 1-hez, a 0010100101 ... sorozatnal
2/5-hoz tart.

fgy nem lehetetlen esemény, hogy a mintadtlag nem tart 1/2-hez.
Az erGs torvény szerint azonban 0 valdszinliségli esemény. Az
Osszes ilyen kimenetelbdl 4116 esemény valdszinlisége O.
Mértékelméleti hidnyossagok miatt itt nem beszéliink arrél, hogy a
térvényben szerepld végtelen sok valdszinliségi valtozét (Xi, Xa,...)
milyen (Q, F,P) valdsziniiségi mezén lehet egyiittesen definidlni.
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Kitér6: konvergencidk

Konvergencia-tipusok, amiket emlitettiink:
> egy valdszinliségii konvergencia P(limp00...) =1
> sztochasztikus konvergencia P(]...| > ¢) =3 0
» eloszlasbeli konvergencia Fx,(x) — Fz(x).

Tegyiik fel, hogy E(X;) =0 és D(X;) = 1. Ekkor
» NSZT: X, — 0 (1. és 2. értelemben)
» CHT: \/n- X, — Z ~N(0;1) (3. értelemben)

NSZT tovabbi alkalmazésai: lasd a statisztika résznél (empirikus
eloszlasfiiggvény konvergencidja).
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