Valoszinliségszamitas és statisztika 2024. december 19.

Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutaté minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatéonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolddé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazdsa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megoldé egy feladatra tébb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtobb részpontot érd
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttdl eltérd j6 megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonandé le a feladatokbdl. Ez alél kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Vélaszoljuk meg az alabbi kérdéseket az eldadason elhangzott allitasok alapjan.

(a) Legyen X val6sziniiségi valtozé és © € R. Hogyan definidljuk és hogyan jeloljiikk X elosz-
lasfiiggvényének x pontbeli értékét? (A definiciét elég megadni, nem kell megmagyarazni
a benne szerepld kifejezéseket.)

(b) Legyen F': R — [0, 1] fiiggvény. Milyen feltételek teljesiilése esetén létezik olyan valdszi-
nliségi valtozd, amelynek F' az eloszlasfiiggvénye?

Megoldas.

(a) (6 pont)

(2 pont) Jelolése: Fx(z).

(4 pont) Ertéke: P(X < z).

(P(X < x)-re 2 pont. Ha nem z, hanem maés betii van, akkor nem igazan a feladatot vélaszolja
meg, de ha egyébként j6, amit ir, akkor az egész (a)-ban Gsszesen 1 pont levonds.)

(b) (14 pont)

(4 pont) Ha F balrél folytonos (nem kell képlettel kiirni, de ha kifrja képlettel, az j6, barmilyen
értelmes és azonosithat6 jelolés OK a bal oldali hatarértékre),

(4 pont) monoton névé (nem kell odairni, hogy nem feltétleniil szigorian. Ha viszont azt irja,
hogy szigorian, akkor max. 1 pont),

(3 pont) F(x) hatérértéke x — —oo esetén 0

(3 pont) és x — oo esetén 1.

Ha nem meggy6z6, hogy ,és” kapcsolatra gondol ezek kozott, azért le lehet vonni 1 pontot.
De ha az ,,és” kapcsolat megvan, csak nem minden feltétel van meg vagy nem minden feltételt
helyesen 1ir, azért nem vonunk le pontot.

2. Egy lakotelepi fagyizoban par perccel zaras el6tt még négy gomboc fagyi all rendelkezésre. Két
kamasz fii, Sdndor és Tamds egymastol fiiggetleniil 1/2-1/2 valészintiséggel odajon a fagyi-
zéba zaras elott. Ha csak az egyikiikk megy oda, akkor 3 gombdéc fagyit vesz. Ha mindketten
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odamennek, akkor testvériesen osztozva 2-2 gombdc fagyit vesznek. Aki nem megy oda, az érte-
lemszertien nem vesz fagyit. Jelolje S a Sandor és T a Tamas altal megvasarolt fagyigombdcok
szamat.

(a) Hatarozzuk meg S és T egyiittes eloszlasat (lehetéleg tablazatos formaban, de elég P(S =
k,T = {)-t megadni minden olyan (k, ¢) parra, amelyre ez pozitiv).
Az (a) részhez kivételesen nem kell indoklds. Minden mds vdlaszt indokoljunk!

(b) Hatarozzuk meg S és T' peremeloszlasait.

« e

(d) Fuggetlen-e S és T

Megoldas.
T 5 023 pr
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(@) (4 pont)

(4 pont) Tokéletes egyiittes eloszlas tablazat.

Nem tokéletes megoldés esetén 1-1 pont jar minden olyan pozitiv elemre a tablazatban, amely
helyesen szerepel. Tovabba ha minden 0 helyén 0 all, akkor arra jar még 1 pont (akkor is, ha
esetleg mas helyen is 0-k allnak, ahol nem azoknak kellene allniuk).

Ha a tablazatban szereplo szamok 6sszege nem 1, azért -1 pont, ha a tablazatban negativ vagy
1-nél nagyobb szamok is szerepelnek, azért darabonként -2 pont (persze az 6sszpontszam nem
mehet negativba). Természetesen nem baj, ha a tablazatban iires sorok és/vagy oszlopok is
szerepelnek.

(0 pont) (Indoklés: ha sem Sandor, sem Tamés nem megy el a fagyizéba, akkor S = T = 0.
Ha csak Sandor megy, akkor S = 3,7 = 0, ha pedig csak Tamaés, akkor S = 0,7 = 3.
Végiil ha mindketten mennek, akkor S = 7' = 2. Es minden lehetséges kimenetel valészintisége

(1/2)? = 1/4.)

(b) (2 pont)

(1 pont) S peremeloszldsdt az egyiittes téblazat megfelels oszloposszegei adjak: P(S = 0) = £,
P(S =2) =P(S = 3) = 1. Ez az egy pont csak akkor jar, ha (az adott tdbldzathoz képest) a
szamszeru értékek is jok.

(1 pont) T peremeloszldsa ugyanaz, mint S-¢.

Kiilon indoklas itt nem kell.

Ha felcseréli S és T' szerepét (pg-t irja a sorokhoz és pp-t az oszlopokhoz, pedig S és T gy
szerepel, ahogy a mintamegolddsban van), akkor max. 1 pont (akkor sem 2 pont, ha a tdblazat
torténetesen helyes, mert nem szimmetrikus tabldzatnal ez nem lenne j6 megoldas).

(c) (13 pont)

(1 pont) cov(S,T) = E(ST) — E(S)E(T) (meg lehet hatarozni definicié szerint is, de ezt itt
nem részletezziik).

(2 pont) Valahogyan meghatérozza, hogy E(ST) = 1 -2-2 = 1, ebbdl 1 pont az indoklés.
(Vagy meghatérozza ST eloszlasat, illetve az egyetlen nem 0 érték valdszintiségét: P(ST =
4) = P(S =T = 2) = 1, vagy az eloszldstranszformacit-szerti képlettel szdmol: E(ST) =
ZkeRan(S) ZéeRan(T) kg]P)(S =k,T = 6) =22 P(S =T= 2))

(1 pont) E(S) =2-P(S =2)+3-P(S =3)(+0-P(S = 0)) (ez az 1 pont akkor is jar, ha a
varhato érték altalanos képletét irja fel helyesen).

(Ipont) =2-1+43-1=2.
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(1 pont) E(T') = % (ezt vagy ugyanigy lehet kiszamolni, mint az eléz6t, vagy arra lehet hivat-
kozni, hogy S és T" azonos eloszlasiak, illetve a szimmetridra). Itt kivételesen nem jar pont az
indoklasra, elég a helyes végeredmény.

(0 pont) Tehdt cov(S,T) =1—-2-2 = -2,

4 16
cov(S, T
(1 pont) corr(S,T) = D(s)(u)(:r)’)'

(1 pont) D(S) = \/]D)Q(S) = \/E(SQ) —E(S5)2. (Ez a pont csak akkor jar, ha mindkét azonossag
megvan, viszont osszevonva is OK.)

1+1 pont) E(S?) = 2?2P(S =2) + 3*P(S=3) =2

1 pont) Tehat D(S) = %—%:\/%.

(
(
(1 pont) D(T) = /2 a szimmetria miatt (vagy ugyanigy kiszamolja).
(
(

16

9
1 pont) Igy corr(S,T) = ¢ = —1.
16

d) (1 pont)

(1 pont) Nem fiiggetlenek, mert a kovarianciajuk (vagy a korreldcidéjuk) nem 0.
Vagy: nem fiiggetlenek, mert pl. 0 £ P(X =3)P(Y =3) #P(X =Y =3) =0.
Helyes indokléas nélkiil nem jar a pont!

3. Egy digitalis oktatasi eszkozokkel jol felszerelt iskolanak 50 tanterme van, 1-t6l 50-ig szdmozva.
Egy adott pillanatban megvizsgaljuk, hogy melyik teremben hany HDMI-kabel van. Jelolje X;
az i-edik teremben talalhaté HDMI-kabelek szamat. Tegytk fel, hogy X7, ..., X350 (egyiittesen)
fiiggetlen, Poisson-eloszlastu valészintiségi valtozok A\ = 2 paraméterrel.

(a) Mi a valészintisége, hogy az 1-es teremben pontosan két HDMI-kabel van az adott pilla-
natban?

(b) Legyen X az iskola azon termeinek szama, amelyekben az adott pillanatban pontosan 2
darab HDMI-kébel van. Hatarozzuk meg (indoklassal!) X varhaté értékét és szérasat.

(c) Kozelitsik alkalmas approximacioval a P(X > 13) val6szintiséget. (A valdsziniiség pontos
értékét nem sziikséges meghatdrozni, haszndljuk a normalis eloszlas tablazatot.)

Megoldas.
(a) (3 pont)

(1 pont) A keresett Valoszmuseg P(X; =2)

(1 pont) = (A\?/2)e™* = 2e72 (ezért az 1 pontért elég a kettébdl az egyik alak)

(1 pont) ~ 0,2707.

(b) (7 pont)

(1 pont) X binomidlis eloszlasu,

(14141 pont) amelynek paraméterei n = 50 (mert ennyi kisérletet végziink/ennyi terem van)
és p = 2¢7? (mert ilyen valésziniiséggel sikeres egymdstél fiiggetleniil minden kisérlet /ilyen
valészintiséggel van egy teremben pontosan 2 HDMI-kdbel, a tobbi teremtdl figgetleniil). A
kétfajta megfogalmazasbol az egyik is elég az indoklasra jard 1 ponthoz, a masik 2 pont indok-
las nélkil is jar. Ha csak a fliggetlenség hianyzik az indoklasbdl, azért ne vonjuk le ezt az 1
pontot.

(1 pont) Tehat E(X) = np = 50 - 0,2707 = 13,535 (13,5335 jon ki, ha nem az eléz6leg kere-
kitett értékkel dolgozunk. Ha j6 a végeredmény, akkor OK indoklas nélkiil is, np benne van a
tablazatban.)

(2 pont) és D(X) = /n-p- (1 —p) ~ 3,1418 (a 3,1417 a pontos érték, ha nem a korabban
kerekitett értékkel dolgozunk). Itt egy pont jar a szordsnégyzet képletére plusz a gyokvondsra,
egy pedig a szamolasra.

Alternativ megoldas: X 50 darab fiiggetlen, azonos eloszlast indikatorok 6sszege, amelyek para-
métere a fenti p; indikatorvaltozé minden momentuma p, ebbol jon ki a varhaté érték linearitasa
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és a szérasnégyzet azonossagai (ezeket legalabb egy kicsit részletezni kell) alapjan az eredmény.
Ha nem irja, hogy binomialis, akkor a (c)-ben rendes CHT kell, kilénben minimum 1 pont
levonas!

(c) (10 pont)

(3 pont) Sztenderdizalunk: P(X > 13)

_ oy X—E(X) - 13—E(X)
= I( D(X) Z D(X) )

(1 pont) = P(£ gii’f;’% > 13gi21’5$35) (az el6z6 1épéssel Osszevonhatd),
(1 pont) ~ P(% > —0,1698) (ez is Osszevonhatd az el6z6 1épéssel. Itt az el6zé részfel-

adatban kapott, négy tizedesjegyre kerekitett értékekkel szamoltam és nem hataroztam meg a
kerekitések nélkiil kapott eredményt, de elfogadunk minden olyan szamot, ami alapjan a 0,17
lesz a relevans szam a normaélis eloszlds tablazataban), (1 pont) ami a de Moivre—Laplace-tétel
miatt (vagy: a centralis hatareloszlas-tétel/CHT miatt)

(1 pont) kozelitéleg P(Y > —0,1698), ahol Y standard normalis eloszlast,

(1 pont) ami kozelitleg ~ P(Y > —0,17) (az el6z6 1épéssel 6sszevonhatd)

(1 pont) ami pedig P(Y < 0,17) = P(Y < 0,17) = $(0,17) (elég az egyik jelolés; nem jar kiilon
pont a <-rdl <-re vald attérésért, igy a kozépso 1épés el is hagyhato, és ha az els6 megvan, akkor
az utolsés is. De ha tul hamar tér at, — a normalis eloszlas bevezetése elott — és egyenloséggel
tér at, azért -1 pont. Késébb OK attérni, tulajdonképpen a ®-tablazatbol vald kiolvasasig bar-
mikor lehet),

(1 pont) ami kozelitSleg 0,5675.

4. Legyenek X ~ Geo(1/3) és Y ~ Exp(4) fiiggetlen valdszintiségi valtozok. Adjuk meg az
E(cos(X)Y + XY? — 6X2% + 5|X) regressziot.
Megoldas.
(2 pont) E(cos(X)Y +XY?—6X?+5|X) = E(cos(X)Y | X)+E(XY?|X)+E(—6X?X)+E(5X)
(2 pont) a regresszio (vagy: a feltételes varhaté érték) linearitdsa miatt.
Ha csak annyit ir, hogy a linearitas miatt, akkor a 2 pont akkor jar, ha kideriil, hogy jol alkal-
mazza a regresszié linearitasat, kiilonben 0 pont. Ha azt irja, hogy a varhaté érték linearitésa
miatt, akkor max. 1 pont (akkor is, ha a feladat jol folytatddik). Ha altaldnos képlettel fejezi
ki a megfeleld linearitast, az OK.
(141 pont) = E(cos(X)Y|X)+E(XY?X)—6E(X?X)+5 (nem kell tovabbi indoklés és 6ssze-
vonhaté az el6zé 1épéssel is)
(3 pont) = cos(X)E(Y|X) + XE(Y?X) — 6X? + 5, (a 6X?%-et nem muszdj 6X>E(1]X)-ként
felirni, szintén Osszevonhaté az el6zé 1épéssel, de kiilon indoklas kell)
(2 pont) mert... (hivatkozik a regresszié megfelel6 tulajdonsagara, pl. ismert informécié kieme-
lése, taking out what is known, homogenitas, X fiiggvényeit kiemelhetjiik az X-re vonatkozo
feltételes varhato értékbdl, X fiiggvényei X ismeretében konstansnak szamitanak stb. Ha lat-
szik, hogy jol csinalja ES prébél indokolni, csak nem nagyon sikertil megneveznie, akkor lehet
ra adni max. 1 pontot, ha nincs indoklds vagy sem a szamolas, sem az indoklas nem j6, akkor
0 pont.)
(2 pont

)
( )
(1 pont) E(Y)(= %) = i (nem kell indokolni)
(1 pont) és E(Y?) = D*(Y) + E(Y)?
( ) :
( )

(3)? (itt a pont a helyes szérdsnégyzetre jar, 1

i formaban is OK megadni)

(1 pont) Telllﬁét agkeresett regresszi6 § cos(X) + X — 6X% 45 (ezzel ekvivalens alak is jo).
Ha egy adott fajta indoklas legalabb egyszer jol szerepel, de nem irja oda, hogy maskor is ezt
kell haszndalni, viszont maskor is mindig jol csinalja, akkor ne vonjunk le pontot. Ha nem mindig
jol csinalja és az indoklas is hianyzik, akkor az indoklasbol is -1 pont.

Ha a feltételt elhagyja (olyan esetben, ahol nem lehet elhagyni a fiiggetlenség miatt), azért -2
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pont. Ha a val. valtozok helyére behelyettesiti a varhaté értékeket és szamot kap végeredménytil,
azért is -2 pont, még akkor is, ha kozbiilso 1épésként megjelenik a helyes végeredmény.

5. n € N esetén legyenek X, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi valoszinliségi valtozok, amelyek
stlyfiiggvénye py(r) = Py(X; = z) = (x — 1)9?(1 — 9)* 2, ahol x € {2,3,4,...}, 0 <9 < 1
pedig egy ismeretlen paraméter.

(a) Hatdrozzuk meg az (Xi,...,X,) fae. minta egy adott (z1,...,xz,) realizicidja esetén a
likelihood-fiiggvény Ly(z1, ..., x,) értékét.

(b) Adjunk a minta alapjan maximum likelihood-becslést 9-ra.

A teljes pontszam eléréséhez — az idd rovidsége miatt — nem kell megvizsgdlni, hogy a (0, 1)
paramétertartomany hatdaran lehet-e maximumhely.

Megoldas.

(a) (4 pont)

(1 pont) (Definici6 szerint) Ly(z1, ..., x,) = [1' po(z;) (az is j6, ha kiirja, hogy mi a szorzat,
.. .-tal a kézepén)

(1 pont) = [T, (; — 1)i2(1 — v)=~2

(1 pont) = 9" [T, (2 — 1)(L — 9)™ )

(1 pont) = 9" [T, (2 — 1) [T (1 — 9)™ 2

Az utolsé 1épés az elotte 1évivel dsszevonhatd. Az is rendben van, ha az utolsé 1épést csak a
(b)-ben végzi el, akar logaritmizdlds utan.

(b) (16 pont)

(1 pont) arra az oOtletre, hogy meg kell hatdrozni a log-likelihood-fiiggvényt (akkor is, ha az
nem is igazan sikeriil).

(1 pont) A log-likelihood-fiiggvény ly(xy,...,z,) = In Ly(xq,...,2,) (ez a pont akkor is jar,
ha ez csak késobb, impliciten deriil ki, de csak akkor, ha a logaritmizalasnak legalabb az elso
lépése helyes)

(1+1+1 pont) = 2nInd + > In(z; — 1) + >0 (z; — 2) In(1 — 9).

(Ha In helyett log-ot ir, azért ne vonjunk le pontot. Kevésbé egyszeriisitett alak is j6 abban az
esetben, ha kés6bb helyesen tudja derivalni.)

(1 pont) A log-likelihood fiiggvényt o szerint derivaljuk és megnézziik, hogy hol 0 a derivalt.
(Ez a pont akkor is jar, ha a derivalas esetleg nem igazan szerepel, feltéve, hogy az is megvan,
hogy a derivaltat egyenlévé tessziik 0-val.)

(141 pont) Zlg(z1,...,2,) = 2 — 3| “=2 (mds, értelmes jelolés is jo a derivaltra, késébb a
masodikra is)
(142 pont) pontosan akkor 0, ha ¢ = 23” — = % (nem kell az atlagjelolést haszndlni, illetve

=1
az is elég, ha csak azt hasznalja. Ebbdl két pont a részletszamitasokra jar és egy a helyes vég-
eredményre, utobbi akar indoklas nélkiil is, ha j6 volt a derivalés.

Részletszamitasok pl.: a %" - >, %‘5 = 0 egyenlet jobb oldalara &tviszi a szummat és be-
szorozza mindkét oldalt (1 — ¢J)-val (1 pont), majd felbontja a zardjeleket és v-t kifejezi (1
pont).).

2 n n T;—
(141 pont) %lﬂ(l‘l, S —39—2 -, (1_719?2

(1 pont) ami minden pontban (vagy: a % pontban) kisebb, mint 0, igy ¥ = %—ban valoban
szigort lokélis maximum van (ezért az 1 pontért elég, ha azt irja, hogy lokalis maximum, sét
az is, ha azt irja, hogy maximum).

(1 pont) Tgy tehdt az adott realizéciéra vonatkozé maximum likelihood becslés 0, (1, ..., x,) =
23” — = 2 (megint csak elég az egyik a kettd koziil)

i=1"" "
(1 pont) és igy a maximum likelihood becslés 9. (X, ..., X,) = Zf" % = X%L (itt is elég az

egyik, és ha megvan az egyik helyesen, nagy X;-kkel és kideriil, hogy ezt tekinti ML-becslésnek,
akkor nem baj, ha hidnyzik a 9,(Xy, ..., X,,) jelolés vagy més szerepel helyette).
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Megjegyzés a javitdshoz: nem baj, ha nem nézi meg, hogy x;-k milyen értékeket vehetnek fel.
Mivel realizaciérol van szo, ezeknek mind 1-nél nagyobb egész szamoknak kell lenniiik. A ha-
tarokat a feladat szerint nem kellett ellenOrizni.

6. * Az X folytonos valdszintiségi valtozé eloszldsfiggvénye

0, ha x <0,
Fy(z)={%, haO<uz<2,
1, ha z > 2,

valamint X ismeretében Y egyenletes eloszlasu a (0;1/X) intervallumon.

Adjuk meg a P(Y < 1) valdésziniiséget.

Megoldas.

(1 pont) Meghatarozzuk X stirtiségfiiggvényét, amit tigy kapunk meg, hogy Fy-et derivaljuk,
ahol pedig Fx nem differencialhatd, ott legyen 0 (vagy barmilyen pozitiv szdam). Elég, ha ez
impliciten dertl ki, és akkor is jar ez a pont, ha csak azzal a résszel foglalkozik, ahol nem 0 a
strtségfiiggvény, vagy ha nem veszi észre, hogy a szakaszhatarokon nem differencidlhaté. De
ha nem j6 a derivalt, akkor ez a pont sem jar.

(141 pont) Vagyis
2. hal<ax<?2,
fx(@) = {2

0, egyébként.

(Javitoknak: minden olyan fiiggvényre, ami nemnegativ és ezzel a képlettel majdnem mindeniitt
megegyezik, jar a 2 pont. A 0 részre csak akkor jar pont, ha egyértelmtien kideriil, hogy a 0-ig
és a 2-t6l is 0 a stirliségfiiggvény értéke.)

Innen 1. megoldds, folytonos TV T-vel.
(2 pont) A folytonos TVT (teljes valoszintiség tétele folytonos esetben) szerint [ha eszébe jut,
hogy ezt kellene hasznélni, de nem tudja felirni hasznalhaté alakban, akkor max. 1 pont]
(1 pont) IP’(Y <1)= [ PY <1|X =2)fx(x)dz
(2 pont) = [7 £P(Y < 1|X = z)dx (az el6z8 épéssel bsszevonhat6, ha kideriil, hogy a folytonos
TVT-nek megfelelo képletet hasznal).
(2 pont) Ha i < 1, vagyis x > 1 (itt elég a két megfogalmazés koziil az egyik), akkor P(Y <
1|X =2) =1 (mivel Y mindig 0 és 1/X kozé esik, de bévebb indoklas nem kell).
(2 pont) Ha 1 > 1, vagyis = < 1, akkor
1

PY <1|X =2) = 7z =
(ha j6 a végeredmény és az, hogy mikor van ez az eset, akkor ez a 2 pont jar indoklas nélkiil is
és az indoklasra majd a kovetkez6 2 pont jar. A hatarokat a két esethez tetszélegesen be lehet
sorolni, akdr mindkett&hoz is.),
(2 pont) mert X = z ismeretében Y egyenletes eloszlést (0;1/2)-en (tehat ez alapjan a feltéte-
les eloszlasfiiggvény Fy|x(1|z) = 5 /x 0, de ezt nem musz&j igy felirni); vagy ugyanez feltételes

stirtiségfiiggvénnyel megfogalmazva: fy|x (y|z) = = z ilyen z-re, ha 0 < y < 1/x és 0 egyéb-

s
ként (ha ezt felirja, akkor nem muszéj az egyenletességre hivatkozni, benne van a feladatban);
vagy egydimenzids geometriai Valoszmusegi mezo6vel (kedvezd teriilet: 1, dsszes: 1/x) érvelve.

(2 pont) Tehdt P(Y < 1) = [y Zdx + [} 2de
1 2

(2 pont) = {fcg] + [af]
0 1

(2 pont) =2+ 4 —1=11

Alternativ megoldds az utobbi 17 pontért, folytonos TV'T nélkil. Az integrdldasi hatdarok tekinte-
tében joval bonyolultabb és kellemetlenebb!
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5 pont kaphatd tovabbi szamolasok nélkiil a megoldas menetének Otletére az alabbiak szerint
— természetesen az is OK, ha a masik iranybol kezdi a megoldéast és a végén jut el a célhoz,
ekkor is jar ebbdl az 5 pontbdl, amit menet kozben megesindl. (Ha nem vildgos, hogy hogyan
akar eljutni a végeredményhez, akkor pontozés a fenti tanszéki alapelvek szerint.)

(1 pont) P(Y < 1) = Fy(1)

(1 pont) = ['__ fy(y)dy (ha ez megvan, akkor az eléz6 pont is jar az eloszlasfiiggvényre val6
hivatkozds nélkiil is)

(1 pont) = [ fy(y)dy (még ez is sszevonhat az elézével, az pedig az azelSttivel).

(1 pont) fy(y) = J2 fxy(z,y)dz,

(1 pont) ahol fxy(z,y) = fx(z) frix(ylz).

Tovabbi pontokért a konkrét szamolasok:

(2 pont) fyx(y|z) = 1/% =z, ha0 <2z <2é0 <y < 1/x (ezt tovabbra sem kell nagyon
indokolni; a feladat szévegébdl és a nevezetes eloszlas tablazatbdl kovetkezik, hogy az U(0; 1/z)
eloszlasnak ez a stirtiségfiiggvénye) és fy|x(y|r) = 0 egyébként. (Ha nem irja oda, hogy hol 0 a
feltételes stirtiségfiiggvény, de a kés6bbiekben tigy szamol, hogy abbdl kidertl, akkor ne vonjunk
le ebbél a 2 pontbdl.)

(1 pont) tehat fxy(x,y) = %, hal0<z<2é0<y<l1/a,

(1 pont) és fxy(z,y) = 0 egyébként.

(141 pont) A 0 <z < 2és 0 <y < 1/x feltétel alapjan ha y adott, akkor = lehetséges értékei
0 és 1/y kozott lehetnek. Ha y < 1/2, akkor ez azt jelenti, hogy = minden lehetséges értéke
(0-t6l 2-ig) el6fordulhat. (Elég, ha ezek az integréldsi hatédrokbol, impliciten deriilnek ki.)

1y
(1+1 pont) fy(y) = f3/¥ %zdx = [3:3/6] = 6y3’ ha y > 1/2 (Ebbdl 1 pont jar a szamolasra
0
és 1 a végeredményre.)
2
(1+1 pont) és fy(y) = J§ Sdx = {x3/6 =
(0 pont) Ha y <0, akkor fy(y) = 0.

1
’ 1 2
(@ pout) Tehit P(Y < 1) = 4y + oy =3+ [~ ]| =3-h+i=b

3, ha 0 <y < 1/2. (Hasonldan.)

wlN

Természetesen az is jO, ha nem fy-t hatarozza meg, hanem gy szamol, hogy

PY <1)= / / fxy(z,y)dzdy.

Ennek felirasara jar az alternativ megoldas elso két pontja helyett 2 pont. Az utolsé 8 pont pedig
a megfeleld integralasi hatdrok meghatdrozasara és az integralasok elvégzésére (az alternativ
megoldas utolsé 8 pontjahoz hasonléan).



