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Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javiték a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutat6é minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodd gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy lépéseként szerepel a dolgozatban. Igy példdul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az ttmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Ha egy megoldd egy feladatra tébb,
egymastol lényegesen kiilonb6zo megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhat6 pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldéasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszdmolasonként 1-1 pont vonandd le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas lényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Valaszoljuk meg az alabbi kérdéseket az eldadason elhangzott definiciok és allitdasok alapjan.
Legyen (Q, F,P) valészintiségi mez6 és legyenek XY : 2 — R valdsziniiségi valtozok.

(a) Mikor mondjuk azt definicié szerint, hogy X és Y fliggetlenek?

(b) Ha X és Y fiiggetlen valésziniiségi valtozok, hogyan szamithatjuk ki a két valtozd szorza-
tanak varhaté értékét a valtozok varhatd értékei segitségével, ha ezek a varhato értékek
mind 1éteznek? (Az E jelolést magyardzat nélkiil hasznalhatjuk a szokdsos médon.)

(c¢) Legyen g: R — R flggvény és tegyiik fel, hogy X folytonos és g(X) varhaté értéke létezik.
Jelolje x — fx(x) az X siirliségfiiggvényét. Hogyan szamithatjuk ki ekkor g(X) varhaté
értékét?

Megoldas.

(a)

(5 pont) Ha az {X < x} és az {Y < y} események minden z,y € R esetén fiiggetlenek.

(A nivéhalmazok jelentését nem kell megmagyardzni, természetesen j6 gy is, hogy {w €
Q: X(w) < x}. A figgetlenség kimondhaté valdszintiségekkel is: P(X < z,Y < y) = P(X <
( ) P(Y <y).)

(5 pont) E(XY) = E(X)E(Y).

(c

(10 pont) E(g(X)) = JZ 9(x) fx (2)dz

Javitasi instrukciok:

(a)

Ha diszkrétben vagy folytonosban fogalmazza meg az abban az esetben ekvivalens definicidt,

akkor max. 2 pont.
Ha feltételes valészintiségekkel fogalmazza meg, de a j6 eseményekkel dolgozik, akkor max. 3
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pont. Ha nem a j6 eseményekkel dolgozik, de pl. diszkrét esetben pozitiv valészintiségli esemé-
nyeknél jo, amit ir, akkor max. 1 pont.

Ha nem szerepel a ,Vz,y € R” kitétel, akkor max. 3 pont, egyéb okbdl is hibas/hidnyos meg-
oldas esetén max. 2 pont, a korabbiak szerint eleve csak 1 pontos megoldas esetén O pont.

(b)

E(-) helyett E[-] és E - is jo, de utébbi csak akkor, ha konzisztensnek és hihetének tiné médon
hasznélja. Kétes esetben a javité dont. E{-}-ért legalabb egy pont levonas.

()

Kisebb szintaktikai hibakért adhato részpont. Példaul ha fx helyett f van, akkor max. 8 pont,
ha fx-nek nem j6 az argumentuma, akkor pedig max. 6 pont. Ha nincsenek integralasi hatarok,
akkor max. 4 pont, ha pedig rosszak, akkor max. 1 pont.

2. Egy szabalyos dobdkocka feldobdsat az elsé hatosnal kisebb eredményig ismételjiik. Jelolje
X az ehhez sziitkséges dobédsok szamat (beleértve az elsé nem hatos dobdst is).

(a) Mi a valdsziniisége, hogy a kockat legalabb héromszor fel kell dobnunk?
(b) Hatéarozzuk meg X szérdsat és X2 varhaté értékét.

(c) Feltéve, hogy hét dobds utdn még nem sikeriilt egyszer sem hatosnal kisebbet dobnunk,
mi a valoszinlisége, hogy az utana kovetkezo két dobasban sem sikeriil?

(d) Definidljuk ugyanebben a kisérletben az Y val6szintiségi valtozét a kovetkezdképpen: Y =
1, ha a masodik dobéas eredménye nem hatos és Y = 0 egyébként (ha nincs méasodik dobés,
Y értéke akkor is 0). Fiiggetlen-e X és Y7

Megoldas.

(a) (6 pont)

(1 pont) A keresett valoszintiség P(X > 3). (Ha ezt nem irja oda expliciten, de kés6bb ennek

megfelel képlettel szamol, akkor jar ez a pont is.)

(1 pont) X geometriai eloszldst

(1 pont) p = 5/6 paraméterrel (nem kell a p jel6lés és indoklas sem kell).

(1 pont) Ezért P(X >3) =1—-P(X =1) —P(X = 2) (ez csak akkor jar, ha megvan a komp-

lementer valdszintiség és az esetszétbontds is)

(I+lpont) =1—p—p(l—-p)=1-5-% 5 =3

(A p jelolés itt sem kotelezd, elég, ha konkrét szamokkal megvan, illetve ha p-vel megvan, azért

jar 1 pont a 2-bél, és utdna a végeredményt tovabbi részletszamolas nélkiil elhissziik.)

Az is elfogadhat6, ha azt frja, hogy P(X > 3) = P(X > 2) = (1 — p)?, ahol az utébbi két 1épés

osszevonhaté és p helyett megint OK a konkrét 5/6 paraméterrel is (ha azonosithat6, hogy ez
p). Ugy tekintem, hogy a P(X > k) = (1 — p)* képlet szerepelt eléaddson (ha nem is nagyon

hangsilyoztam).

Nem kell komplementer val6szintiséggel szamolni, ha P(X > 3)-at a végtelen mértani sor 6sszeg-

képletével szamolja ki. Ekkor a P(X > 3) = Y2, P(X = k) = p>32,5(1 — p)*~! vagy hasonld

képletre még csak 1 pont jar, a tovabbi 2 pont csak akkor jar, ha jol alkalmazza a végtelen

mértani sor Osszegképletét és j6 végeredményt hoz ki (kizarélag szamolasi, de nem elvi hiba

esetén lehet a 2-bdl 1 pontot adni).

b) (6 pont)
1 pont) D(X) = /D*(X)
= /52 (az el6z6 1épéssel Hsszevonhat)

1 ~~
1 pont) = \/51/6: = /& ~ 0,4899.

A numerikus végeredmény kell, viszont ha az el6zo6 1épés és p jo, akkor részletszamolasok nem

—_
ho]
@)
=
rf
|
ﬁ

(
(
(
(
(



Val6szinliségszamitds és statisztika 2025. januar 23.

kellenek. Ha az el6z6 1épés hianyzik, de vannak jé részletszamolasok a konkrét p-re, amik egy-
értelmiien ugyanabbdl a szamoldsbél szarmaznak, akkor ez a 1épés az el6zével 6sszevonhato.)
(1 pont) E(X?) = D*(X) + E(X)?

(1 pont) = & + 1% = o+ 32 (itt az 1 pont az 1/p*-re és az abba val behelyettesitésre jar. J6
konkrét p-vel is, ha azonosithatd, hogy igy csinalja)

(1 pont) = 2(= 1,68). (Elfogadjuk kézénséges tort, végtelen szakaszos tizedestort és négy ti-

25
zedesjegyre kerekitett tizedestort alakban is.)

(c) (4 pont)

(1 pont) A keresett (feltételes) valészintiség P(X > 9|X > 7) (avagy P(X > 7+ 2|X > 7),
>-kkel helyesen megfogalmazva is OK)

(1 pont) A geometriai eloszlas 6rokifjusaga (elég: az orokifjusig) miatt

(1 pont) ez P(X > 2)-vel egyenld (az is j6, ha nem irja fel a feltételes valésziniiséget, hanem azt
mondja, hogy az 6rokifjusadg miatt P(X > 2)-t keressiik, de ha az 6rokifjusag hidnyzik, akkor
csak ez a pont jar ra és az el6z6 kett6 nem),

(1 pont) ami pont ugyanaz, mint az (a)-ban mar kiszamitott P(X > 3) valészintiség, vagyis
(Ha kiszamolja, arra is 1 pont jar.)

(d) (4 pont)

Onmagéban annak kimonddsara, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont.

(1 pont) arra, hogy kimondja, hogy nem fiiggetlenek, és ad hozza egy indoklast, ami legaldbb
szintaktikailag nagyjabdl rendben van és hihetd, hogy tényleg komolyan gondolja.

(1 pont) arra, hogy azzal akarja beldtni, hogy nem fiiggetlenek, hogy van olyan x és y, amelyre
PX =x2Y =y) #P(X =2)P(Y =y).

(2 pont) arra, hogy taldl is egy ilyen helyes (z,y) part és megmondja, hogy mennyi P(X =
z,Y =vy),P(X =2) és P(Y = y) (indoklds nem kell). Ilyen esetben jar az el6z6 1 pont is. Ha a
bal oldal 0 és ezt odairja, akkor elég odairni, hogy a jobb oldalon szereplo egyik szorzotényezo
sem 0, nem kell kiszdmolni ezen tényezok értékeit. Ha a bal oldal nem 0, akkor kellenek a jobb
oldali tényez6k értékei (indoklds ekkor sem kell).

Pl: P(X =1,Y = 1) =0 (mert ha Y = 1, akkor van 2. dobds, tehat nem lehet X értéke 1),
0#P(X =1)(=2), 0£PY =1)(=P(X =2)=¢-2=2).

Lehet a fiiggetlenség definicidja szerint is érvelni vagy cov(X, Y') nem nulla voltéval, de ezek csak
lényegesen hosszasabbak. Ha nincsenek befejezett és legfeljebb szamolasi hibakat tartalmazé
szamitasok, akkor ilyen esetekben max. 1 pont.

L
36"

3. Egy izzogyar mérnokei megfigyelték, hogy minél tobb izzot gyartanak egy napon, annél kisebb
valoszinliséggel lesz hibas egy-egy izz6. Ha egy napon n > 1 izz6t készitenek, akkor minden
izz6 egymastol fiiggetlentil ﬁ valoszintiséggel lesz hibas.

(a) Ha egy napon n = 10 izzét gyartanak, akkor mennyi az aznap gyartott hibas izzok sza-
méanak varhaté értéke és szordsnégyzete (és miért)?

(b) n = 10 esetén mi a val6szintisége, hogy 4-nél tébb, de 8-nal kevesebb izz6 lesz hibas a 10
iz26 kozil? (A valdsziniiség pontos értékét adjuk meg.)

(c) Tegyiik fel, hogy egy napon n izzét gyartanak, ahol n nagyon nagy. Kozelitsiik alkalmas

approximaciéval annak a val6sziniiségét, hogy az adott napon pontosan 3 izz6 lesz hibas.
(A val6sziniiség pontos értékét itt nem kell meghatarozni.)

Megoldds.

(a) (6 pont)

(0 pont) Jeloljiikk X-szel az adott napon gyartott hibas izzék szamat.
(1 pont) Ekkor X binomiélis eloszlasi
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(1 pont) n = 10 (arra 6nmagaban nem jar pont, hogy n = 10, csak arra, ha kidertl, hogy a
binomidlis eloszlasban a kisérletek szamanak megfelelé paraméter értéke 10)

(1 pont) és p = 2;10 = % paraméterekkel (az n és p jelolések nem kotelezbek.),

(1 pont) ezért E(X) = np = £ (Ha mar n és p értéke is szerepelt, akkor itt elég a végeredmény)
(1 pont) és D*(X) = np(1 — p)

(1 pont) =10+ 5 - 53 = 3¢ = 0,475 (elég csak kozonséges tort vagy csak tizedestort alakban is.
Ha a konkrét n-nel és p-vel van valami részletszamolds, akkor az eléz6 pont is rendben van).
(b) (6 pont)

(1 pont) A keresett val6szintiség P(4 < X < 8)

(1 pont) =P(X =5) +P(X =6) + P(X = 7) (ha ez megvan, akkor jar az el6z6 pont is)

(3 pont) = (150)(%)5(%)5 + (16(])(%)6(%)4 + (170)(2—10)7(%)3 (az is elég, ha ez n-nel és p-vel
kifejezve van meg és mar elmondta, mi n és p értéke; az egyes helyes tagokért jar részpont)

(1 pont) = 6,369 - 107> = 0,00006369. (Elég a végeredmény, mivel a szdmolégép tud binomialis
egyiitthatokkal szamolni, de egyébként P(X = 5) = 6,0935 - 1075, P(X = 6) = 2,6726 - 1079,
P(X =7) = 8,0379 - 1078, utébbi a négy értékes jegyre vald kerekitésnél el is hagyhaté. Ha
ezek a numerikus értékek megvannak, de az el6z6 részben nincsenek meg a sulyfliggvény értékei,
akkor abbdl a 3 pontbd6l meg lehet adni utélag max. 2-t.)

(c) (8 pont)

(1 pont) arra, hogy Poisson-approximéciot kell haszndlni (még ha esetleg nem is sikertil, pl. nem
tudja, hogy melyik valtozot kozelitse Poissonnal vagy milyen paraméterti Poissonnal kozelitse).
Nem baj, ha ezt nem irja oda, feltéve, hogy jol alkalmazza a Poisson-approximaciot (ide értve
azt is, hogy A-t elvileg helyesen hatarozza meg), de ha nem j6l csinélja, akkor ez az 1 pont sem
jar.

(1 pont) arra, hogy miért azt kell hasznalni: elég valami olyasmi, hogy n nagyon nagy p(= p,)
pedig nagyon kicsi (és a kettd szorzata egy pozitiv szdmhoz tart és egy ilyen paraméterekkel
rendelkezé binomidlis eloszlast val. valtozot kozelitiink, de ezeket nem kételezd odairni).

(1 pont) A hibas izzék szdma egy Y Poisson-eloszlasu valdsziniiségi valtozoval kozelithetd,

(2 pont) amelynek paramétere A = lim,, o np, = % (A p, jelolés nem kotelezd, sét ha azt irja,
hogy np mindig 1/2, akkor a hatarértéket sem kotelezd odairni.)

(1 pont) Igy tehét a keresett (kozelits) valészintiség P(Y = 3)

(1 pont) = & = %6_1/2 (elég a két alak koziil az egyik. Az (1/2)3 helyett szabad 1/8-ot,
a 3! helyett 6-ot irni, de nem elég a puszta végeredmény, ha csak az van, akkor -1 pont)

(1 pont) ~ 0,0126.

Ha CHT-t akar hasznalni (de nem nagyon akar dsszejonni), akkor a (c¢)-ben maximum 3 pont.
Onmagéban arra az otletre, hogy hasznéaljuk a CHT-t, nem jar pont, és arra sem, hogy miért
hasznalhatjuk és hogy hivatkozunk ra (hiszen rossz). Viszont jar 1 pont arra, ha jol standardizal
(vagyis a varhato értéket vonja le, aztan pedig a szérassal oszt le, ide értve a jobb oldal dtalaki-
tasat). 1 pont arra, ha n és p behelyettesitésével — akar konkrét n-re és p-re, akar hatarértékben
helyes hatarértékkel — kap egy numerikus eredményt a standardizalt jobb oldalra. Még 1 pont,
ha normélis eloszldssal kozeliti a standardizalt val. valtozét ES nem a P(X = 3)-at akarja a
normalis eloszlasbol kiolvasni, hanem valamilyen, folytonos val. valtozd esetén is viszonylag
értelmes valészintiséget, példaul P(2,5 < X < 3,5)-et vagy P(2 < X < 4)-et (standardizélés
utan).

4. Legyenek X ~ N(1;9) és Y ~ N(2;16) fliggetlen, normalis eloszlasi valdszintiségi valtozok.
(a) Mennyi P(X > 0,5)?
(b) Hatarozzuk meg X + 2Y és X — 4Y kovariancidjat és korrelaciojat.

(c¢) Milyen eloszlasi a 2X + Y valdsziniiségi valtozd és milyen paraméterekkel (és miért)?

Megoldas.
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(a) (6 pont)
(141 pont) Sztenderdizalunk (ezt nem muszaj szévegesen odairni):
X-EX) 05-EX) _X-1 05-1

B(X > 05) = P(“ 55 b “P5 )

(a két 1épés Osszevonhatd, ha a masodik jo)

(1 pont) =P(Z > —1/6), ahol Z ~ N(0; 1) (az 1/6 helyett 4 értékes jegyre kerekitett numerikus
eredmény is jO)

(1 pont) = P(Z < 1/6) = ®(1/6) (elég a kettd kozil az egyik, és nem kell a folytonossagra
hivatkozni, mert a stiriiségfiiggvény szimmetridja miatt a két integral ugyanaz)

VAGY: =1-P(Z < -1/6) =1—®(—-1/6) =1 — (1 — ®(1/6)) = ®(1/6) (a P jelolés nem
kotelezo, és a folytonossagra itt sem jar pont, mert az egészre Osszesen 1 pont jar, emiatt bar-
melyik 1épésben szabad valtani a < és a < kozott)

(1 pont) ~ ®(0,17)

(1 pont) ~ 0,5675.

(Ne vonjunk le pontot, ha csak az a baj, hogy valamelyik & helyett =-t ir. Az utolsé két 1épés
osszevonhatd, ha el6tte az 1/6 mar megjelent ES j6 a kiolvasott végeredmény.)

(b) (11 pont)

(2 pont) cov(X +2Y, X —4Y) = cov(X, X ) 4+2cov(X,Y) — 4cov(X,Y) — 8cov(Y,Y).
——_— — —_——
—p?(x) —D3(y)

(Ebbél 1 pont, ha a bilinearitast j6l hasznalja, ehhez elég 4 helyes tagra bontani az Osszeget to-
vabbi egyszerisitések nélkiil. Még 1 pont, ha a konstans szorzokat is jol emeli ki, a szimmetriat
jol hasznalja és tudja, hogy egy val. valtozd énmagaval vett kovariancidja a szorasnégyzete.

(1 pont) cov(X,Y) =0,

(1 pont) mert fiiggetlenek.

(1 pont) Ezért (mivel a szordsnégyzet a normalis eloszlas méasodik paramétere — erre nem jar
pont, mert benne van a nevezetes eloszlas tdblazatban) cov(X +2Y, X —4Y) = 9—-8-16 = —119.
(Ha minden sziikséges részeredmény szerepelt mar, akkor itt elég a végeredmény.)

(0 pont) A korrelacié meghatérozasdhoz most kiszamitjuk X + 2Y és X — 4Y szérésait is.

(1 pont) Mivel X és Y fluggetlenek,

(1 pont) ]D>2(X +2Y) = D*(X) + D?*(2Y)

(1 pont) = D*(X) +4D*(Y) = 9+ 64 = 73 (Ha a sor eleji 1épés megvan, akkor ez a pont az
el6zovel 6sszevonhato, de ha a végeredmény nem jo, akkor csak az el6z6 pont jar.

Ha pedig az el6z0 1épés végéig megvannak a részeredmények és a végeredmény jo, akkor higgyiik
el, hogy igy szamol, de rossz végeredmény esetén ez az egy pont nem jar).

(0 pont) Hasonlbéan (itt mar nem muszaj a figgetlenségre hivatkozni)

(1 pont) D*(X —4Y) = D*(X) + D?(—4Y)

(1 pont) = D*(X) + 16 D*(Y) = 9+16- 16 = 265 (ha minden korébbi részletszdmolas jo, akkor
itt mar elég a végeredmény).

(0 pont) arra, hogy a szérds a szérasnégyzet négyzetgyoke. Erre mar a 2. (b)-ben adtunk pon-
tot. Aki ott nem kapott ra pontot és itt leirta ezt, utélag kérhet a 2. feladatra 1 pontot.

(1 pont) Tehat corr(X +2Y, X —4Y) = H;(O ;ﬁ;§3é4§f = \ﬁ—1\1/92T —0,8556 (ha mar minden
részeredmény megvan, akkor a korrelacio altalanos képlete utan elég a numerikus végeredmény,
akkor is OK, ha csak a szérasnégyzetek vannak meg és nem a szorasok. Az altalanos képlet
helyett pedig elég a konkrét esetbeli képlet, ha azonosithatd a benne szerepld szamok szerepe).
(c) (3 pont)

(1 pont) Fiiggetlen normalisok Osszege normalis és a paraméterek Osszeadddnak. Normaélis li-
nedris transzforméltja normalis (vagy konstans — ezt nem kell odairni).

Ezekre Osszesen 1 pont jar. Ezek altalanos paraméterekkel is kifejezhetoek, de ez a pont csak
akkor jar, ha hivatkozik a fiiggetlenségre is. Ha nem irja le, hogy a paraméterek osszeadddnak,
de kés6bb osszeadja 6ket, akkor ez a pont is jar. Ha nem hivatkozik a linearis transzformaciora,




Val6szinliségszamitds és statisztika 2025. januar 23.

de kimondja, hogy 2X normalis eloszlasi és minden més rendben van, akkor is adjuk meg ezt
az 1 pontot.

(1 pont) Igy 2X ~ N(2;36), mivel az eloszlds elsé paramétere E(2X) = 2E(X) = 2, a mésodik
D?(2X) = 4D*(X) = 36 és

(indoklas nélkil ez az 1 pont nem jar, de ha annyit odair, hogy az els6 paraméter a varhaté
érték és a masodik a szoras, és jo numerikus eredményt ad, akkor fogadjuk el ezért az 1 pontért
a megoldast)

(1 pont) 2X +Y ~ N(4;52).

Az, hogy 2X milyen eloszlasi, nem sziikséges, amennyiben szerepel, hogy normalis linedris
transzformaltja normadlis; ebben az esetben elég a 2X varhatd értékére és szordasnégyzetére
vonatkozé indoklds (ami Osszevonhatoé ugyanezzel a 2X + Y-ra vonatkozdan, ha részletesen
indokol).

5. Az (X,Y) valdszintiségi vektorvaltozd egytittes stirtiségfliggvénye

1 ha0<azr<2é1l4+a<y<l1+2a,

Sx (e y) {0, Killsnben.

(a) MiY értékkészlete? Ehhez a részfeladathoz kivételesen nem kell indoklds, a tébbihez igen.

(b) Hatéarozzuk meg az R — [0,00),y — fy|x(y|z) feltételes stirtiségfiiggvényt minden olyan
z € R esetén, amelyre fx(x) > 0.

(c¢) Ez alapjan hatérozzuk meg az E(Y|X) regressziot.
(d) Figgetlen-e X és Y7

Megoldas. (a)

(2 pont) Ran(Y) = (1,5).

(Kisebb szintaktikai hibdkért ne vonjunk le pontot, azért se, ha nyilt vagy félig nyilt interval-
lumot fr.)

(Indoklas nem kell, de a teljesség kedvéért ideirom: az egyiittes siirtiségfliggvény képletébol
lathaté (X,Y) értékkészlete az y = 1+, y = 1+ 2z és x = 2 egyenletli egyenesek kozé
esO [tompaszogil] haromszog [és mivel itt konstans a siirliségfiiggvény és mindenhol méshol 0,
ezért (X,Y) egyenletes eloszlasti ezen a haromszogon|. Ebben a haromszogben a pontok Y
koordinatédja lehetséges értékeinek halmaza (1,5).)

) (7 pont)
1 pont) Ha fx(z) > 0, akkor fy|x(y|lz) = fxy(@y) (ez OK az fx(x) > 0 kitétel nélkiil is).

(b
( Ix (@)

(1 pont) fx(z) = J= fxy(z,y)dy,

(1 pont) ami = € (0, 2) esetén a kovetkez6vel egyenlé: = [7/'7 1dy
(

(

)
)
) [ }1+2x
) =

y=1+z
1+21 (1+z) T

= 5 (elég a végeredmény, ha a jo primitiv fiiggény megvolt),
(1 pont) z ¢ (0, 2) esetén pedig 0-val egyenld (mert a konstans 0 fiiggvényt integraljuk y szerint,
de ezt nem kell odairni).

Ugy is j6, ha fx(x) = [ fxy(z,y)dy-t csak az fx(z) > 0 (avagy z € (0,2)) esetben irja
oda és csak kozli, hogy minden mas esetben 0 a stirliségfiiggvény értéke, de az utébbi 1 pontért
annak ki kell deriilnie a megoldasbdl (legalabb impliciten), hogy pontosan a (0, 2) az a halmaz,
ahol a feltételes stirliségfliggvényt a feladat szerint meg kell hatarozni. Indoklds nem kell arra
ebben az esetben sem, hogy miért 0 az fx(x) értéke, ha = ¢ (0;2).

(1 pont) Tehat fx(z) > 0 esetén fyx(y|r) = %/; = 1 (ha minden részeredményt lefrt mar,
akkor itt elég a végeredmény).

Ha észreveszi, hogy (X,Y) egyenletes eloszlast a hdromszogon, akkor szabad a feltételes stirti-
ségfliiggvény szemléletes jelentésével — és geometriai valdésziniiségi mezos szamolassal — érvelni.

Ezt itt nem részletezziik.
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(¢) (7 pont)

1. (sztenderd) megoldds.

(141 pont) E(Y'|X) = g(X), ahol g(z) = E(Y|X = z) = [°3 yfyvix(y|z)dy (1 pont a regresszios
fiiggvény x-beli értékének képletére, 1 pont pedig arra, hogy a regresszios fiiggvény képletébe
irva kapjuk a regressziét. Az E(Y|X) jelolésnek valahogy meg kell jelennie a megoldasban, mert
ezt a regressziot kérdezzik a feladatban, de a g vagy az E(Y|X = z) jelolések lehet helyett
lehet barmi mas is, ami nem helytelen)

) = 1527 Lydy (az elézé 1épéssel dsszevonhato)
0 pont) = % 111952 “ydy

=y /2ole

(14+22)%2—(14x)?

2x
1 pont) = % =1+ 3z [két négyzet killonbsége — nem kell indoklés]
(avagy: az el6z6 pontndl 1év6 kifejezés = 1+4"”+4"”22;1’2””“2 = 32?4 222z = 1 + 3a).

Ha kijon barmilyen helyes képlet a primitiv fiiggvény alapjan, de nincs egyszertisitve, akkor az
utolsé pont nem jar, de addig OK.

Megjegyzés: Ez a képlet csak akkor érvényes, ha fy(x) > 0, de ezt nem kell odairni, mert a
regresszi6 szempontjabol az fx(x) = 0 eset érdektelen (mert E(Y|X) csak egy valésziniiséggel
egyértelmiien van definidlva). Ne vonjunk le még egy pontot, ha a (b)-ben mar levontunk azért,
mert nem mondja meg, hogy fx(z) mikor pozitiv.

(1 pont) Tehat E(Y|X) =1+ %X (ha bonyolultabb formédban megadott regressziés fiiggvénybe
helyettesiti X-et, az is OK).

2. (intuitivabb, kevesebb algebrai dtalakitdst, de cserébe némi dtletet és indokldst is igényld)
megoldds.

(3 pont) A feltételes stirtiségfiiggvény fenti képletébdl lathatd, hogy = € (0, 2) (avagy fx(z) > 0)
esetén X = x-et feltéve Y egyenletes eloszlasu az (1 + x,1 + 2x) intervallumon. (A feltételes
stirtiségfiiggvény konstans ott, ahol nem 0 — de ezt nem kell jobban indokolni, mert az egyenletes
eloszlas benne van a tablazatban. De a feltételes stirliség- vagy eloszlasfiiggvényre hivatkozni
kell. Pontatlan megfogalmazas esetén lehet részpontot adni.)

(1 pont) Egyenletes eloszlas varhaté értéke a vonatkozo6 intervallum koézéppontja (képlettel is
jo: (a + b)/2 az U(a;b) esetén),

(1 pont) ezért E(Y|X = z) = M2 — 1 4 35— g(2).

(1 pont) arra, hogy E(Y|X) = ¢g(X) (elég az egyik fajta jelolés, a g nem kotelezd, és ha jo az
E(Y|X = z), akkor utdna elég E(Y|X)-re a végeredményt megadni és akkor is jar ez a pont)
(1 pont) =1+ 2X.

2b. megoldds: mint a 2., de X = x elhagydsdval, kozvetlenil X -re feltételezve.

Itt azt kell mondani, hogy ha X értékét ismerjiik (és valahogy kidertil, akar a (b)-bél, hogy
csak az az eset relevans, amikor a (0,2) intervallumba estik), akkor ¥ ~ U(1 + X;1 + 2X).
Erre mér jar 4 pont, és utdna 3 pont arra, hogy emiatt E(Y|X) =1+ 3X, amibél 1 pont az
indoklas (intervallum kozepe/altalanos képlet stb.).

(d) (4 pont)

Annak a puszta kozlésére, hogy nem fiiggetlenek, nem jar pont. Teljesen rossz indoklassal sem
jar pont ra.

1. [ajdnlott] megoldds.

(2 pont) Ha X és Y fiiggetlenek, akkor E(Y|X) =E(Y).

(1 pont) Tehat nem lehetnek fiiggetlenek, mert ez itt nem teljestil,

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja, pl.: E(Y) egy konstans, — az értékét nem kell kisza-
molni — mig a kapott E(Y|X) =1+ 3X nem [egy val6szinfiséggel] konstans).

2. megoldas.

(2 pont) Ha X és Y fiiggetlenek, akkor fy|x(y|z) = fy(y) minden olyan esetben, amikor
fx(x) > 0 (ha csak az utébbi kitétel hidnyzik, azért ne vonjunk le pontot, viszont arra nem le-
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het hivatkozni, hogy azért nem fiiggetlenek, mert fx(z) = 0 esetén fy|x(y|z) is nulla és emiatt
nem egyezik meg fy (y)-nal).

(1 pont) Ez itt viszont nem teljestilhet,

(1 pont) mert... (valahogy megindokolja, pl.: fy|x(y|z) = 1/z jol lathatéan fiigg -t6l, nem kell
tul részletes indoklés).

3. megoldds.

(4 pont) Kiszamolja fy(y)-t (z szerint integrélja az egyiittes stirtiségfiggvényt) és mutat egy
olyan (x,y) part, amelyre fxy(z,y) # fx(z)fy(y). Ebben az esetben kell fy(y) képlete, vagy
legalabb annyi szamitas, ami megmutatja, hogy az egyenloség nem teljesiilhet.

4. megolddas.

(4 pont) A 3.-hoz hasonld, de stirtiségfiiggvények helyett eloszlasfiiggvényekkel: valamilyen (x, y)
pontot mutat, amire Fiyy(z,y) # Fx(z)Fy(y) (vagy a 2. megoldashoz hasonlot csinal felté-
teles eloszlasfiiggvénnyel). Ez lényegesen tobb szamolést igényel, viszont nem feltétleniil a 3.
megoldas szerint kapott stiriségfiiggvényeket kell integralni, pl. Fy(y) = P(Y < y) a folytonos
TVT segitségével is megkaphato, X-re valo feltételezéssel, a mar kiszamolt feltételes stirtiség-
figgvénnyel. Tovabba geometriai valoszintiségi mezos érveléssel egyszeriibben is megkaphaté
(rajzoljuk fel az {Y < y} eseményt).

5. megoldds.

(4 pont) Kiszamitja X és Y kovariancidjat és megallapitja, hogy az nem 0, ezért X és Y nem
lehet fiiggetlen. Itt az Otletre max. 1 pont jar és max. még 1 pont a kovariancia képletére és
E(XY) képletére folytonos esetben egyiitt, a tébbi ponthoz kell a szamolas.

6. * Legyen n € N és legyenek X7, ..., X, figgetlen, azonos eloszlast, U(—; ) eloszlasu valdszi-
nlségi valtozok, ahol ¥ > 0 egy ismeretlen paraméter.

(a) Az (Xq,...,X,) mintarogzitett (x1, ..., z,) realizici6ja esetén hatarozzuk meg a likelihood-
fuggvény Ly(zq,...,x,) értékét.

(b) Adjunk a minta alapjan maximum likelihood becslést 9J-ra.

Megoldas. Ez a példa nagyon hasonld a jegyzetkiegészitésben szereplo 14.2.10. Példahoz és a
honlapon kozzétett 2024.01.25-1 vizsga 6-os feladatahoz.

(a) (7 pont)

(341 pont) (Az egyenletes eloszlas tulajdonsagai miatt) az fy stiriiségfiggvény

& haze (-9,9)
— 2197 ) ) )
Jo() {0, Kitlénben.

(Az 1. sorban 1 pont a képletre, 1-1 a hatarokra, 1 pont a 2. sorra. Ha a —¢ vagy a ) pontot a
masik szakaszhoz sorolja, azért ne vonjunk le pontot, de ha nem sorolja be 6ket, akkor -1 pont
Ha a 9 konstans szorzdja (2) rossz, de minden més jo, akkor csak 1 pontot vonunk le.)

(3 pont) Igy a likelihood-fiiggvény (X, ..., X,,) barmely (zy,...,z,) realiziciéja esetén

L,g(xl,...,xn):H 1_[—19 20y
i=1 i=1

Ebbdl 1 pont az elso 1épésre, 1 a masodikra és 1 a harmadikra, viszont jo végeredmény esetén
az ut6bbi kettd 6sszevonhatd. Az is OK, ha valahol a (b)-ben irja 4t a produktumot hatvannya.
Megjegyzés: Nem muszaj odairni hogy ez a képlet akkor érvényes, ha minden z; a (—9,9) interval-

c sz

fontos, hogy az 55 képlet csak a (—9,9) intervallumon ervenyes.)

(b) (13 pont)

(3 pont) Az intervallum hosszat mindaddig csékkenthetjiik (és ezzel a likelihood-fiiggvényt no-
velhetjiik), amig az (x1,...,2,) az (Xy,..., X,) egy realizdcidja marad
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(arra az Otletre, hogy az intervallum hossza legyen minimélis, még ha nem is vildgos, hogy
milyen értelemben és hogyan kell ezt elérni, mar lehet adni 1 pontot. A realizaci6 tulajdonsig
emlitése helyett j6 az is, hogy ,amig az 6sszes z; a (—v;9) intervallumban marad”),

(2 pont) azaz amig

*

xp = max{zy,...,r,} <9

(Elég a maximumos és x} jelolések kozill az egyik. Itt az egyszertiség kedvéért a legvégéig a
rendezett mintds jelolést hasznaljuk, de végig j6 a maximumos értelemszertien. Ha <-vel irja,
az nem baj, hasonléan a késébbiekben is.)

(2 pont) ES

] =min{zy,...,z,} > —0.

Ha nem vildgos a megoldésbél az ,ES” kapcsolat, akkor az utébbi 4 pontbél max. 2 jar, kivéve
ha a megoldés késébbi része tisztazni tudja, hogy a hallgaté ,,ES”-re gondolt.

(2 pont) Igy a likelihood-fiiggvény éppen a hatiresetben lesz maximalis, amikor vagy xr, vagy
—x7 egyezik meg v¥-val,

(1 pont) gy, hogy a kettd koziill a masik a (—, 1) intervallum belsejébe essen (vagy szintén
pont a hatérra, ami 0 val6szintiséggel fordul eld, ezért nem kell megemliteni),

(1 pont) vagyis ha ¥ = max{—z7,z%}. (Szévegesen is jo.)

Ha megvan a jo végeredmény, akkor az utobbi 4 pontbol jar minimum 3 pont akar indoklds nélkiil
1s, €s csak azt kell indokolni, hogy a likelihood-fiigguény a vizsgalt hatdresetben lesz maximdlis
és ezért ezt az esetet vdlasztjuk.

(1 pont) Ezért az (x1,...,x,) realizdciéhoz tartozé maximum likelihood becsléstink

Vi(21,. .., x,) = max{z,, —z} = max{max{zy,...,z,}, —min{zy,...,2,}}

(elég az egyik fajta jelolés; artatlanabb szintaktikai hibaért ne vonjunk le pontot, csak silyo-
sabbért),
(1 pont) a maximum likelihood becsléstink pedig

U (X1, ..., Xp) = max{X,, — X} = max{max{X;,..., X,,}, —min{ Xy, ..., X, } }.

Megjegyzés: —x75 helyett végig lehet |z7|-ot irni. Ugyanis bar el6fordulhat, hogy x7 pozitiv, de
ilyen esetben az 6sszes x; pozitiv és x} > xf = |zf| > —a7, {gy max{|z]|, z}} = max{—z], 2’} =
xr, kilonben pedig —z% = |x}], vagyis bar —z7 nem ugyanaz a statisztika, mint ||, de a kapott
ML-becslés minden realizacié esetén ugyanaz a két esetben. Ugyanigy végiggondolhato, hogy
ha 2 helyett |z |-ot irunk, az nem véltoztat az ML-becslésen, mert ha x} < 0, akkor az Gsszes
x; negativ és —xi = |of| > |zk| > af, ezért max{—a7, x}} és a max{—=z7, |z} |} képlet is —zi-ot
adja. Ezeket a maximalis pontszamért nem kell végiggondolni. Elfajulé eset, amikor minden
mintaelem 0, de ez 0 valoszintiséggel fordul elo, akarmi is ¥ > 0, ezért ezzel nem kell foglalkozni
(és a kapott végeredmény ilyenkor is j6, csak a (—v;9) intervallum hosszat 0-val becstiljiik).

Tovabbi megjeqyzések a javitishoz:

e Ha a maximumot 6sszekeveri a minimummal vagy az el6jeleket rontja el, de konzisztensen csinalja, akkor
Osszesen 3-3 pont levonés.

o Ha arra hivatkozik, hogy ez ugyanaz, mint a jegyzetkiegészitésbeli példa, és ebbol kihozza —axj-ot vég-
eredménynek, akkor max. 4 pont. Ha arra, hogy ez ugyanaz, mint a tavalyi vizsgapélda és ebbdl kihozza
xk-ot végeredménynek, akkor max. 3 pont (vizsgafeladatra nem szabad hivatkozni).

e Ha a b)-ben log-likelihood-fliggvényes mddszerrel probalkozik, a log-likelihood-fiiggvény helyes levezeté-
séért 2 pont jar, 9 szerinti parcidlis derivaldsdara 2 pont. Annak megéllapitasira, hogy a derivaltnak sehol
nincs zérushelye ott, ahol (z1,...,z,) realizicid, jar 2 pont. Ez a 6 pont akkor is jar, ha nem vesz loga-
ritmust, hanem az eredeti likelihood-fiiggvényt derivalja (4 pont) és megallapitja, hogy nincs zérushely
(2 pont). Annak megéllapitdsira, hogy emiatt meg kell nézni a hatdrokat, jar 1 pont. Ezutdn attdl a
ponttdl kezdve, ahol ra kell jonni, hogy vagy x)-nak, vagy —xj-nak kell megegyeznie 1-val, pontozas a
fenti mintamegoldashoz hasonléan.



