Val6szinliségszamitds és statisztika 2025. januar 16.

Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az itmutat6é minden feladat (legalabb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutaténak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirasa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolodé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szereplé ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megolddsban valéban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az dtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan oOtletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszam. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tobb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljitk (akkor is, ha ez a pontszdm 0). Az utmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az ttmutatéban leirttél eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonando le a feladatokbdl. Ez aldl kivétel, ha az
elszamolas 1ényegesen egyszeriisiti vagy mddositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriltek, nem jar pont.

1. Valaszoljuk meg az aldbbi kérdéseket az eldadason elhangzott definiciok alapjan.

(a) Legyenek A, B események. Mikor mondjuk azt definicié szerint, hogy A és B fiiggetlenek?
(b) Mikor neveziink egy valészintiségi valtozét egyszertinek?

(¢) Legyen (X,Y) folytonos valészintiségi vektorvaltozd. Hogyan nevezziik és hogyan jeloljitk
azt a fiiggvényt, amelynek értékét az (z,y) pontban fx(x) # 0 esetén az

fX,Y<x7 Z/)

fx(z)

képlettel definialjuk, fx(z) = 0 esetén pedig definici6 szerint 0 az értéke?

(d) Legyen x € R. A (c) részfeladatban szerepld szitudciéban hogyan szamithatjuk ki fx(z)
értékét, ha fyy(x,y) értékét ismerjitk minden y € R esetén?

Megoldas.

a)

4 pont) Ha P(AN B) =P(A)P(B).

b)

3 pont) Ha értékkészlete véges/ha csak véges sok értéket vesz fel.

)

@]

pont) fy|x(y|z)-szel jeloljiik (nem kell odairni, hogy (z,y) — fy|x(y|x))
pont) és az Y-nak X-re vett (vagy X-re vonatkozd) feltételes stiriiségfliggvényének nevezziik.

)
5 pont) fx(z) = [Z5 fxy(x,y)dy.
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Megjegyzések javitoknak, részben hibds megolddsok értékelése.

(a)

Szovegesen is elfogadhatd, ha egyértelmii, hogy erre gondol.

Ha az A N B helyett mas jelolést hasznal, akkor abban az esetben lehet részpontot adni, ha
egyértelmii, hogy a metszetet akarja koriilirni, max. 3 pont. Ha uniét vagy arra utalé kifejezést
ir, akkor 0 pont!

Ha feltételes valdszintiségekkel akarja megadni a definiciét, akkor max. 2 pont, és abbdl is 1
pont arra jar, hogy odairja, hogy a feltétel valoszinliségének pozitivnak kell lennie.

(b)

A Ran(X) jelolés itt nem kotelezd az értékkészletre, és ha az egyetlen hiba az, hogy valahogy
rosszul jeloli, pl. Rany, de egyértelmiien erre utal, azért ne vonjunk le pontot.

Ha azt mondja, hogy maga a val. valtozd véges, akkor max. 1 pont.

()

Ha csak annyit ir, hogy Y feltételes stirtiségfiiggvénye, akkor az 5-bél max. 4 pont; ha csak
annyit ir, hogy feltételes stlirliségfiiggvény, akkor max. 3 pont.

A kovetkezo megjeqyzés kizdrolag a javitoknak szol, elolvasdsat még nem vizsgazott hallgatoknak
kifejezetten nem ajdnlom: Ha mas forrdsokban szerepld, de az eldadasrél/jegyzetbél nem ismert
jelolést haszndl, — ilyenek béven vannak, pl. fy|x(,y), fy|x=z(y|®), fy|x=z(z, y) — akkor a 3-bdl
max. 2 pont, és 2 csak akkor, ha ugy tlinik, hogy ez a jelolés valamilyen, egyetemi oktato altal
irott forrdasban tényleg szerepel és nincs benne egyéb szintaktikai hiba.

Ha Osszekeveri X és Y szerepét, akkor a 3-bol max. 1 pont, ami csak a tokéletes fx|y(x|y)
jelolés esetén jar.

(d)

Nem baj, ha nem irja oda, hogy , fx(x) =
Kisebb szintaktikai hibak esetén adhaté részpont.

Ha az integréalasi hatarok nem jok vagy hianyoznak, akkor max. 3 pont.

Ha x szerint integral vagy nem vilagos, hogy mi szerint integral, akkor egybdl 0 pont!

7

2. Legyenek X1, ..., Xjqo fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintiségi valtozok, amelyek stirtiségfiigg-
vénye
3.2
2x®, hal<ax<?2,
Ix 1 (IL‘ ) =17 4172
0, egyébként.

(a) Bizonyitsuk be, hogy fx, valéban stiriiségfiiggvény.

(b) Hatarozzuk meg X, varhaté értékét és szorasat.

(¢) Legyen X = X + ...+ Xjoo. Kozelitsiik alkalmas approximécioval a P(X > 160) valdszi-
niiséget. (A valdsziniiség pontos értékét nem kell meghatérozni.)
Pdtfeladat: Ha a (b)-t nem sikerilt megoldani, tegyiik fel, hogy E(X;) = 1,6100 és D(X;) =
1/4 és oldjuk meg a (c)-t igy.

Megoldas.

(a) (5 pont)

(1 pont) Ahhoz, hogy fy, slrtiségfiiggvény legyen, az kell, hogy nemnegativ legyen (ez itt elég
vildgos, nem kell részletezni, csak megemliteni)

(1 pont) és teljestiljon, hogy 1 = [0 fx, (x)dx

(1 pont) = [? 322dx (az elbzbvel Gsszevonhato, ha ezt jol irja)

(1 pont) = [ ]

(1 pont) = 2 — = = 1, tehét tényleg teljesiil. (Ha j6l megadja a primitiv figgvényt, akkor itt

mar elég a Vegeredmeny Ha kihozza, hogy az eredmény 1, nem baj, ha nem kommentalja.)
(b) (8 pont)
(1 pont) E(X,) = [ zfx, (z)dx = [} %dx (itt csak 1 pont jar a két alakra egytitt, ezért ha
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a kett6bdl legalabb az egyik megvan helyesen, az elég)

(1 pont) = [5g2]}
(1 pont) = 35 — & = 22(~ 1,6071) (pontozds az el6z8 integralhoz hasonléan, elég csak kdzon-

séges vagy csak tizedes tort alakban is).

(1 pont) D(X;) = \/E(Xf) — E(X7)? (itt arra, hogy a szérds a szérasnégyzet gyoke, nem jar
kiilén pont, mert elég hosszt a feladat és sok mindenre kell pontot adni; erre és a D*(X;) kép-
letére csak egyiitt jar pont).

(1 pont) E(X?) = [ 22 fx, (z)dx = [} gdx (pontozas E(X;)-éhez hasonl6an)

(1 pont) = [Za”]}

(1 pont) = 22 — 2 = $3(~ 2,6571) (pontozés az E(X;) kiszdmitdsdnak utolsé 1épéséhez hason-
16an).
(1 pont) Tehat D(X1) = /3 — (53)*(~ /0,0742) ~ 0,2725.

(Ha mér kordbban megadta E(X;) és E(X?) értékét és D(X) dltaldnos képletét, akkor itt elég
a végeredmény, de kell a numerikus értéke is. Az is OK, ha az altalanos képletet csak E(X)? és
E(X?%) konkrét értékeivel hasznélja, feltéve, hogy azonosithatd, hogy ezt a képletet alkalmazza.)

(c) (7 pont)
Megolddas a (b)-ben kapott, négy értékes jegyre kerekitett numerikus értékekkel dolgozva:
(141 pont) Sztenderdizalunk (ezt nem kell szovegesen odairni):

X —100E(X,) _ 160 — 100E(X;) _ ( X —160,71 160 — 160,71 )

> >
V100 D(X;) V100 D(X;) V100 -0,2725 ~ /100 - 0,2725
\_\/_J
~—02606

P(X > 160) = P(

(ha a mésodik képlet helyes és vilagos modon az elsébél szarmazik, akkor a két 1épés dsszevon-
hat6 pontlevonds nélkiil),

(1 pont) ami a centralis hatdreloszlas-tétel (elég: CHT) miatt (De Moivre-Laplace itt nem jo!)
(1 pont) kézelitéleg P(Y > —0,2606), ahol Y ~ N(0;1).

(1 pont) P(Y > —0,2606) = P(Y < 0,2606) (ugyanez kifejezhet$ ®-értékekkel is, de nem kéte-
lez0)

(1 pont) =~ P(Y < 0,26) = ®(0,26) (itt sem kotelez6 a @ jelolés)

(1 pont) ~ 0,6026.

A (b)-ben kiszamolt momentumok pontos értékeivel szamolva kapott megolddsrol:

160— 4500
V100 %_8(3%)2
kell kiolvasni a normalis eloszlas tablazatbol, mint a kerekitett értékekkel szamolva.
A potmegolddsrol:

Ebben az esetben a standardizalas utan a jobb oldalon

~ —0,2621, tehat két tizedesjegyre valo kerekités utan ugyanazt az eredményt

160—161
10-025
P(Y < 0,4) ~ 0,6554. Pontozéas ezeket az adatokat figyelembe véve ugyanigy, mint az els

megoldas esetén.

Ha (c)-ben a pétmegoldassal szamol, akkor a (b)-re és (c)-re egytitt max. 13 pont, akkor is, ha
a (b)-ben esetleg jol kiszdmolta a varhat6 értéket és szorast, csak nem mert azokkal szamolni.
De ha a rendes megoldést és a pétmegoldast is jol megadja, akkor nem kell pontot levonni.

= —0,4 all, igy a végeredmény

3. Legyen X ésY két fiiggetlen és a (0; 1) intervallumon egyenletes eloszlasi val6szintiségi valtozo,
valamint U = X +Y és V = XY

(a) Hatérozzuk meg az U és V valdsziniliségi valtozok kovariancidjat és a varhato értékeiket,
valamint U szorasnégyzetét.
Segitség: A feladat integralds nélkiil is megoldhaté (a tanult azonossidgok hasznélatéval).

(b) Mi V regressziés egyenese U-ra?
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Megoldas.

(a) (15 pont)

Az azonossagok megnevezésére itt nem jar kilon pont. Elég, ha részletesen megmutatja, hogy
hogyan hasznalja Oket.

(0 pont) cov(U,V) = cov(X + Y, XY)

(1 pont) cov(X, XY) + cov(Y, XY).

(1 pont) cov(X, XY) = E(X?Y) — E(X)E(XY). (Ez a pont csak akkor jir, ha a kovariancia
altaldnos képletét egy konkrét relevans helyzetben alkalmazza.)

(1 pont) E(X?Y) = E(X?)E(Y),

(1 pont) mert fiiggetlenek.

(Nem kell részletezni, hogy ha X és Y fiiggetlenek, akkor X2 és Y is azok, és elég Osszesen
egyszer hivatkozni arra, hogy fiiggetlenség esetén a szorzat varhatd értéke a varhatd értékek

szorzata).

(1 pont) E(Y) = % = % (elég a végeredmény)

(1 pont) és E(X?) = D*(X) + E(X)?

(141 pont) = % + i = % (1 pont 2aurrab, ha valahol — a megoldas soran barhol — megjelenik,
hogy D*(X) = D*(Y) = &5(= (IIS) ), indoklas nélkiil is; sét elég, ha az egyik jelenik meg és

a masikat csak magyarazat nélkiil irja oda; és 1 pont a végeredményre, a szamolast nem kell
nagyon részletezni).

(1 pont) E(XY) =E(X)E(Y) = ; (ha megvan a szorzatra bontés, akkor mér jér az 1 pont, és
ha jol csindlja, akkor nem kell 1nd0koln1 hogy E(Y) E(X) [mert X és Y azonos eloszldstak]).
(1 pont) Tehat cov(X, XY) = g-g—%-i =+ —+ =12 = .. (Ha minden kordbbi részeredmény
jo és a cov(X, XY) = E(X?Y) — E(X)E(XY) képlet is megvan, akkor elég a végeredmény is.)
(1 pont) A szimmeria miatt cov(Y, XY) = cov(X, XY) = .. (Indoklés nélkiil is OK.)

(0 pont) Tehdt cov(U, V) = 5
(0 pont) D*(U) = D*(X +Y)
(1 pont) = D*(X) + D*(Y)

(0 pont) = &5 + -5 = & (itt méar nem jar pont a szordsnégyzetek értékére, mert kordbban mar
adtunk ra),

(1 pont) mert fiiggetlenek.

(1 pont) E(U) = B(X) + E(Y)

(1 pont) =1 4+ 1 =1 (itt is elég a végeredmény).

(0 pont) ( ) = E(X)E(Y) = 1, ahogy mar kiszdmoltuk. (Erre a feladat sordn egyszer jar 1
pont és a varhaté érték szorzatra bomléséara is dsszesen egyszer.)

Osszefoglalva a végeredmények: cov(U, V) = 5, D*(U) = §, E(U) =1, E(V) = 1.

Jé gy is, ha azt frja, hogy D*(X +Y) = D*(X)+D*(Y) +2cov(X,Y), és uténa veszi észre, hogy
a fliggetlenség miatt a kovariancia 0. Ekkor a fiiggetlenségre jaré pont az utobbi észrevételre
jar.

Természetesen nem tilos a feladatot integralassal megoldani, ekkor a kovariancia kiszamitasa-
hoz kell X és Y egyiittes stirliségfiiggvénye, és ennek szorzat alakjat is indokolni kell. Lehet
egyes részfeladatokban is integralni, ha nem megy masként, példdul ha E(X?)-et nem tudja a
szorasnégyzet segitségével meghatarozni, de integralassal igen.

(b) (5 pont)

(1 pont) A linedris regresszié képletében szerepld mennyiségek: 5 = <YV

D*(U)

1

(1 pont) = & = % (itt mar elég a végeredmény, ha kordbban megvolt minden sziikséges
6

részletszamitas)

(1 pont) és a = ( ) — BE(U)

(1 pont) =1 — 1.1 =—7 (az el6z6héz hasonléan).

(1 pont) Tehat a regressmos egyenes {(z,y) e R*: y = Lz — 1}
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Ha nem az egyenest adja meg, hanem csak a X + « linearis regressziot, akkor az utolsé pont
nem jar.

Ha az egyenes helyes altaldnos képletét (Sx + a-val) adja meg, akkor jar, még ha a szdmszer(i
értékeket nem is sikeriilt meghatarozni.

A B és a jelolések nem kotelezbek, lehet helyettiik méas betiiket is hasznalni, és semmilyen betiit
nem kell hasznalni, ha anélkiil is azonosithaté, hogy melyik mennyiség honnan szarmazik.

4. Feldobunk egy szabalyos kockat, majd egy szabalyos érmét annyiszor, amennyit a kocka mutat.
Jelolje Y a dobott fejek szamat és X a kockadobas értékét.

(a) Vérhatéan hany fejet dobunk, feltéve, hogy a kocka 3-at mutat (és miért)?
(b) Mennyi E(Y|X)?
(¢) Hatarozzuk meg Y varhaté értékét.

)

(d) Léassuk be, hogy X és Y nem fiiggetlenek.

A részfeladatokat tetszdleges sorrendben megoldhatjuk.

Megoldas.

(a) (4 pont)

(1 pont) Varhatéan 3/2 = 1,5 fejet dobunk, ha a kocka 3-at mutat (ez az 1 pont indoklas nélkiil
is jar).

(3 pont) Megindokolja rendesen, hogy miért igaz, hogy E(Y|X = 3) = % (ehhez nem kotelezo
a feltételes varhato értékes jelolést hasznalni), ilyen esetben jar az el6zé 1 pont is.

Példaul: ha tudjuk, hogy a kocka 3-at mutat, akkor a fejek szama binomialis eloszlasti n = 3
és p = 1/2 paraméterrel, és nekiink éppen ennek a varhat6 értéke kell, ami %

Ugyanez indikatorok osszegével kifejezve: ha tudjuk, hogy a kocka 3-at mutat, minden dobas
1/2 valészintiséggel lesz fej (tehat egy dobasbdl varhaté értékben 1/2 fej lesz), igy a varhatéd
érték linearitasa miatt a fejek varhat6 szama 3/2. Ha itt a linearitdsra nem hivatkozik és nem
ir le olyan képletet sem, ami erre utalna, akkor a 3 pontbdl max. 2 pont.

Ha csak annyi indoklast ir, hogy atlagosan/varhat6 értékben a dobésok fele lesz fej, akkor te-
kintsiik gy, hogy az utébbi megoldast probalja leirni és adjunk ra 2 pontot a 3-bol. Ha csak
annyit ir, hogy minden dobds 1/2 valdszintiséggel fej és ebbdl kovetkezik az eredmény, akkor 1
pontot adjunk a 3-bol.

(b) (4 pont)

(1 pont) Ha a kocka k-t mutat (ahol k£ € {1,...,6}), akkor varhat6éan k/2 fejet dobunk. (Nem
kell indokolni, ugyantgy kovetkezik, mint az (a)-ban.)

(1 pont) Ez azt jelenti, hogy E(Y|X = k) = g ilyen k esetén. (Ha ez megvan, akkor jar az el6z6
1 pont is. Ha megnevezi, hogy ez regressziés fiiggvény, elég g(k)-val jelolni.)

(1 pont) E(Y|X)-et (definicié szerint) ugy kapjuk, hogy a k — g(k) = E(Y|X = k) regresszios
figgvénybe X-et frunk.

(1 pont) Tehat E(Y|X) = &. Ez az el6z8 1épéssel Gsszevonhaté abban az esetben, ha a (b) elsé
2 pontjabdl legaldbb egyet megszerzett, kiilonben a 3. pont nem jar.

(c) (7 pont)

(2 pont) A teljes varhat6 érték tétele szerint (szintén OK: TVET, toronyszabély. Ha TVT-t ir,
akkor 0 pont, kivéve, ha utdna mégis megjelenik a jé képlet, mert akkor 1 pont)

(2 pont) E(Y) = E(E(Y|X)) = E(g9(X)) (elég a hdrom koziil az egyik jelolés, és ha mér ko-
rabban expliciten szerepelt, hogy g(k) = k/2, akkor E(X/2) vagy E(X)/2 is elég; egyébként
E(X/2) vagy E(X)/2 esetén csak 1 pont jar)

1. megoldds:

(1 pont) = Yp_; 5P(X = k) (ez a pont akkor is jér, ha £ helyett csak g(k)-val szerepel a
képlet)

(1 pont) = §35_, & (tgy is j6, hogy § - 1H25==40 )
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(1 pont) = Z = 1,75 (elég az egyik alak és részletszamitdsok sem kellenek).
2. megoldds:

(1 pont) = E(X)/2 (ha ez az alak megvan, akkor jar az eléz6 2 pont is).

(2 pont) Kockadobds varhat6 értéke E(X) = 3,5 = I (ezt elég kozolni, nem kell djra kiszdmol-
ni), tehdt E(Y) = £ = 1,75 (megint elég az egyik alak).

(d) (5 pont)

1. megoldds: a fiiggetlenség definicioja alapjdn.

Megad egy olyan (k, ¢) part, amelyre P(X =k, Y =/) #P(X =k)P(Y ={).

Itt 1 pont jar arra, ha egyértelmiien ezt akarja csindlni, 1 pont arra, ha jé part (k, () vélaszt,
és 1-1 pont a harom valdszintiség értékére, ezekhez nem kell indoklas. A legegyszeriibb olyan
példat valasztani, ahol a jobb oldalon az egyik tényezo6 0, ekkor a masik tényezo értékét nem is
kell meghatarozni és arra is jar az 1 pont. Példaul ha ¢ > k (t6bb fejet dobunk, mint ahanyat
a kockaval dobtunk, azaz ahany érmével dobunk), akkor mindig ez a helyzet.

Ugyanez a fajta megoldas feltételes valdsziniiségekkel és egyiittes/margindlis eloszlasfiiggvé-
nyekkel kifejezve is OK.

2. megoldas: a regresszio tulajdonsdgai alapjdin.

(2 pont) Ha X és Y fiiggetlenek lennének, akkor E(Y'|X) = E(Y) teljestilne.

(3 pont) Ez viszont itt nem teljesiil, mert E(Y') egy konstans, mig E(Y|X) = X/2 [elég az egyik
alak] nem (1 valdszintiséggel) konstans. Vagy: mert E(Y') = 1,75 a (c) alapjén, és E(Y|X) = X/2
nem (1 valésziniiséggel) ezzel az értékkel egyenld.

5. 7 darab, a BME campusén é16 iddsebb nyarfa magassagat megmértiik és (méterben mérve) az
alabbi eredményeket kaptuk:

1 = 23,1 To = 21,5 T3 = 22,0 Ty = 22,8 T5 = 2].,2 T = 20,9 7 = 2275

Egy kertészeti szakkonyv szerint az idosebb nyarfak magassaga jo kozelitéssel normaélis eloszlast,
1 méter szoérassal. Ezt az allitast elfogadva

(a) adjunk 0,98 szintl konfidenciaintervallumot a minta alapjan a mintaelemek varhato érté-
kére,

(b) dontsiik el & = 0,04 terjedelmii prébéaval, hogy eléri-e a mintaelemek varhaté értéke a 225
métert. Adjuk meg Hy-t, Hi-et, a probastatisztika értékét, azt, hogy mi alapjan dontink,
és magat a dontést is.

(c) Hatarozzuk meg a minta empirikus medianjat.

Megoldds. (a) (8 pont)

(1 pont) arra, hogy az ismert széras esetére vonatkozé (avagy u-kvantilises, u-prébandl szereplé
stb.) konfidenciaintervallum képlete kell. Ha j6 képletet hasznal, akkor nem baj, ha ezt nem
irja oda.

(1 pont) n = 7 (ez a mintaelemszam),

(1 pont) 77 = 1 -7, ; = 22 (csak 1 pont jar rd, ezért OK indoklds nélkill is, 7, jeloléssel is
.]6)7

(1 pont) 0 =1 (ez a mintaelemek szérasanak felel meg, de ezt nem kell odairni. Ha viszont azt
allitja, hogy o a szérasnégyzet, akkor nem jar a pont)

(1 pont) a sziikséges u-kvantilis pedig u. /o = ugpr = ®7(0,99) (az € jelolés nem kell, és elég ha
az ut6bbi két alakbdl az egyik szerepel, de deriiljon ki, hogy e-nak itt 002 felel meg)

(1 pont) = 2,33.

(141 pont) A képletbe behelyettesitve a konfidenciaintervallum:

1283 ) 1233
VT V7

— OUg/2 ___
T — — T+

Jn

OUg/2

= [21,1193, 22 .
7 21,1193, 22,8807

_ [22_
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Az éltalanos képletre itt nem jar pont. 1 pont arra, hogy behelyettesiti a képletbe a kapott
értékeket, és 1 pont a numerikus végeredményre. Ha mar mindent kiszamolt és utana csak a
numerikus végeredményt adja meg, akkor ne vonjunk le pontot.

Megjegyzés: ha a Wﬁo pontos értékkel szamolunk, akkor is ez az eredmény jon ki 4 tizedesjegyre

kerekitve.

Javitoknak: Ha a t-probas konfidenciaintervallum képletét akarja hasznélni, akkor max. 7 pont.
Ebbdl a 7 pontbdl 3 jar a korrigalt empirikus szérasnégyzet kiszamolasara (az eléz6 vizsga 5-0s
feladatahoz hasonl6an), és a kvantilisre jar6 pont csak akkor jar, ha a szabadsagi fok (n—1 = 6)
is helyes. Igy a mintamegoldésban a o értékére jaré ponton kiviil megszerezhets 7 pontbél a
korrigalt empirikus szords nélkiil maximum 4 pont jar, tovabbi hibak esetén ebbdl vonunk le,
és ha 0 pontra csokken az Gsszpontszam, akkor az (a)-ra 0 pont és nem kell az (a) javitdsat
folytatni.

Ha a jo képletet akarja hasznalni, de azt hiszi, hogy o a korrigdlt empirikus szérast jeloli,
akkor s? kiszamolasara nem jar pont, a tobbi 7 pont megszerezhetdé. Ha az ismeretlen szorasos
képletet akarja hasznalni és s; helyére beirja o értékét, akkor a fentiek szerint max. 4 pont.

(b) (9 pont)

(1 pont) A feladat szovege alapjan (nem kell indokolni) az alternativa Hy: p > 22,5 vs. Hy: p <
22,5 (ahol p jeloli a mintaelemek varhaté értékét — ezt sem kell odairni).

(1 pont) Tehdat ez egy egyoldali, egymintas préba (ha ezt nem irja oda, de ennek megfelels
képlettel szamol, akkor ezt az 1 pontot meg lehet adni),

(1 pont) és mivel o ismert, ezért u-préba kell. (Ha ezt nem irja oda, a pontot abban az esetben
lehet megadni, ha a kés6bbiekben egyértelmi, hogy u-probaval szamol és vilagos, hogy tudja,
hogy mi o.)

(141 pont) A probastatisztika értéke u(= u(z1,...,x7)) = 280\ /n = 22225./7 = %ﬁ ~
—1,3229.

Itt 1 pont jar arra, hogy a helyes altalanos képletet értelmesen hasznalja a mar kiszamolt
mennyiségekkel, ideértve, hogy tudja, hogy o a Hy szerinti varhaté értéket jelenti. Elég, ha
konkrét szamokkal szerepel a képlet, ha azonosithatd, hogy jo képletet hasznal. 1 pont pedig a
helyes numerikus végeredményre jar, részletszamitasok nem kellenek.

(1 pont) Hy-t akkor fogadjuk (nem utasitjuk) el, ha v > —u. = —ugpa

(1 pont) = —®~1(1 —0,04) = —®71(0,96) (ez az el6zbvel dsszevonhatd, ha helyesen szerepel)
(1 pont) =~ —1,75. (Ha j6 eredményt olvas ki a tablazatbdl, akkor elég az u./» vagy ugps jelélés,
nem kell ®~'-zel kifejezni.)

(1 pont) Tehat Hy-t elfogadjuk/nem utasitjuk el (vagyis azt mondjuk, hogy a nyarfik magas-
sdganak varhaté értéke eléri a 225 métert — de itt nem kell szoveges magyardzat).

Pontozds hibds alternativdk/probatipusok esetén: Ha kétoldali u-probat hajt végre Ho: p =
225 vs.Hy: pu # 22,5 alternativaval, az nem felel meg a feladatnak, hibatlan végrehajtas esetén
max. 7 pont. Ha egyoldali u-probat hajt végre, de Hy: p < 22,5 vs. Hy: p > 22,5 alternativa-
val, az még kevésbé logikus, max. 8 pont.

Ha az alternativa j6, de erre (egyoldali, egymintds) t-prébat alkalmaz, akkor max. 7 pont. Az
ismert vs. ismeretlen szérds miatt ugyan csak egy pontot kellene levonni, de ¢4 op4 nincs a tabla-
zatban, és ennek fel kellene tiinnie. Hasonlbéan, ha kétoldali t-probat hajt végre, akkor nemcsak
a szorassal és az alternativaval van probléma, hanem azzal is, hogy ?fop2 nincs a tabldzatban,
ekkor max. 5 pont. Végiil ha egyoldali t-probat hajt végre a Hy: p < 22,5 vs. Hy: > 22,5
alternativara, akkor is fennallnak ugyanezek a problémaék és az alternativa még kevésbé logikus,
max. 4 pont.

Altaldban induljunk ki a hallgaté altal megadott alternativabol és a megoldds tovabbi részei-
nek helyességét az alapjan itéljiik meg, hogy az alternativanak megfelel-e. Ha nem egyértelmii
az sem, hogy mi az alternativa, akkor legfeljebb arra jarnak részletpontok, hogy a tablazat-
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ban/képletekben szerepld egyes kifejezéseket az adott szituadciéban értelmezi és behelyettesi-
ti/kiolvassa.

(c) (3 pont)

(1 pont) Pératlan mintaelemszam esetén

(1 pont) az empirikus medidn a mintdnak a nagysdg szerinti (névekvé/csokkend) sorrendben a
kozépso eleme,

(1 pont) ami itt 22,0. (Ha odairja, hogy ez x3, az nem baj, mert nincsenek egyenlé mintaelemek,
de kell a szamszert érték is).

Ha csak a helyes eredményt kozli, 1 pont. Természetesen jo rendezett mintas jeloléssel is, de
akkor is hivatkozni kell arra, hogy a mintaelemszam paratlan. Ha a masodik pont nem jar,
akkor az els6 sem.

6. * N > 2 ember felirja a nevét egy-egy cetlire és ezeket egy kalapba rakjak, majd mindenki
véletlenszertien hiiz egy cetlit a kalapbdl (visszatevés nélkiil).

(a) Az N ember kozott szerepel Anna és Béla. Mi a valdszintisége, hogy ¢k ketten egymaés
nevét huzzak?

(b) Mi a varhato értéke a transzpoziciok szamanak, azaz azon parok szaméanak, akik egymas
nevét huzzak?

Megoldds.

(a) (6 pont)

(1 pont) Az eseménytér modellezheté az N név/elem (vagy az {1,..., N} halmaz) permutaci-
6inak/sorbarendezéseinek halmazaval,

(1 pont) a val6szinliségi mez6 pedig klasszikus (vagy: kedvez6 esetek szdma/osszes eset szama
képlettel lehet szamolni).

Az elsé pontért nem muszaj a permutdciokra hivatkozni, ha késébb kidertl a megoldasbdl,
hogy az Osszes eset szama N!. A masodik pontért viszont kell, hogy legyen legalabb annyi a
megoldasban, hogy ,kedvez6/6sszes” vagy ,klasszikus val6szintiség(i mez6)”, még akkor is, ha
lathatoan igy szamol.

(1 pont) A kedvez$ esetek azok, ahol Anna és Béla egymds nevét hizzak, ekkor a maradék
N — 2 ember koziil mindenki e koziil az N — 2 ember kozil hizza ki valakinek a nevét.

(1 pont) Igy tehat (N —2)! a kedvezé esetek szama (mivel ha tudjuk, hogy Anna és Béla egymaés
nevét huztak, akkor a tobbi ember hiizasai egyértelmiien meghatarozzak a kimenetelt — ezt nem
kell leirni).

Ha ez szerepel helyesen és legalabb valami miniméalis indoklast probal ra adni, — ha nem is
olyan részletesen, mint ami itt a mintamegoldasban az el6z6 pontnal szerepelt — akkor jar az
el6z6 pont is.

(1 pont) Az Gsszes lehetséges kimenetel szama N/,

(N=2)! (N=2)! 1

NI T (N-2)(N-DN — N(N-1)°

(Ha egyértelmii, hogy kedvez6/osszes képlettel szamol, akkor elég a végeredmény. A végered-

ményt elébb-utébb egyszertisiteni kell, de elég a (b)-ben megtenni ezt.)

(1 pont) igy a keresett valosziniiség

(b) (14 pont)

(0 pont) A transzpozicidk szamat jelolje X, ekkor E(X)-et kell meghatarozni.

(3 pont) Egy tetszbleges {i,j} péarra, ahol 1 < i < N és 1 < j < N ési # j (elég, ha
az szerepel, hogy i # j), vezessik be az X;; = 1y és j transzporiciét alkot} valészintiségi vélto-
z6t /indikatorvéltozot.

Més szavakkal megfogalmazva (elég az egyik megfogalmazas): legyen X, ; = 1, ha i és j transz-
poziciot alkot és X; ; = 0 egyébként.

VAGY: az X; ;-ket tekintsiik csak 1 < ¢ < j < N esetén.
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VAGY: X ;-k helyett Xy; j1-ket vezesstink be, ahol 1 <i < Nés1<j< Nési#j (és nyilvan
{i,3} = {.1})-

(2 pont) Ekkor X = 3¢ 4. 1<icni<j<n Xiyj, VAGY: X =3, ion Xij

(VAGY: X = Do{ij}: 1<i<N,1<j<N X{ij}; €zt a fajta megolddst a tovdbbiakban nem részletezem,
mert majdnem ugyanaz, mint az elsé.)

(1 pont) A varhaté érték linearitdsa miatt (képlettel is kifejezhetd, elég az egyszerti val. valto-
zOkra vonatkozo verzidjara hivatkozni, de nem elég a konkrét esetre felirni)

(2 pont) E(X) az 0sszes E(X; ;) Osszegével egyezik meg (képlettel is jo persze).

(1 pont) (g’) = N(]\;_l), a feltételeknek megfelel6 {i, 5} par van.

(Ezt itt nem kell jobban indokolni. Ha az 1 < i < j < N alaki (7, j) rendezett parokat nézziik,
akkor ezeknek a szama pontosan az N elem ismétlés nélkiili kombinaciéinak szama, ami (1;/ )
Ha pedig az {i, j} alaki parokat szamlaljuk le, ahol i és j is 1 és N kozott lehet és killonbozoek,
akkor az N elem maéasodosztalyt, ismétlés nélkiili variacidinak szaméat kell 2-vel osztani, mert
{i,7} és {j, i} mindig megegyezik egyméssal, ez tehat N(N U pér. )

(2 pont) Az (a) feladat alapjan barmely két elem W Valoszmuséggel alkot transzpoziciot.
(Ha csak annyit ir, hogy ez az Annabdl és Bélabol allé parra igaz, arra 1 pont jar a 2-b6l. Nem
kell hivatkozni a szimmetridra/azonos eloszlasra.)

(2 pont) Ez alapjan E(X; ;) = m minden vizsgalt 4, j esetén, mert indikatorvaltozd vér-
hat6 értéke az indikdtornak megfeleld esemény val6szintisége. (1 pont az indoklasra, 1 pont az
eredményre. Természetesen jo gy is, hogy a varhatd érték definicidja szerint kiszdmolja X ;
varhato értékét, ezt nem kell nagyon részletezni, de 1 pontért legyen ott az altalanos képlet
vagy annak a konkrét esetre vonatkozo alakja, a 0-t el lehet hagyni, a masik pont az eredményre
jar.)

(1 pont) Tehdt E(X) = w ™ oL 17 = 3 @ keresett varhato érték. (Ha minden részeredmény
megvolt mar, akkor elég a végeredmény, de az legyen kiegyszertisitve: 1/2 vagy 0,5.)

Ha kovetkezetesen rendezett parokkal szamol, akkor a (b)-re max. 12 pont. (A rendezett parok
szama éppen az ismétlés nélkili varidciok szdma, azaz N(N — 1).)



