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Vizsgadolgozat
Megoldas

Tanszéki altalanos alapelvek A pontozasi itmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen
értékeljék. Ezért az ttmutatd minden feladat (legaldbb egy lehetséges) megolddsanak f6bb gondolatait, és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az atmutatéonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak
részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszdmot éré megoldas vazlatanak tekinthetok.

Az itmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldénak, ha a kapcsolddé gondolat
egy attekinthetd, vildgosan leirt és megindokolt megoldds egy 1épéseként szerepel a dolgozatban. Igy példaul
az anyagban szerepld ismeretek, definicidk, tételek puszta leirdsa azok alkalmazéasa nélkiill nem ér pontot
(még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban val6ban szerephez jut). Annak mérlege-
lése, hogy az Gtmutatéban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldénak (részben vagy
egészében) jar-e, teljes mértékben a javité hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldésért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolatmenet
alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphaté. Ha egy megold6 egy feladatra tobb,
egymastol 1ényegesen kiilonb6z6 megoldast is elkezd, akkor legfeljebb az egyikre adhaté pontszdm. Ha mind-
egyik leirt megoldas vagy megoldasrészlet helyes vagy helyessé kiegészitheto, akkor a legtébb részpontot éré
megoldaskezdeményt értékeljiik. Ha azonban tébb megoldési kisérlet kozott van helyes és (1ényeges) hibat
tartalmazo is, tovabbé a dolgozatbdl nem deriil ki, hogy a megoldé melyiket tartotta helyesnek, akkor a ke-
vesebb pontot éré megoldaskezdeményt értékeljiik (akkor is, ha ez a pontszam 0). Az Gtmutatéban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Utmutatéban leirttdl eltérd jo megoldas természete-
sen maximalis pontot ér.

Aritmetikai hiba esetén elszamoldsonként 1-1 pont vonando le a feladatokbdl. Ez alél kivétel, ha az
elszamolas l1ényegesen egyszerisiti vagy modositja a feladat felépitését. Ilyen esetekben azon feladatrészekért,
amik az elszamolas okan fel sem meriiltek, nem jar pont.

1. Legyen X és Y két valoszintliségi valtozd pozitiv és véges szorassal.

(a) Hogyan jeloljik X és Y korreldcidjat és hogyan definidljuk ezt a korrelaciot X és Y
kovariancidja és szorasai segitségével?

(b) Amennyiben X és Y fiiggetlenek, milyen 6sszefiiggés all fenn ezen két valdszintiségi valtozd
szorasnégyzetei és az Osszeglk szorasnégyzete kozott?

Megjegyzés: A szérasra, szérasnégyzetre és kovarianciara hasznalhatjuk az eldadasrdl ismert
jeloléseket, ezen jeloléseket és a szoras(négyzet) és kovariancia jelentését nem kell megmagya-
razni. A (b) részben a leheté legegyszeriibb helyes képletet adjuk meg.
Megoldas.
(a)
(3 pont) Jelolés: corr(X,Y)
_ cov(X,Y)
(7 pont) = pxipEyy-
(b)
(

10 pont) D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y).

Pontozdsi instrukciok:

(a)

Ha valahogy szévegesen megfogalmazza a képletet, az is jo, ilyen esetben nem kellenek a cov
és D jelolések. De ha a széras helyett a szorasnégyzet gyokét irja oda, akkor max. 5 pont, mert
a kérdésben szoras volt. Ha nem az el6adason szerepld, de értelmes jelolést hasznél, példaul
Var vagy o, akkor max. 4 pont, attél fiiggéen, hogy szemantikailag és szintaktikailag mennyire
értelmes, amit ir.

Ha nem j6 a képlet, de a cov(X,Y) jelolése jo, arra jar max. 1 pont, és a D(X) vagy D(Y)
jelolésre (elég az egyik) is jar max. 1 pont.
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(b)

A megoldas szovegesen is elfogadhatd, pl. X és Y Osszegének szorasnégyzete X és Y szoras-
négyzeteinek osszege. Ha valahogy tgy fogalmazza meg, hogy X és Y koziil nem szerepel benne
mindketto, akkor max. 9 pont.

Ha odairja a +2cov(X,Y’) tagot is, akkor max. 8 pont.

Kisebb szintaktikai hibak, nyilvanvaléan csak sajtéhibanak szamité elirdasok esetén lehet rész-
pontot adni. Ha kihagyja a bal oldalt, akkor max. 6 pont. Ha kihagyja a jobb oldalt, akkor 0
pont (+ lasd a kovetkezd sort).

Ha nem j6 a képlet, de a szérasnégyzet jelolése helyes (nem csak annyi, hogy D? hanem
D?(X),D*(Y),D*(X +Y) koziil legaldbb az egyik ott van), arra jar max. 1 pont.

2. Pista a sarki péknél minden reggel egymastdl fiiggetlentil 1/3 valdsziniiséggel sés kiflit vasarol,
amely 150 forintba kertil, 1/3 valdsziniiséggel pogdcsat, amely 300 forintba, és 1/3 valészinti-
séggel kakaos csigat, amely 450 forintba keriil. Minden reggel pontosan egy pékarut vasarol. 40
egymast koveté napon at megvizsgaljuk, hogy Pista mennyit kolt az egyes reggeleken a péknél,
jelolje X; azt, hogy hany forintot kolt Pista az i-edik reggelen, ahol i =1, ... 40.

(a) Hatdrozzuk meg X, varhat6 értékét és szordsat.

(b) Jelolje X a Pista dltal a péknél a 40 nap alatt elkoltott pénz Osszegét. Kozelitsiik alkalmas
approximécioval a P(X > 12 500) valdsziniiséget. (A valészintiség pontos értékét nem kell
meghatérozni.)

Megolddas.

(a) (8 pont)

(141 pont) E(X7) = 5(150+300+450) = 300 (1 pont a szémoldsra, ahol elég csak az altaldnos
vagy csak a konkrét képlet, de ha hianyzik az altalanos képlet és rossz a behelyettesités, akkor
ez az 1 pont nem jar; 1 pont a végeredményre).

(1+1 pont) D(X1) = /D*(X;) = /E(X?) — E(X1)? (a két 16pés Gsszevonhato),

(1+1 pont) ahol E(X7) = $(150% 4 300% 4 450?) = 105 000 (pontozés az els¢ momentumhoz
hasonléan),

(141 pont) tehat D(X) = /105 000 — 3002 = /15000 & 122,4745 (itt mdr tovabbi szdmols
nem kell, ha az 6sszes részeredmény jo, viszont ha hianyzik a numerikus végeredmény, akkor
max. 1 pont. Minimdlis kerekitési hibaért itt ne vonjunk le pontot).

(b) (12 pont)
(4 pont) Sztenderdizdlunk (ezt széveggel nem kell odairni):

X —40E(Xy) _ 12500 — 40D(X1)) B X —40-300 _ 12 500 — 40 - 300
VAOD(X,) T VA4A0-D(X,) 0 WA40-122,4745) T /40 - 122,4745

Ennek a 4 pontnak a megoszlasa: 2 pont, ha tudja, hogy hogyan kell sztenderdizalni a val.
valtozét (altalanos (X, )-re és D?*(X;)-re), 1 pont, ha jél helyettesiti be a képletbe az adatokat
és 1 pont, ha ugyanezeket a transzforméaciokat a jobb oldalakra is megfelel6en végrehajtja.

40 helyett az altalanos képlet felirasanal természetesen jo az n is, ha késobb kideriil, hogy
n = 40.

A két 1épés Osszevonhato pontlevonas nélkiil, ha azonosithatd, hogy az el6bbi képletet hasznalja
(ide értve azt is, hogy a v/40 nem csak numerikus értékkel szerepel!)

(1 pont) = P()g;iggggo > 0,6455) (ez az el6z6 1épéssel Osszevonhatd, de csak akkor, ha azt nem
vonta Ossze az azelttivel)

(1 pont) ami a centralis hatéreloszlas-tétel (elég: CHT; de Moivre-Laplace viszont nem jo!)
miatt

(1 pont) P(Y > 0,6455)-tel kozelithetd, ahol Y ~ N(0; 1).

(1 pont) arra, hogy valahol hivatkozik arra, hogy az X fiiggetlen, azonos eloszlasi valészintiségi

P(X > 12500) = P ).
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valtozok Osszege (konkrétan az X;-ké, de ezt nem muszdj explicite kimondani. Ha a fiiggetlenség
megvan, csak az azonos eloszlas hianyzik, és egyébként jol csinalja, akkor ne vonjuk le ezt a
pontot). Emiatt helyes a sztenderdizdlds (emiatt 40 E(X;) az X val. valtozé varhaté értéke és
VA0D(X)) a szérdsa) és emiatt alkalmazhaté a CHT, de elég, ha egyszer hivatkozik 4.

(1 pont) Tehat a keresett valdszintiség kozelitoleg P(Y > 0,6455) = 1 — P(Y < 0,6455) =
1 — ®(0,6455) (a kettd koziil elég az egyik)

(1 pont) =~ 1 — ®(0,65)

(1 pont) ~ 1 —0,7422

(1 pont) = 0,2578.

3. Egy budapesti lakételepi lakasban idénként el6fordulnak aramsziinetek. Tudjuk, hogy 3/4 an-
nak a valoszintisége, hogy egy adott évben elofordul legalabb egy aramsziinet. Tegyiik fel, hogy
az egyes években egymastol fiiggetleniil fordul el6 vagy nem fordul elé aramsziinet.

(a) Jelolje Y tiz egymést kovetd év koziil azon évek szamat, amelyekben eléfordul legalabb
egy aramsziinet. Mennyi Y varhato értéke?

(b) Mi a valészintisége, hogy 10 egymaést kéveté évbél legaldbb 8 évben lesz legaldbb egy
aramsziinet?

(c¢) Egy adott pillanatban elkezdjitk mérni, hogy mennyi idé telik el a kévetkez6 dramsziinetig.
Jelolje ezt a varakozdsi id6t (évben mérve) X. Feltehetjiik, hogy X eloszldsa folytonos és
orokifja, valamint a fentiek alapjan P(X < 1) = 3/4. Hatarozzuk meg X szérdsat.

(d) Feltéve, hogy 4 évnél tobbet kell varni az els6 dramsziinetre, mi a val6szintisége, hogy 5
évnél is tébbet kell varni ra?

Megoldas.

(a) (3 pont)

(1 pont) Y binomialis eloszlast

(1 pont) n = 10 és p = 3/4 paraméterekkel (nem kell indokolni az eddigieket, csak kimondani).
(1 pont) Ezért E(Y) =np =10- 2 = 7,5. (Itt mar elég a végeredmény, ha megvannak a para-
méterek; np szerepel a tablazatban.)

(b) (5 pont)

(1 pont) A keresett valészintiség P(Y > 8)

(1 pont) =P(Y =8)+P(Y =9) + P(Y = 10)

(2 pont) = (1) - (3/4)% - (1/4)2 + () - (3/4)° - (1/4) + (13) (3/9)™ ((7) helyett j6 a (,10,) is,
Gg) elhagyhato és a (190) helyett elég az, hogy 10)

(1 pont) = 0,5256. (Nem kell részletezni, de az els6 tag numerikus értéke 0,2816, a masodiké
0,1877, a harmadiké pedig 0,0563.)

(c) (9 pont)

(1 pont) X exponenciilis eloszlas,

(1 pont) mert folytonos és 6rokifju eloszlas csak exponenciélis lehet (elég annyi, hogy folytonos
és orokifju = exponenciélis [eloszlast]).

(0 pont) A kérdések megvélaszolasihoz az eloszlas A paraméterét kell meghatarozni.

(14+1 pont) P(X < 1) =P(X <1)=1—e* mert X (vagy: X eloszlasfiiggvénye) folytonos.
Megjegyzés javitéknak: Ha csak annyit ir, hogy P(X < 1) = 1 — e, esetleg ugyanezt elosz-
lasfiiggvénnyel kifejezve, akkor a 2 pontbdl 1 jar. A masodik pont akkor jar, ha hivatkozik a
folytonossdgra, viszont ebben az esetben elég P(X < 1) =1—eis, P(X < 1) =P(X < 1)-et
nem muszaj kifrni.

(1 pont) Tehat 1 — e=* = 3/4, vagyis e * = 1/4 (elég az utébbi),

(141 pont) vagyis —A = In(1/4), azaz A = In4 ~ 1,3863. (1 pont a végeredményre, 1 a szamo-
lasra. Itt még elég az In4 vagy —In(1/4), a numerikus végeredmény csak a késébbiekben kell,
viszont ha van helyes végeredmény, akkor az elég In 4 nélkil is.)
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(1 pont) D(X) = /D*(X)

(1 pont) = /57 ~ 0,7213 (az 1/\ vagy 1/In4 elég, ha impliciten deriil ki, viszont kell a nume-
rikus végeredmény).

(d) (3 pont)

(1 pont) A keresett (feltételes) valészintiség P(X > 5| X > 4)

(1 pont) = P(X > 1) az 6rokifjisdg miatt (ez a pont csak akkor jar, ha hivatkozik az 6rokifju-
sdgra, de ha az eredmény jo, akkor a tovabbiakra még lehet pontot kapni).

(1 pont) =1—-P(X <1)=1.

(Ugye P(X < 1) értékét tudjuk a (c) rész szovegébdl, ezért indoklasként elég a komplementer
valészintiségre hivatkozni, a végeredmény és az indoklas egyiitt 1 pont. Ha mar a (c)-re adott
megoldasaban is megjelent valahol, hogy P(X > 1) = 1/4, akkor OK a végeredmény tjabb
indoklas nélkiil is.

Természetesen azt is lehet mondani, hogy P(X < 1) = 1—e~*. Itt mar ne vonjunk le pontot, ha
nem hivatkozik a folytonossagra, s6t akkor se, ha csak azt rja, hogy P(X > 1) =1-P(X < 1)
vagy P(X > 1) =1— Fx(1) vagy P(X > 1) = e

4. Az (X,Y) folytonos valdsziniiségi vektorvaltozo egyiittes siiriségfiiggvénye

clz+y), hal<r<2él<y<?2,
0, egyébként,

fX,Y(xa y) = {

ahol ¢ € R egy alkalmasan valasztott valds szam.

(a) Hatérozzuk meg c értékét.
(b) Hatdrozzuk meg X sfirliségfiiggvényét.

(c) Hatarozzuk meg Y varhaté értékét.

Megoldas.

(a) (7 pont)

(1 pont) fxy akkor lesz stirliségfiiggvény, ha nemnegativ (az is jo, ha azt irja, hogy c-nek kell
nemnegativnak lennie, és nem baj, ha nem ellen6rzi a végén még egyszer, hogy ez teljesiil-e)
(1 pont) és 1 = [ [Z fxv(z,y)dzdy

(1 pont) = [} [7 c(x+y)dzdy (az eléz6 1épéssel 6sszevonhaté, ha kideriil, hogy 1-nek kell lennie
az integralnak)

(1 pont) = ¢ [7[2?/2 + wyl2_idy = ¢ [P 5 +y dy

1 pont) = clly + 512,

1 pont) = ¢(3 + 2) = 3¢,

1 pont) tehat ¢ =
b) (6 pont)

1 pont) z € Resetén fx(z) = [Zo fxy(z,y)dy,

1 pont) [7 5(z +y)dy

1 pont) = 3[zy +y°/2]7_,

1 pont) = z(z+3) = 32+ 3,

(1 pont) ha x € (1,2) (ha kihagyja, hogy a fenti képletek csak = € (1,2) esetén érvényesek, de
egyébként jol szamol, akkor ezt az 1 pontot vonjuk le),

(1 pont) és fx(z) = 0 egyébként.

Megjegyzés csak javitoknak a pontozdshoz: Ha a hatarokat mashogy sorolja be a két szakaszhoz,
azért ne vonjunk le pontot, de ha valamelyik hatarponto(ka)t nem sorolja be sehova, akkor
vonjunk le egyet. Barmilyen nemnegativ, minden pontban definialt fiiggvényt elfogadunk, ami
a fenti fx-szel majdnem mindeniitt megegyezik.

(¢) (7 pont)

Wl

(
(
(
(
(
(
(
(
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1. megoldas.

(1 pont) Y-nak ugyanaz a stiriségfiiggvénye, mint X-nek

(ezért az 1 pontért elég, ha ez impliciten deriil ki, viszont ha Y helyett X varhaté értékét kezdi
el kiszdmolni és Y-ra nincs kell6 utalds, akkor a (c)-re max. 3 pont),

(1 pont) mert fxy szimmetrikus (z-ben és y-ban).

Természetesen az is jo, ha kiszamolja x szerinti integralassal és ugy hozza ki ugyanezt az
eredményt. Akkor is max. 2 pont, de ha kihagyja, hogy (1,2)-n kivil 0 a stirliségfiiggvény,
azért ne vonjunk le még egy pontot abban az esetben, ha (1,2)-n jé képletet ad meg.

(141 pont) IE(Y) = [ yfy(y)dy = [} y(3y + 3)dy (a két 1épés ésszevonhato)

0 pont) = [ 2y% + 2ydy

1 pont) = [y 3/9—%3/2/4]
1 pont) = §

1 pont) = 22 (~ 1,5278).
2. megoldas.

(L pont) E(Y) = = P ylxy (@ y)dedy
(1 pont) = f1 3Ty + §y2dxdy
(
(

(
(
(
(

1 pont) = fl[ %y N 3y :B]a; 1dy
2
Lpont) = [i' fy + 3v* — gy — °dy = [{ 5y + 59°dy
(3 pont) ugyantigy, mint az 1. megoldas utols6 3 pontjanal. (Természetesen az is OK, ha el8szor
y és aztan x szerint integral, pontozas anal6g médon.)

5. Egy rovid menetidejii repiildjaraton a menetidd j6 kozelitéssel normélis eloszlast /2/100 éra
szorassal. Hat alkalommal megmértiik ezen a jaraton a menetid6t és (éraban mérve, tizedestort
alakban) az aldbbi eredményeket kaptuk:

21 =097 22=098 23=099 x4=101 x5=100 x6=0,99.

Feltehetjiik, hogy az egyes alkalmakkor mért menetidok egymastdl fiiggetlenek.
(A szérds az eredeti vizsgafeladatban ismeretlen volt, ezt mddositottam.)

(a) Adjunk a minta alapjan 0,95 szintii konfidenciaintervallumot a mintaelemek varhato érté-
kére. Adjuk meg a minta korrigalt empirikus szorasat is.

(b) Dontstik el e = 0,02 terjedelmii prébéaval, hogy a mintaelemek varhaté értéke megegyezik-e
1 6raval. Adjuk meg Hy-t, Hi-et, a probastatisztika értékét, azt, hogy mi alapjan dontiink,
és magat a dontést is.

(c) Adjuk meg (indokldssal) a minta empirikus eloszlasfiiggvényének értékét az x = 0,995
helyen.

(d) Adjuk meg a minta korrigalt empirikus szérasat.

Megoldas.

(a) (7 pont)

(1 pont) a konfidenciaintervallum (ismert széras esetére vonatkozd) helyes dltalanos képletére;
ha jo konkrét paraméterekkel irja fel, az is jo.

(1 pont) n =6 (ez a mintaelemszdm),

(1 pont) Tg = ¢ Xi_y x; = 0,99 (csak 1 pont jar rd, ezért OK indoklas nélkiil is, T, jeloléssel is
j6),

(1 pont) a sziikséges kvantilis pedig /2 = uop2s

(1 pont) = 1,96.

(141 pont) A képletbe behelyettesitve a konfidenciaintervallum:

= [0,9786, 1,0014].

Ty —

bt Oty. 1,96 - 0,0141 1,96 - 0,0141
01’/27$n+017/2} _ {099_’0799_
Vv Vn V6 V6



Valoszinliségszamitas és statisztika 2025. januar 9.

Az éltalanos képletre itt nem jar pont. 1 pont arra, hogy behelyettesiti a képletbe a kapott
értékeket, és 1 pont a numerikus végeredményre. Ha mar mindent kiszamolt és utana csak a
numerikus végeredményt adja meg, akkor ne vonjunk le pontot.

Megjegyzés: ha a Wﬁo pontos értékkel szamolunk, akkor is ez az eredmény jon ki 4 tizedesjegyre
kerekitve.

(b) (7 pont)

Eldszor a jo megolddst kozlom, a hibas alternativa vagy probatipus esetén jaro részpontokat ldsd
lentebb.

(I pont) Hy: p=1vs. Hi: p#1,

(1 pont) tehat mivel a széras ismeretlen, a kétoldali, egymintas t-proba képletét kell hasznalni.
(Ha ezt nem irja oda, de j6l alkalmazza ezt a probat, akkor ezt az 1 pontot ne vonjuk le.)
(141 pont) A prébastatisztika értéke u(= u(zy, ..., 2¢)) = £\ /n = %%%411 6~ —1,7372. (1
pont arra, hogy jol behelyettesit a tablazatban megadott kepletbe ideértve azt is, hogy po = 1.
Természetesen jo n helyett 6-ot irni mindenhova. 1 pont pedig arra, hogy kiszamolja a helyes
numerikus eredményt. Ha az utébbi megvan és a sziikséges mennyiségek értékei pg-t kivéve
mar az (a)-ban kidertltek, akkor adjuk meg az elsé pontot is, akkor is, ha nem irja oda, hogy
fo = 1).

(1 pont) Ho-t akkor fogadjuk el/nem utasitjuk el, ha |u| < u./o = ugpr (barmilyen, ezzel ekvi-
valens alak jo, az is, ha azt irja, hogy mikor utasitjuk el. Ne vonjunk le pontot, ha rossz helyre
teszi az egyenlGséget.)

(1 pont) = 2,33.

(1 pont) Tehat Hy-t elfogadjuk (azaz azt mondjuk, hogy a mintaelemek varhat6 értéke meg-
egyezik 1 6raval, illetve nincs elég bizonyitékunk ahhoz, hogy azt mondjuk hogy ez nem igaz).
Pontozas a (b)-ben hibds probatipus, illetve alternativa esetén:

Ha egyoldali u-préobat hajt végre Hy: > 1 vs. Hy: pu < 1 alternativaval, akkor max. 6 pont.
Ha egyoldali u-probat hajt végre Hy: p < 1 vs. Hy: p > 1 alternativaval, az még rosszabb,
mert az alacsony atlag alapjan nem gyanakodhatunk arra, hogy a varhaté érték 1-nél nagyobb,
igy ekkor max. 5 pont.

(c) (3 pont)
(2 pont) Megadja az empirikus eloszlasfiiggvény adott pontbeli értékének definicidjat: F(z) az
z-nél kisebb mintaelemek szdma, osztva n-nel. J6 szovegesen is, a =|{i € {1,... , n}: z; < z}|

definiciéval és a rendezett mintaelemekkel kifejezett (F(z) = %, ha 2} < z < x7,,) definiciéval
is. Utobbi esetben ne vonjunk le pontot, ha a hatarpontokban nem j6 a definicié (hanem pl.

jobbrél folytonos) vagy ha hidnyzik az x < 7} és az x > z eset, mert ezek itt nem relevansak.
Kisebb szintaktikai hibak esetén lehet 1 pontot adni a 2-bdl.

Az is j6, ha eleve a konkrét n-re és z-re mondja el ugyanezt, de ha nincs altalanos képlet és a

konkrét esetben rosszul irja fel, akkor 0 pont.

(1 pont) Esetiinkben ez F§(0,995) = ¢ -4 = 2. (Ezért az egy pontért elég a végeredmény is,
ha van el6tte valami indoklas vagy legalabb minimélis szamoléas. Tizedestort alakban és nem
egyszerusitett % alakban is jé.)

d) (3 pont)

(0 pont) 55, — \/(5)?
(1 pont) \/ S8 (zi —0,99)2 (ez akkor is OK, ha esetleg csak (s¥)%-et szdmolja ki és s%-ot

nem, viszont az altalanos képlet puszta lemasolasara nem jar pont, csak ha n — 1, n és @,

képletét is behelyettesiti)

(2 pont) = 1/2(0,022 40,012+ 040,022 + 0,012+ 0) = /1. HLEL -\ /1/5000 = 2 =

0,0141 (ebbél 1 pont arra, hogy van valami részletszamolds, ahol a kiilonbségek négyzetei vala-

milyen értelmes formaban megjelennek, nem kell ennyire részletesen és a 0-kat el lehet hagyni,
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1 pont pedig a numerikus végeredményre jar),

6. * (A tobbdimenzids normdlis eloszlds fogalmanak hidnydban dtdolgozott feladat.)
Legyenek Z és W fiiggetlen, standard normalis eloszlast valtozok és legyen X = /57 +2W —1,
Y =57 —2W +2.

(a) Hatdrozzuk meg az (X,Y)T valoszintiségi vektorvaltozé varhaté érték vektordt és kovari-
anciamatrixat. Ez az eredeti vizsgafeladatnak nem volt része, de az eloadds jelenlegi anyaga
alapjdn is megoldhaté és nem 6-o0s nehézségii, valamint kell a (b) és (c) kitdzéséhez.

(b) Legyen U = X +Y és V = X — Y. Hatérozzuk meg az <V> valdsziniiségi vektorvaltozo
varhato érték vektorat és kovarianciamatrixat.

(c¢) Ez alapjan adjuk meg az E(V|U) regressziét.

Megoldas.

(a) (pontozas nélkiil)

E(X) =E(5Z +2W — 1) = V/EE(Z) + 2E(W) — 1 = —1 a varhat6 érték linearitdsa miatt,
hasonléan E(Y) = E(v/5Z — 2W + 2) = 2, tehat a varhato érték vektor (—1,2)7.

D*(X) = D*(V5Z+2W —1) = D*(V5Z+2W) = D*(v/52)+D*(2W) = 5D*(Z2)+4D*(W) = 9,
ahol az Osszegre bontasnal W és Z fliggetlenségét hasznaltuk.

Hasonl6 indoklassal: D*(Y) = D*(v/5Z — 2 +2) = D*(v/5Z — 2W) = D*(V/52) + D*(—2W) =
5D*(Z) +4D*(W) = 9.

Tovabba cov(X,Y) = cov(v/5Z +2W — 1,V/5Z — 2W + 2) = cov(v/5Z + 2W,\/5Z — 2W) =
V5-\5eov(Z, Z)+/5-(=2)-cov(Z, W) +2-v/5-cov(W, Z)+2-(—2)-cov(W, W) = 54+0+0—4 = 1,
ahol a kovariancia eltolds-invariancidjat (,additiv konstans nem szdmit”), bilinearitasat és az
utolsé 1épésben Z és W fiiggetlenségét hasznaltuk.

Igy a kovarianciamatrix

(b) (12 pont)

(1 pont) E(U) = E(X)+E(Y) (ha kimondja, hogy a varhaté érték linearitasat hasznélja, akkor
egyb6l mehet a —1 + 2 anélkiil, hogy odairné, hogy ez E(X) + E(Y)-nal egyenld)

(1 pont) = —-1+2=1.

(1 pont) E(V) = E(X) — E(Y) = —3 (itt mar nem jar még egyszer pont az indoklasra, elég a
végeredmény).

(1 pont) D*(U) = D*(X) + D*(Y) + 2cov(X,Y)

(1 pont) =9+ 9+ 2 = 20.

(2 pont) D*(V) = D*(X)4+D?*(Y)—2cov(X,Y) (ha ez a képlet jol szerepel, akkor nem kell jobban
részletezni. Ha U szorasnégyzetének kiszamolasanal mar szerepelt az 0sszeg szérasnégyzetének
képlete és most jol csindlja, akkor elég konkrét szamokkal, de ha eldjelhiba van és hianyzik az
altalanos képlet, akkor ez a 2 pont sem jar. Ha azt frja, hogy D*(V) = D*(X) + D*(-Y) +
2cov (X, —Y") és késébb rontja el, akkor itt 1 pont jar, a masik nem, és késébb lehet részpontokat
adni).

(1 pont) =9+9—2=16.

(2 pont) cov(U, V) = cov(X +Y, X —Y) = D*(X) +cov(X,Y) —cov(X,Y) —D*(X) (itt 1 pont
jar arra, hogy a kovariancia bilinearitasat hasznalja — nem kell megnevezni — és 1 0sszesen arra,
hogy valaminek az énmagaval vett kovarianciaja a szorasnégyzet és a kovariancia szimmetrikus.
A két 1épés Osszevonhatd, itt is Gsszevontuk)

(0 pont) = 0.

Megjegyzés: A 8. feladatsoron szerepelt, hogy ha X és Y azonos szérastuak, akkor X + Y és
X —Y kovariancidja 0. Ez itt alkalmazhatd, hiszen D(X) = D(Y) = 3, de mivel ez az allités
csak gyakorlaton szerepelt (eléaddson nem és Mészaros Szabolcs jegyzetében sincs benne), ezért

9 1
1 9)
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ha valaki erre hivatkozik, akkor a fenti 2 pontbdl csak 1 jar.

-3 0 16
Itt nem kell az altalanos képlet, ha jol helyettesit be a kapott eredmények alapjan. Ha nem
tudja kiszdmolni az értékeket, de felirja, hogy milyen mennyiségeknek kellene szerepelnie a
varhato érték vektor és a kovarianciamatrix adott helyein a konkrét U és V' esetén, akkor ezt
az 1-1 pontot meg lehet adni.

1 2
(1+1 pont) Tehat a varhat6 érték vektor ( és a kovarianciamatrix ( 00 )

(c) (8 pont)

(2 pont) U és V is fliggetlen normaélis eloszlasi val. valtozdk linedris kombinaci6jaként all el
(nem kell tovabb indokolni; ha azt irja, hogy fliggetlen normalisok Osszegeként, azt is elfogad-
juk). Innen 1. megoldds:

(2 pont) Adott fuggetlen normalis eloszlasi val. valtozdk linearis kombindcioi esetén [vagy: va-
lahogy ugyanerre képlettel helyesen hivatkozik] a korrelalatlansaghdl kovetkezik a fiiggetlenség.
(Azt nem kell még jobban a javit6 szdjaba ragni, hogy U és V korreldlatlanok, ha ez mar kijott
az (a)-ban. A korreldlatlansag helyett természetesen arra is elég hivatkozni, hogy a kovariancia
0.)

Ha csak annyit ir, hogy a korrelalatlansag miatt fliggetlenek, de mar korabban megjelent vala-
hogy, hogy U és V is fiiggetlen normélisok linearis kombinaci6ja, azt fogadjuk el. Ha ez nem
szerepelt, akkor max. 1 pont a kettobol.

(2 pont) E(V|U) = E(V)

(1 pont) = —3,

(1 pont) mert fiiggetlenek. (Ha mar irta, hogy fliggetlenek, csak most nem indokolja az el6z6
lépést, akkor ezt az 1 pontot ne vonjuk le. De ha rosszul indokolja, akkor vonjuk le).

2. megoldas:

(1 pont) Adott fiiggetlen normaélisok kiilénboz6 linedris kombindciéi esetén [vagy: valahogy
ugyanerre képlettel helyesen hivatkozik] (ezért az 1 pontért ennyi elég, de természetesen az is
jo, ha konkrétan azt irja, hogy E(V|U) megegyezik V-nek U-ra vett linedris regresszidjaval,
vagy ha nem szévegesen irja ezt, hanem egyértelmiien a linearis regresszionak megfelelo, helyes
képletet akar hasznélni).

Ha csak annyit ir, hogy a regresszi6 linearis (vagy ennek megfelel§jét a konkrét esetre nézve), de
mar kordbban megjelent valahogy, hogy U és V' is fiiggetlen normalisok linearis kombinécidja,
azt fogadjuk el. Ha ez nem szerepelt, akkor ez a pont nem jar.

(1 pont) Tehat E(V|U) = BU + a, (ha kiszdamolja §-t és a-t helyesen, de nem hasznalja ezt a
jelolést, az is OK)

(1+1 pont) ahol 5 = COH;;Q(Z’]‘;) =0 (ha csak § = 0 szerepel, akkor max. 1 pont)

(141 pont) és a = E(V) — SE(U) = —3 (itt az els6 pont a képletre jar, ami jo konkrét
szamokkal is, de csak ha azonosithatd, hogy ezt a képletet hasznalja, a masodik pont pedig
E(V) azonositasara és a végeredményre, E(U) értéke természetesen nem kell).

(0 pont) Tehat E(V|U) = —3. (Ha E(V|U) = BU 4+ a mar szerepelt és csak a végeredmény
hidnyzik, akkor ne vonjunk le pontot.)

Ha regresszios egyenest ad meg, nem pedig magat a linearis regressziot, akkor 1 pont levonas.
De ha megadja a regressziot is, nem baj, ha odairja az egyenest is.




