Statisztika,
Tobids Andras

2025. janius 26-1 allapot

Ezen dokumentum eredeti valtozata a Mészaros Szabolcs-féle Valoszintiségszamitas eladésjegyzet kiegé-
szitésére késziilt a 2023 /24-es tanév Gszi félévére. A tételek, definiciok stb. szamozasa ezt az elGadasjegyzetet
koveti. Aki a dokumentumban hibat talal, kérem, jelezze nekem.

A 2023/24-es Gszi féléev tapasztalatai alapjan a jegyzetkiegészitést tobbszor modositottam, javitottam
és kis mértékben kiegészitettem. A 2025/26-os Gszi tanévben a targy statisztikai részének anyagat proba
jelleggel csokkentjiik, illetve egyes, nem torolt részeket kevésbé formélisan téargyalunk. Ebben a kisérleti
fazisban a jegyzetkiegészitésbdl a kimaradd anyagokat még nem torlom, csak a széveg adott pontjain jelzem,
hogy ezek kiegészité anyagnak szamitanak, mert fenntartjuk a jogot egyes torlések visszavonasara. A dia-
sorokon viszont csak az idén targyalt anyagrészek fognak szerepelni. A véltozéasok dsszefoglalasat lasd a [I8]
fejezetben.
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13. A matematikai statisztika alapfogalmai

Az el6adés eddigi részében a valdszintiségi valtozok eloszlasa ismert volt. A matematikai statisztikara vi-
szont az a jellemz6, hogy a valdszintiségi valtozok valamilyen mérési eredményeknek felelnek meg, és ezért
az eloszlasukat nem ismerjiikk pontosan. Gyakran el6fordul, hogy elméleti megfontoldasok alapjan tudjuk,
hogy jo kozelitéssel milyen tipusu eloszlastiak a mérési eredményeink, de az eloszlés valamilyen ismeretlen
9 paramétertdl fiigg, amelynek lehetséges értékei a © C R? paramétertartomany elemei lehetnek valamely
d > 1-re[l] Példaul:

e Ha az utcan taldlunk egy pénzérmét, amir6l nem tudjuk, hogy szabalyos-e, az egy ismeretlen 9 €
© = [0,1] C R? valészintiséggel mutat fejet; a pénzérmét feldobva probalhatjuk ¥ értékét megbecsiilni,
illetve igazolni vagy cafolni, hogy a pénzérme szabalyos. Az

]l{a pénzérme egy adott feldobasanak eredménye fej}
indikatorvaltozé paramétere tehéat az ismeretlen .

e A Magyarorszagon egy adott honapban vasuti atatjarokban bekévetkezs balesetek szaméarol feltehetjiik,
hogy j6 kozelitéssel Poisson-eloszlast, mert a kdzuton kozlekedSk szama nagy, egy-egy kozlekedd kis
valoszintiséggel szenved ilyen balesetet, és a tobbi kozleked6tsl tobbé-kevésbé fiiggetlentil. A Poisson-
eloszlas paramétere egy ismeretlen ¥ € © = (0,00) C R! paraméter.

e A BME egy véletlenszertien kivéalasztott néi hallgatdjanak testmagassiagat modellezhetjiik normalis
eloszlassaﬂ Itt alapesetben a pu € R varhato érték és a o2 > 0 szérasnégyzet is ismeretlen, igy a
paramétertartomany

0 = {(u,0%) € R?: 02 > 0} C R%

(Persze nyilvanvald, hogy u-nek a gyakorlatban pozitivnak kell lennie, de ett6l most az altalanossag
kedvéért eltekintiink.)

A matematikai statisztikiban jellemzd, hogy az ismeretlen paraméter tanulméanyozasa céljabol mintdt ve-
sziink, azaz ,generadlunk” olyan Xi,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu valoszintiségi valtozokat, amelyek az
ismeretlen paraméterd eloszlast kovetik. Példaul az elbbi példakban:

e A pénzérmét n-szer feldobjuk, ekkor i = 1,...,n esetén X; értéke legyen 1, ha az i-edik dobéas eredmé-
nye fej, és 0, ha irds. Ekkor az X1, ..., X,, mintaelemek fliggetlen és azonos eloszlasu indikatorvaltozok,
amelyek paramétere az ismeretlen .

jik, legyen X; az i-edik honapban bekovetkezs balesetek szama. Ekkor Xi,..., X, (tobbé-kevéshé)
fiiggetlenek és (nagyjabol) Poisson(d) eloszlastuak.

e A BME néi hallgatoinak névsorabol egyenletesen és egymastol fiiggetleniil valasztva kisorsolunk n
hallgatot, legyen X; az i-edik hallgato testmagassaga. Ekkor X7, ..., X, (hozzavetSleg) fliggetlenek és
(nagyjabol) N(u;0?) eloszlastak, ahol mindkét paraméter ismeretlen.

1A 9 és a © a gorog ,teta” bett kétféle kisbettis irasmodja.

2Ugyanigy egy véletlenszertien kivalasztott férfi hallgatoét is (méas varhaté értékkel), azonban a BME egy tetsz6leges hall-
gat6jaét nem, mert a nék és a férfiak atlagos testmagassaga kiilonbozik, ami 2 db lokalis maximummal rendelkezd — tehat
kozelitSleg sem normalis — siirtiségfiiggvényhez vezet.



A matematikai statisztika két legfontosabb aga a becsléselmélet és a hipotézisvizsgdlat. A becsléselmélet cél-
kitlizése az ismeretlen paraméter értékének a minta alapjan torténd, minél pontosabban meghatarozasa. (A
,minél pontosabban” persze matematikailag egyaltalan nem preciz kifejezés, kés6bb legalabbis konkrét becs-
léselméleti modszereknél tisztazni fogjuk, hogy mit is értiink ez alatt.) A hipotézisvizsgalat célja valamilyen
el6zetesen rogzitett hipotézis (feltevés) igazolasa vagy megcafolasa a minta segitségével. Ilyen hipotézis lehet
példaul:

e A pénzérme szabélyos.
e Az egy honapban bekiovetkezd balesetek atlagos szama 2.
e A BME néi hallgatoinak atlagos testmagassaga legfeljebb 166 cm.

e A BME néi hallgatoi testmagassédganak szorasa 3 cm.

13.1. Minta és realizacid

A minta fogalmat tgy definialjuk, hogy abban nem utalunk a 1 ismeretlen paraméterre. Ez azért lesz hasz-
nos, mert a kés6bbiekben a matematikai statisztika olyan modszereivel is fogunk talalkozni, amelyek nemcsak
egy ismeretlen paramétertdl fliggs eloszlasra, hanem teljesen ismeretlen eloszlasokra is alkalmazhatoak. (Pél-
daul a és a fejezetekben nem fog szerepet jatszani ismeretlen paraméter.)

13.1.1. Definicio. A Legyenek X1,..., X, fliggetlen, azonos eloszlasu valtozok, amelyek peremeloszlasa
nem feltétleniil ismert. Ekkor az
X=(X1,...,Xn)

valoszintségi vektorvaltozot n elemi fliggetlen, azonos eloszlasi mintanak (réviden n elemi fae.
mintanak) nevezziik.

Most pedig bevezetiink néhany hasznos jelolést a paraméteres esetre:

13.1.2. Jelblés. Legyen X = (X1,...,X,,) egy n elemi fae. minta, ahol a mintaelemek eloszlasa valamilyen
¥ paramétertdl fligg (azaz az eloszlasuk a 9 ismeretében meghatarozhato), ahol a ¢ lehetséges értékeinek
halmaza © C R? valamely d > 1-re. Ekkor egy ¥ € © paraméter esetén:

(1) abban az esetben, ha 1 a valodi paraméter, barmely A esemény valoszintiségét Py(A)-val jeloljiik,

(2) az X; valoszintiségi valtozo ¥ paraméterhez tartozo eloszlasfiiggvényét Fy-val jeloljiik. (Az eloszlasfligg-
vény definicioja alapjan az elébbi jeloléssel tehat Fy(x) = Py(X; < x), ha z € R.)

(3) ha X;-nek ezen parameéter esetén létezik stirtiségfiiggvénye, akkor ezt fy-val jeloljiik. Vagyis:

Fjy(z), ha Fy differencialhat6 z-ben,
fo(x) = -
0, kiilénben,

(4) illetve ha X;-nek ezen paraméter esetén diszkrét az eloszlasa, akkor pg-val jeloljiik az ehhez az eloszlashoz
tartozo sulyfliggvényt. Vagyis € R esetén py(x) jeloli annak a valoszintiségét, hogy X; = z, feltéve,
hogy ¥ a valodi paraméter. Az elébbi jeloléssel: py(z) = Py(X; = ).

13.1.3. Példa. e Az utcan talalt pénzérme esetén py(0) =1 — 9 és py(1) =9, 9 € [0, 1].
e Az utatjarokban bekovetkezs balesetek szama esetén

’L9k
pﬁ(k)zﬁe*ﬁ, 9>0,k=0,1,....



e A BME néi hallgatéinak magasséga esetén az ismeretlen paraméteriink (u, 02), igy tehat

e 27 z eR, peR, 02 >0.

fwon (@) =
Az eloszlasfiiggvények felirasat az olvasora bizzuk.

Sokszor a mintaelemek értékkészlete is fiigg a ¥ paramétertsl, amint ezt a kovetkezs példa is mutatja
(ellentétben az eddigi példakkal).

13.1.4. Példa. Egy baratunk szamitogéppel 5 db U(0; 1) eloszlasu véletlen szamot generalt, majd a kapott
szamokat mind megszorozta ugyanazzal a szigortian 1 és 2 kozé es6 1 szammal, amit § valasztott és nekiink
nem arult el. Az igy kapott x = (r1,...,25) € R® vektort (vagyis az eredetileg generlt véletlen szamok
¥-szorosainak vektorat) atadta nekiink. Ez a vektor tehat egy 5 elemtd X = (Xi,...,X5) fae. mintabol
szdrmazik, annak egy realizdcidjdt adja. A minta elemei fiiggetlenek és U(0;4) eloszlasiuak (vilagos? Ha
nem, hatarozzuk meg az egyes mintaelemek striiségfliggvényét!).

A ¢ paraméter ismeretében az X, ..., X, valoszintiségi valtozok értékkészlete (ahol a stirtiségfiiggvényiik
pozitiv) a (0,9) intervallum, ami tehat fiigg ¥-tol.

parameétertdl fliggs) lényeges értékei halmazanak fogalmat. Diszkrét esetben ezzel a definicioval a regresszio
témakorénél mar talalkoztunk (lasd a 11.1.5. Definiciot Mészaros Szabolcs jegyzetében), csak akkor nem volt
sz0 ismeretlen paraméterrdl.

13.1.5. Definicio (és jelolés). Legyen X = (Xi,...,X,) egy n elemd fae. minta, ahol a mintaelemek
eloszlasa egy ¥ € © C R? paramétertsl fiigg. Legyen ¥ € © és i = 1,...,n. Ekkor ha létezik az fy
stirtiségfliggvény, akkor definialjuk az Sgg) halmazt a kévetkez&képpen:

S = {z € R| fy(z) > 0} CR.
Ha pedig létezik a py silyfiiggvény, akkor definidljuk az Sg?i) halmazt az alabbi képlettel:

Sgg) ={zr e R| py(z) >0} CR.

ng)—t mindkét esetben az X; valoszintségi valtozo ¥ paraméterhez tartozéd lényeges értékei halmazanak
nevezziik P

13.1.6. Példa. Az ismeretlen ¥ valoszintséggel fejet mutaté pénzérme n-szeri feldobasabol kapott (X, ..., X,,)
fae. mintanal, ahol X; indikatorvaltozo ¥ paraméterrel, Sgg) = {0,1} minden ¥ € © = (0, 1)-re, Sg?i) = {0}

és ngl) = {1}. Tovabba py(1) =¥, py(0) =1 — I és py(x) = 0 minden = € R\ {0, 1} esetén.
A [13.1.4] példaban szerepls (X7, ...,X,) fae. mintanal (n = 5), ahol X; egyenletes eloszlastu a (0,1) inter-

vallumon, ng) = (0,9) és
L hage(0,9),
fo(x) = {ﬂ (0, 9)

0, kiilonben

teljesiil minden ¢ € © = (1,2) paraméterre.

3X; lényeges értékeinek halmaza (adott ¥ esetén) csaknem ugyanaz, mint X; (mint Q — R fiiggvény) értékkészlete. Az
értékkészlet lehet b&vebb, mint a lényeges értékek halmaza, azonban X; a lényeges értékek halmazan kiviili Osszes értéket
egylittvéve 0 valdszintiséggel veszi fel.



13.1.7. Definici6é. Legyen X = (Xi,...,X,) egy n elemi fae. minta, ahol a mintaelemek eloszlasa egy
¥ € © C R? paramétertdsl fiige. Az x = (21,...,7,) € R” az X = (X3,...,X,,) minta egy (lehetséges)

)

realizacioja a ¥ € © paraméter esetén, ha x; € Sgg; teljesiil minden i € {1,...,n}-re.

13.1.8. Példa. Demonstraljuk a realizaci6 fogalmat a [I3.1.6] példaval!

Az utcan talalt pénzérme esetén az (x1,...,27) = (1,0,0,0,1,1,0) az n = 7 elemd X = (Xy,..., X7) fae.
minta egy realizicidja minden 0 < ¢ < 1 paraméter esetén (de ¥ =0 és ¥ = 1 esetén nem).

A (0,9) intervallumon egyenletes eloszlasa X = (X1, ..., X5) fae. mintanak

(21,...,25) = (0.14,0.79,1.13,1,1.2),

egy lehetséges realizacioja, ha 1.2 < ¥ < 2, de ha 1 < ¥ < 1.2, akkor nem.

13.2. Alapstatisztikak

Egy n elemii fae. minta egy statisztikdjanak a mintaelemek egy olyan fiiggvényét nevezziik, amely szim-
metrikus, azaz ,minden mintaelemtsl ugyanugy fiigg”. Az utobbi tulajdonsagot formalizélja a kiévetkezd
definici6.

13.2.1. Definici6. Legyen X = (Xi,...,X,) egy n elemd fae. minta. Ha T: R"™ — R szimmetrikus
fliggvény, azaz

T(x1,...,00) =T(Tr(1), - Tr(n))
minden x1,...,2, € Résw: {1,...,n} = {1,...,n} permutéci(ﬂesetén teljesiil, akkor a T(X) = T(X1, ..., X,)
valoszintiségi vektorvaltozot az Xq,..., X, egy statisztikadjanak nevezziik.

Lassunk most néhany klasszikus, részben mar az el6adas korabbi részeibdl is ismert statisztikat! Az elss
a mintaédtlag, amit mar a kozépiskolabdl is ismeriink.

13.2.2. Példa. Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemt fae. minta. Ekkor a 9.2. fejezetben bevezetett

Xt + X,
o n

n
mintaatlag az X egy statisztikaja. Ha x = (x1,...,2,) az X = (X1,...,X,) egy realizacioja, akkor
realizacié atlagat T,,-nel fogjuk jelolni: T, = %

Az el6adas eddigi anyaga alapjan nem meglepd, hogy a mintaatlag a varhatd érték egyfajta becslése a
minta alapjan. Az vilagos, hogy ha E(X;) létezik (vagyis ha E[|X;|] < o0), akkor a mintaatlag varhato értéke
megegyezik az egyes mintaelemek varhato értékével:

E[X,] = %(]E(Xl) b+ E(X) = E(X)).

Ezen becslés tovabbi tulajdonségait a becsléselmélet nyelvezetével a fejezetben fogjuk elemezni.

A kovetkezd klasszikus statisztika a korrigalt empirikus szorasnégyzet, amely a szoérasnégyzet egyfajta
kozelitése a mintaelemek segitségével.

13.2.3. Definicio. A Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemd fae. minta. Ekkor az

(55 = 1= (X~ K (13.1)
i=1

4Emlékeztetiink arra, hogy permutéciénak az {1,...,n} halmaz Snmagara valé kolcsénosen egyértelmii leképezéseit (vagyis
bijekcioit) nevezziik. Ez ekvivalens példaul a permutacionak a Szeszlér David-féle BSZ1 jegyzetben (http://cs.bme.hu/bsz1/
jegyzet/bszl_jegyzet.pdf) a determinans témakorénél szereplS definicidjaval, lasd az idei Valszam diasort is a kombinatorika
témakorénél.


http://cs.bme.hu/bsz1/jegyzet/bsz1_jegyzet.pdf
http://cs.bme.hu/bsz1/jegyzet/bsz1_jegyzet.pdf

mennyiséget az X korrigalt empirikus sz()résnégyzeténe nevezziik, S¥ = /(5})2-et pedig az X kor-
rigalt empirikus szoérasanak.

Vilagos, hogy (57)? az X minta egy statisztikdja. Az olvasoban felmeriilhet a kérdés, hogy miért éppen
n — 1-gyel (és nem példaul n-nel) osztunk a formulaban. Ennek oka, hogy igy kapunk olyan statisztikat,
amelynek varhato értéke megegyezik a mintaelemek szorasnégyzetével:

13.2.4. Allitas. Legyen X = (X1,...,X,) egy n elemid fae. minta, amelyre teljesiil, hogy E(X?) < oo.
Ekkor

E((S;)?) = D*(X1).
Bizonyitds. A bizonyitasban szereplé szamitasok kissé hosszadalmasak, de a varhato érték linearitasan kiviil
kizarolag azt a tulajdonsagot hasznaljak, hogy fiiggetlen valoszintségi valtozok szorzaténak varhato értéke
megegyezik a varhato értékek szorzatéaval (6.1.4. Allitas). Elsszor is,

n

E[(Si:f]:nilZEX X = 13 (B(XD) - E(XIX) + E(XL))

2
n—lZE —1

Szamoljuk ki kiilon-kiilon a jobb oldalon szereplé harom tag varhato értékét! Az els6 tag:

i=1

(XiXn) +

E(XT )-
i=1

E(X E(X
— Z —E(X}),
mivel X1, ..., X, azonos eloszlasiak. A méasodik tag —1-szerese:
2 S BT = (Y B0 + L S (X)) = 2 (B(X) + (0 - DECG)?)
n—li=1 e n—1 —~n ‘ n < B n—1 ! !
2
= E(X7) +2E(X;)?
= E(X}) + 2E(X, )%
mivel X1, ..., X, azonos eloszlastak és fiiggetlenek. A harmadik tag:
n -2
E(X,’) = :E|( XH E(x7+2 XiX; )
n—1 (Xn) (n —1)n Z n(n — 1 Z + Z
1<i<j<n
1 n
= ——— (Y EED + (- DE(X)?Y))
n(n_l)(g (X?) + (n— DE(X))?)
1
= E(X7) +E(X1)%
— E(X7) + E(X)
mivel X1,...,X, figgetlenek és azonos eloszlasuak. Osszességében tehét
N n 2 1
E[(;)%] = E(X?) (- = —— + ——) + E(X1)*(~2 + 1) = E(X}) — E(X,)? = D*(X,).

n—1 n—-1 n-1
O

13.2.5. Megjegyzés. Lathatjuk, hogy ha az formulaban ﬁ helyett l—nel osztanank, akkor az igy kapott
statisztika szordsnégyzete (a varhato érték linearitdsa miatt) nem D?*(X1), hanem annak “—!-szerese lenne. Az
S2 = 711 (X = - X ) statisztikat empirikus szordsnégyzetnek (a négyzetgyokét pedig empirikus szérdsnak) neve-
zik, (S;) et pedig azért hivjak korrigdltnak, mert szorasnégyzete megegyezik D?(X1)-gyel. A magyar nyelvii szak-
irodalomban ez a bevett szohasznalat. Idegen nyelvii miivekben eléfordulhat az is, hogy (S:{)Q—et hivjak empirikus
szoérasnégyzetnek, de ettsl mi eltekintiink.

5Az empirikus” sz6 jelentése: ,tapasztalati’. Néha hasznalatos a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet” kifejezés is.



Szintén alapstatisztika a minta moédusza, azaz a leggyakoribb érték a mintdban. Ha tobb ilyen érték
van, akkor mindegyiket modusznak tekintjiik.
Tovabbi alapstatisztikdk definidlasa érdekében elGszor bevezetjiik a rendezett minta fogalmat.

13.2.6. Definicio. & HLegyen X = (Xy,...,X,) egy n elemd fae. minta. Legyen (X7, X5, ..., X}) az
X1,..., X, mintaelemek egy olyan felsorolasa, hogy

X <X;<..<X].
Ekkor (X7, X5,...,X})-t rendezett mintanak nevezziik.

13.2.7. Példa. Legyen x = (x1,...,25) = (1,2,1,3,4,6,5,2) egy szabalyos dobdkocka nyolcszori feldobasabol
szarmazo X = (X1,..., Xs) minta egy realizacioja. Ekkor ehhez a realizaciohoz az (X7,..., XJ) rendezett
minta (x7,...,25) = (1,1,2,2, 3,4, 5,6) realizacioja tartozik. Tehat a rendezett minta realizacioja az eredeti
(nem rendezett) minta realizaciojabol egyértelmtien megkaphato, akkor is, ha vannak ismétl6ds elemek.

Fontos kiemelni, hogy X7, ..., X nem fiiggetlenek (ezt formalisan nem bizonyitjuk, de érezhetd, hogy pl.
a legkisebb mintaelem eloszlasa befolyésolja az 6sszes tobbi rendezett mintaelem eloszlasat, hiszen azoknak
a legkisebbnél nagyobbnak kell lenniiik) és jellemzden nem is azonos eloszlastiak. A rendezett mintaelemek
segitségével definialhato az empirikus medidn, ami paratlan elemszamu mintanal a rendezett minta k6zéps6
elemét, paros elemszamunél pedig a két kozépss szamtani koézepét jelenti:

13.2.8. Definicié. A Az X = (X1,...,X,) n elemi fae. minta empirikus medianjan az m, x = X;

rendezett mintaelemet értjiik, ha n = 2k + 1, és az my, x = % kifejezést, ha n = 2k.

13.2.9. Példa. Ha egy n elemii minta realizicidja (z1,...,24) = (v/2,7,—1,¢), akkor a rendezett minta
realizacioja (7,23, 5, 25) = (—1,v/2,e,7) és empirikus medianja \/52""3. Ha az n elemii minta realizacitja

(x1,22,23) = (—1,3,2), akkor a rendezett minta realizacioja (z7, x5, %) = (—1,2,3) és az empirikus median
2.

13.3. Empirikus eloszlasfiiggvény

Ebben az alfejezetben azt tessziik fel, hogy az Xi,...,X,, valoszintiségi valtozok fliggetlenek és azonos
eloszlasuak valamilyen ismeretlen eloszlassal, ennek eloszlasfiiggvénye legyen = — F(z) = P(X; < z). (A
¥ paraméter itt sem fog szerepet jatszani.) Az X;-k eloszlasarol semmilyen ismeretiink nincs, példaul azt
sem tudjuk, hogy az eloszlasuk diszkrét-e, folytonos vagy egyik serrﬁ Hogyan tudjuk az X = (X1,...,X,)
egy x = (x1,...,T,) realizacioja alapjan az F eloszlasfiiggvényt ,megbecsiilni”, ugy, hogy n — oo esetén
a valodi eloszlasfiiggvényhez tarto eredményt kapjunk? Ezt a célt szolgalja az empirikus (tapasztalati)
eloszlasfiiggvény.

13.3.1. Definicio6. A Legyen n € N és legyenek X1, ..., X, fae. valoszintiségi valtozok. Az R — R,

I 1
= F(x) = — Tix,con=—|{i€{1,..., X; < 13.2
P B = D b = € ()] X <) (13.2)
fiiggvényt az X = (X1,...,X,) n elemd fae. mintahoz tartoz6 empirikus eloszlasfiiggvénynek nevezziik.

62025 6szétdl felkialtojeles af14.2.1] Definicio helyett.

72025 8szétdl felkialtojeles a14.1.1} Definicié helyett.

8Utobbira példa a kivetkezéképpen definialt X valoszintiségi valtozé: dobjunk fel egy pénzérmét, és ha fejet kapunk, dobjunk
fel egy kockat és legyen X a dobas eredménye, ha pedig irast, akkor legyen X egy U(0; 1) eloszlast, a kockadobastol fliggetlen
véletlen szam.




Fontos az elején rogziteni, hogy F¥ egy véletlen fiiggvény: a fliggvény értékei az Xy, ..., X, valoszintségi
valtozok értékeitdl fiiggenek.

A egyenletben szerepld definiciot az (X7, ..., X)) rendezett minta (lasd Definicio) segitsé-
gével a kovetkezs egyszert, explicit formulaval is megfogalmazhatjuk:

0, hazx <Xy,
Frz)=<% haX;<o<Xp,,, k=1,...n-1, (13.3)
1, haz>X.
Ez az atiras azt is mutatja, hogy az X = (Xi,...,X,,) barmely fix x = (z1,...,x,) realizacioja esetén

valoban eloszlasfiiggvényt kapunk: a —oo-ben vett hatarérték valoban 0, az co-ben vett hatarérték 1, és a
fliggvény monoton névs és (a definicioban szerepld szigoru egyenl6tlenségeknek koszonheten) balrol
folytonos.

A kovetkezo allitds megmutatja, hogy az empirikus eloszlasfiiggvény ,,jo becslése” a valodi eloszlasfiigg-
vénynek: varhato értékben minden pontban megegyezik vele, a szorasa pedig n fliggvényében csokken.
Tovabba az empirikus eloszlasfliggvény minden pontban (1 valoszintséggel) a valodi eloszlasfliggvényhez
konvergal n — oo esetén, vagyis ha kellen nagy elemszamu mintat vesziink, akkor egy tetszéleges x € R
pontban (1 valoszintiséggel) tetszblegesen megkozelithetjiik az eloszlasfiiggvény F'(x) értékét az empirikus
eloszlasfiiggvény Ff(x) értékével.

13.3.2. Allitas. Legyen n € N és legyenek X1, ..., X, figgetlen, azonos eloszldsi valdszintségi vdltozdk F
eloszlasfiiggvénnyel. Ekkor minden x € R esetén teljesiil, hogy

(1) B(F; (2)) = F(z),

(2) D*(F*(z)) = M, és

(3) P(limy o0 F*(z) = F(z)) = 1.

Bizonyitds. Legyen x € R. Az (13.2)) definici6 alapjan észrevehetjiik, hogy n - F(x) a fiiggetlen, azonos
eloszlast 1yx,«,) indikatorvaltozok Osszege, amelyek paramétere (és egyben varhato értéke) P(X; < ) =
F(z). Emiatt nF}(z) ~ B(n; F(z)). A binomialis eloszlas, illetve a varhato érték és a szorasnégyzet ismert
tulajdonsagai miatt tehat
" 1 1 Fa)(1 - F(x))
2 * _ 2 * _ _ x B €z

D (Fn(a:)) = ED (nFn(a:)) = ﬁnF(a:)(l — F(x)) = —
amint allitottuk. A (3) allitas igazolasa érdekében alkalmazzuk a fliggetlen, azonos eloszlasi 1y, <,y indi-
katorvaltozokra a nagy szamok erds torvényét (azaz a 9.2.1. Tételt). Ezek varhato értéke

]E(]I{X1<x}) = ]P(Xl < {E) = F(.’E)

(és a szorasnégyzetiik véges, pontosabban F'(z)(1— F(x))-szel egyenld), ezért a 9.2.1. Tétel szerint az atlaguk
1 valdszintiséggel a varhato értékiikhoz tart:

I 1l
P( lim F;(z) = F(a)) = P( lim ~ ;ﬂ{xi@} —E(Lx,<0y)) = 1.

Ezzel a (3) allitast is belattuk. O

A [13.3.2] Allitas (3) részénél tobb is igaz: az empirikus eloszlasfiiggvény nemcsak hogy minden pontban (1 valé-
szintséggel) konvergal a valédihoz, hanem (1 valoszintséggel) az egész szdmegyenesen egyenletesen konvergdl hozza,
azaz a két fliggvény kozotti tavolsdg nulldhoz tart. Ezt fogalmazza meg a kévetkezs tétel:



13.3.3. Tétel (Glivenko—Cantelli-tétel). Legyen n € N és legyenek X1,..., X, figgetlen, azonos eloszldsi vald-
szintiségi vdltozok F eloszldsfiiggvénnyel. FEkkor az x© — F)(x) fiiggvény 1 valdsziniséggel egyenletesen konvergdl
x — F(x)-hez, azaz
IP’( lim sup |F;($) — F(x)} = O) =1.
N—=0 zecR

Miért erésebb ez a tétel a Allitas (3) részénél? A Allitasban az a 0 valészintiségi esemény, ahol a (3)-beli
konvergencia nem teljesiil, elvileg x-t6l is fiigg. A Glivenko—Cantelli-tétel alapjan azonban ha vessziik ezen események
(megszamlalhatatlanul végteleniil sok nulla valészintségd esemény!) uniojat, akkor még mindig 0 valdszindségi
eseményt kapunk. A Glivenko—Cantelli tételt ezen az el6adéson nem bizonyitjuk, a bizonyitds megtalalhaté szinte
barmelyik matematikai statisztika tankonyben.

14. Becsléselméleti modszerek

Ebben a fejezetben ismét azt a helyzetet tekintjiik, amikor az X1, ..., X, mintaelemek eloszlasa egy 9 € ©
paramétertdl fiigg, és az ismeretlen ¥ paraméterre vagy annak valamilyen ¢ (1) fﬁggvényérdﬂ kivanunk egy
n elemi fae. minta valamilyen statisztikdja alapjan minél jobb becslést adni. Az itt részletezett becslési
modszerek id§ hianyaban nem lesznek kimeritek; az érdeklédSknek a mérndkinformatikus és gazdasagin-
formatikus MSc képzés Matematikai statisztika targyat ajanljuk.

14.1. Becslések tulajdonsagai, atlag és szoras becslései

2025-t01 ezt a részt az eddigieknél joval révidebben és kevésbé formdlisan tdrgyaljuk, de nem szamit kiegészitd
anyagnak.

14.1.1. Definicio. H Legyen adott egy X = (X1,...,X,) egy n elemd fae. minta, ahol a mintaelemek
eloszlasa egy ismeretlen ¥ € © C RY paramétertdl fiigg, és legyen 1v: RY — R egy fiiggvény. Legyen tovabba
T(X)=T(Xy,...,X,) a minta egy statisztikaja.

Azt mondjuk, hogy a T'(X) statisztika

(1) a 9(¥) paraméterfiiggvény egy torzitatlan becslése, ha minden ¥ € O esetén
Ey(T(X1,...,Xn)) = ¥(9),
ahol Ey jeloli a Py valosziniiség szerinti varhato értéket,
(2) a ¢ (¥) paraméterfiiggvény egy aszimptotikusan torzitatlan becslése, ha minden ¢ € © esetén

lim Eg(T(X,...,Xn)) = (),

n—oQ

(3) a 1(¥) paraméterfiiggvény egy erésen konzisztens becslésﬂ ha minden ¢ € © esetén

Py( lim T(X,..., X,) = () = 1. (14.1)

9A 2 is gorog betii, pszi-nek ejtjiik.

102025-t6] tovabbi intézkedésig nem felkialtojeles definicié. Helyette felkialtojeles a Definicio.

1 éteznek mas fogalmak is becslések konzisztencidjara, példaul a gyenge konzisztencia, ami ugyanazt fejezi ki, mint az erds
konzisztencia, csak az egyenletben szerepls 1 valoszintiségii konvergencia helyett valoszintiségben valé konvergenciaval.
Ha azt mondjuk, hogy egy becslés konzisztens, az alatt azt értjiik, hogy gyengén konzisztens. Amint a nagy szamok torvényeinek
témajanal mar lattuk, az 1 valoszintiségi konvergenciabol kovetkezik a valoszintiségben valé konvergencia, igy minden erdsen
konzisztens becslés konzisztens is. Vannak mas konzisztenciafogalmak is, amiket itt nem részleteziink, példaul a négyzetes
kéozépben valo konzisztencia, lasd a mérnok- és gazdasdginformatikus MSc képzés Matematikai statisztika targyat.



14.1.2. Definicié. |E| A Definicioban szerepld szituacioban ha T(X) és a minta egy masik T"(X) =
T(X1,...,X,) statisztikdja is torzitatlan becslése ¢ (¢)-nak, akkor azt mondjuk, hogy T'(X) legalabb
annyira hatasos, mint 7'(X), ha

D3(T(X)) < D3(T'(X)),
ahol D? jeldli a Py szerinti szérasnégyzetetm Ha T'(X) legalabb annyira hatasos, mint (1) barmely torzi-
tatlan becslése, akkor azt mondjuk, hogy T'(X) a ¥ () paraméterfiiggvény egy hatasos becslése.

Nyilvanvalo, hogy ha egy statisztika torzitatlan becslést ad egy adott paraméterfiiggvényre, akkor aszimp-

interpretalhatjuk, hogy barmely ¥ € ©-ra igaz, hogy ha 9 a valodi paraméter, akkor T(Xy,...,X,) egy
valoszintséggel tart 1 (9)-hoz.
Lassunk példat torzitatlan, aszimptotikusan torzitatlan, illetve erdsen konzisztens becslésekre!

14.1.3. Példa. A Definicioban szerepld szituacioban egy lehetséges 1 fliggvény a
© 39— ¢Y(¥) =Ey(Xy),

ha az Ey(X;) minden ¢ € © esetén létezik (azaz ha Ey(|X1]) < co minden ¥ € O esetén teljesiil). Ebben az

esetben a X X
T(Xl,...,Xn):Yn:M
n

mintadtlag a () = Ey(X;) paraméterfiiggvény egy torzitatlan becslése, mivel minden ¢ € © esetén
_ 1 <&
Ey(Xn)=—) Ey(X;)=Eyg(X
o(Xn) = ; 0(Xi) = Ey(X1)

(lasd a[13.2.2] Példat). Tovabba a nagy szamok erGs torvénye miatt ha feltessziik, hogy 9 a valodi paraméter,
akkor a mintaatlag 1 valészintiséggel () = Egy(X1)-hez konvergal. Forméalisan: minden ¢ € © esetén

Pﬂ( lim E:Eﬂ(xl)) —1.
n—oo

Emiatt T(X1,...,X,) = X,, erGsen konzisztens becslése is a () = Ey(X;) paraméternek.

14.1.4. Példa. Egy maésik lehetséges 1 fliggvény a
0 39— (V) = D3(X1),

ha Ey(X?) minden 9 € © esetén véges. Ebben az esetben a

T(X1,..., Xn) = (Sp)* = > (XX

korrigalt empirikus szoérésnégyzet torzitatlan becslése a
Y (0) = Dj(X1)
paraméterfiiggvénynek. Valoban, a[13.2.4L Allitas szerint minden ¥ € © esetén teljesiil, hogy

Es((S7)?) = D5(X1).

127 Definici6é idéntsl nem felkialtéjeles. Helyette viszont felkialtojelesnek szamit Mészaros Szabolcs jegyzetében a
felkialtojellel eredetileg nem megjelolt 4.2.2. Allités.

13Hasonléan és értelemszertien vezetheték be a ,(szigortian) hatésosabb”, a ,legfeljebb annyira hatasos” és a ,,(szigortian)
kevésbé hatasos” relaciok két torzitatlan becslés kozott.

10



Igy azt is lathatjuk, hogy a

T'(X1,..., Xn) =S == (Xi = X,,)° (14.2)

statisztika nem torzitatlan becslése D?(X;)-nek, hiszen (a vérhato érték linearitasa miatt, lasd a
Megjegyzést is)
—1 w2y 1o

Eg[(57)7] = 1D (Xu).

n

Eg[S2] = =

Ugyanakkor 7"(X1, ..., X,) = S2 is aszimptotikusan torzitatlan becslése D? (X7 )-nek, mert

. 21 qs n
g Bolnl = i =,

D (X1) = D§ (X1).

14.1.5. Példa. Egy becslés torzitatlansaga onmagéban nem garantalja a becslés josagat, példaul a hatasossé-
gat; eléfordulhat, hogy egy masik torzitatlan becslés szigorian hatasosabb nala. Legyen pl. (X7, X2, X3) fae.
minta U(¢; 14 9) eloszlassal, ahol 9 > 0 ismeretlen paraméter, és tekintsiik a T'(X1, Xo, X3) = X rendezett
mintaelemet mint (X7, Xo, X3) egy statisztikdjat. Gyakorlaton kordbban belattuk, hogy ¢ = 0 esetén X3
strtségfliggvénye

6x — 622, haO<uz<l,
Ixs (@) = 0, kiilénben.

Azt is kiszamoltuk mar, hogy E(X3) = 1/2, illetve a striiségfliggvény alapjan konnyen kiszamolhato, hogy
D?(X3) = 0,05. Altalanos ¥ > 0 esetén X1, Xo, X3-mat tgy is megkaphatjuk, hogy a (0, 1) intervallumon
egyenletes fae. Y7, Y5, Y5 val. valtozok mindegyikéhez 9-t adunk (koziiliik a 2. rendezett mintaelemet jelolje
Y5'). Ezért altaldnos O esetén E(X3) = E(Ys +9) = 1/2+9 = Ey(X;) és D*(X3) = D?(Ys +9) = D?(Yy) =
0,05. Ezért tehat a T(X1, X2, X3) = X statisztika torzitatlan becslése a ¢¥(9) = Ey(Xy) = ¢ + 1/2

paraméterfiiggvénynek. Ugyanakkor ez a statisztika nem hatasos: pl. S(X1, X2, X3) = X3 is torzitatlan
becslése 1(¥)-nak, a szorasnégyzete viszont

X1+ Xo+ X3 1, 1 1
SITA2T A8 22X, = —— = — < 0,05,
3 ) 3 (X3) 12-3 36

vagyis kisebb, mint T'(X7, X3, X3)-6. Tehat S(X1, X2, X3) hatasosabb, mint T'(X7, X2, X3).

D*(X3) = D*(

14.2. Maximum likelihood-becslés (2025-t6] kiegészité anyag)

A paraméterbecslés egyik modszere a mazimum likelihood mddszer, amelyet ebben az alfejezetben ismer-

tetink. A modszer lényege, hogy az X = (X1,...,X,,) n elemd fae. minta x = (z1,...,x,) realizicidja
alapjan meghatéarozzuk azt a . = 0. (x1,. .., x,)-gal jelolt paramétert, amely esetén a legvaloszintibb, hogy
(kozelitGleg) ezt a realizaciot kapjuk. Miutan meghataroztuk a T(x1,...,2,) = 9. (z1,...,x,) figgvényt, a

becslés eredménye a
T(Xqy,...,Xn) =0(X1,..., Xp)

statisztika lesz. (A becslés eredménye tehat a véletlen minta egy fiiggvénye, nem pedig a realizécioé — ezt
érdemes mindig észben tartani!)

Annak a matematikai lefrasara, hogy egy adott paraméter esetén milyen valoszintiséggel kapunk (koze-
litéleg) egy adott x1,...,x, realizaciot, bevezetjiik a likelihood-fiigguény fogalmat. A kiévetkezs definicio
hasznalja a[I13.1.1] Definicioban bevezetett py silyfiiggvényt és fy stiriségfiiggvényt.

14.2.1. Definicié. Legyenek Xi,..., X, fae. valoszintségi valtozok, amelyek eloszlasa egy ¥ € © C R?
paramétertdl fiigg.
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(1) Ha X; eloszlasa barmely ¥ € © esetén diszkrét és py jeloli a @ paraméterhez tartozo sulyfiiggvényt,
akkor az X = (X1,...,X,) n elemd fae. minta barmely (z1,...,x,) realizacidja esetén legyen

n
Ly(x1,...,20) = Hpﬂ(%‘)-
i=1

(2) Ha X; eloszlasa barmely 9 € © esetén folytonos és x — fy(x) jeloli a ¥ paraméterhez tartozo strt-

ségfliggvényt, akkor az X = (X1,...,X,,) n elemd fae. minta barmely (x1,...,x,) realizacidja esetén
legyen
n
Ly(z1,...,2y) = Hfg(mi).
i=1
AzR"™ = R, (z1,...,2,) — Ly(z1,...,z,) fliggvényt mindkét esetben (a ¥ paraméterhez tartozo) likelihood-

fliggvénynek nevezziik.

14.2.2. Megjegyzés. Diszkrét esetben az Ly likelihood-fliggvény a mintaelemek egyiittes eloszlasat irja le
abban az esetben, ha ¢ a valédi paraméter. Idézziik fel a Jelolésbdl, hogy ha A egy esemény,
akkor Py(A) jeloli az A valoszintségét, feltéve, hogy ¥ a valodi paraméter. FEzzel a jeloléssel az X, ..., X,
fliggetlensége miatt azt kapjuk, hogy

Ly(zy,...,2y) = Hpqg(xi) = HIP’@(XZ- =1z;) =Py(Xq1 =21,..., Xn = 2p).
i=1 i=1

Folytonos esetben pedig, ha ¢ a valodi paraméter, akkor mivel fy(x;) az X; valoszintségi valtozo stirtiség-

fliggvényének értéke az x; helyen,
n

Lﬂ(iCl, . ,.In) = Hfﬂ(ﬂ?z)

i=1
a fliggetlenség miatt megegyezik az Xi,..., X, valoszintiségi valtozok egyilittes stirtiségfiiggvényével. A
likelihood-fiiggvény szemléletes jelentése tehat ebben az esetben

Ly(z1,...,2n) = Hfﬁ(.’l:i) = H lim 1 Py(X; € [xs, 2 + Axy))

il bl Ax; 10 Aﬂfl
1
= li ——Py(X; € [z1, Azxy),..., X, € [Ty, A .

Aam\LO}{I}AxniO Axy ... Az, ﬁ( 1€ [z1, 21+ Azy) n € [Zn, @0 + x"))
Ezaltal nyer értelmet az a pongyola megfogalmazas, hogy Ly (z1,. .., z,) azt adja meg, hogy milyen valészind-
séggel kapjuk (kozelitsleg) (x1,...,x,)-t az (X1,..., X,,) realizaciojaként, ha 9 a valodi paraméter. Diszkrét
esetben kozelitésre nincs is sziikség: Ly(z1,...,T,) pontosan annak a valdszintsége, hogy az (z1,...,2y)
realizaciot kapjuk. Folytonos esetben ugyanez a valoszintiség azonban 0, ezért Lyg(z1,...,x,) valoban csak
azt adja meg, hogy milyen valoszintiséggel kapunk egy (z1,...,z,)-hez nagyon kozeli realizaciot.

14.2.3. Definicié. Legyen X = (X1,..., X,,) egy n elemii fae. minta, ahol a mintaelemek egy ¥ € © C R?
paramétertsl fliges eloszlassal rendelkeznek, és tegyiik fel, hogy (minden ¥ € © esetén) létezik az Ly
likelihood-fliggvény. Legyen x = (21, ...,2,) az X = (X1,..., X,,) egy realizacidja.

A maximum likelihood becslés ¥-ra az (z1,...,x,) realizacié alapjan az a ¥.(z1,...,z,) € O para-
méter, amely esetén a likelihood-fliggvény Ly(z1,...,z,) értéke maximalis. Formalisan kifejezve,

Du(T1y .oy Tp) :arg?ggLﬂ(xl,...,xn). (14.3)
Mas szavakkal, 9. (z1,...,z,) az a ¥ € © paraméter, amelyre teljesiil, hogy barmely ¢ € © esetén

Lﬁ*(Il ,,,,, In)(l’l,...7$n) Z Lﬂ/((lﬁl,...,l'n). (144)
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Elvileg elképzelhetd, hogy a egyenlet ¥, (z1,. .., x,) tobb értéke esetén is teljesiil, vagyis a maximum
nem szigord és a maximumhely nem egyértelmi, de a gyakorlatban ilyen probléma ritkan fordul els. Mint
ahogy az sem jellemz& probléma, hogy a likelihood-fiiggvénynek egyaltalan nincs maximuma.

Amint mar utaltunk ra, a maximum likelihood becslés végeredményeként egy statisztikat kapunk, vagyis
nem az (z1, ..., z,) realizacio, hanem az X = (X3, ..., X,,) valosziniségi vektorvaltozo egy fliggvényét. Errdl
sz0l a kovetkezd definicio:

14.2.4. Definici6é. A Definicioban leirt helyzetben vezessiik be a
T:R" >R, (z1,...,2n) = Pu(x1,...,240)

fliggvényt. Ekkor a
T(Xqy,...,Xn) =09(X1,..., Xp)

statisztika neve: maximum likelihood becslés ¥-ra.

Hogyan lehet a maximum likelihood-becslést a gyakorlatban kiszamitani? A [I4.3] egyenletben szerepld,
¥ szerinti maximalizalasi probléma egy egydimenziosszélsGérték-szamitasi feladat, ami elvileg az elsd féléves
analizistudasunkkal megoldhat6, ha a likelihood-fliggvény differencidlhato. Azonban a likelihood-fiiggvény
még viszonylag egyszert sily- vagy stiriiségfiiggvénnyel rendelkezs eloszlasok esetén is egy n tényezds szorzat,
amelynek a szorzat- és lancszabaly alkalmazaséval vald derivalasa hosszadalmas és kellemetlen mtvelet.
Gyakran segit, ha a likelihood-fiiggvény helyett annak a logaritmuséat probéljuk ¢ szerint maximalizalni,
ugyanis a logaritmus a szorzatokat Osszegekké alakitja, amit 1ényegesen konnyebb derivalni. Ezért vezetjiik
be a kovetkezs fogalmat.

14.2.5. Definicié. Ha (z1,...,2,) — Lyg(z1,...,z,) egy likelihood-fliiggvény, akkor az
R" >R, (x1,...,2,) = ly(z1,...,2n) =InLy(z1,...,2,)
fliggvényt log-likelihood-fiiggvénynek nevezziik.

Jegyezziik meg, hogy a log-likelihood-fiiggvény minden likelihood-fiiggvény esetén joldefinialt, mert a
likelihood-fliggvény definiciojaban szerepld sily- és stirtiségfiiggvények minden realizacidoban vett értéke pozi-
tiv. (Ezért is volt szlikségiink a lényeges értékek halmaza és realizacio — viszonylag bonyolult — definiciojaral)
A log-likelihood-fiiggvény pedig ugyanott veszi fel a maximumat, mint a likelihood-fiiggvény:

14.2.6. Allitas. Ha (T1,...,2n) = Ly(x1,...,zy,) egy likelihood-figguény és (x1,...,x,) — ly(x1,...,2n) =

In Ly(z1,...,z,) az ehhez tartozd log-likelihood-fiiggvény, akkor O € © esetén Ly(x1,...,x,) pontosan akkor
mazimdalis 9-ban, ha ly(z1,...,x,) mazimdlis 9-ban.
Bizonyitds. Az allitas a (természetes alapi) logaritmusfiiggvény szigort monotonitasabol kovetkezik. O

Ha a likelihood-fiiggvényt log-likelihood-fiiggvénnyé alakitjuk, akkor a maximum likelihood-becslésre az
alabbi eljarast adhatjuk (ez az eljaras csak akkor miitkodik, ha a log-likelihood-fliggvény differencialhato):

Eljaras (Maximum likelihood-becslés log-likelihood-fiiggvénnyel).

1. Rogzitett xq, . . ., xy, realizdcid és 9 € O paraméter esetén meghatdrozzuk a likelihood-fiigguény Ly(x1, . .., %y)
értékét.
2. Vessziik ennek (e alapi) logaritmusdt, igy megkapjuk ly(x1,. .., x,) értékét.

3. Az a9 ly(xy,...,x,) figguényt derivdljuk (9 szerint).

4. Megvizsgdljuk, hogy a derivdlt hol egyenld 0-val.
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5. Megvizsgdljuk, hogy a derivdlt zérushelyei lokdlis mazimumhelyek-e. (Emlékeztetink arra, hogy lokdlis
mazimumhellyel dllunk szemben, ha a mdsodik derivdlt az adott helyen negativ, vagy ha az elsd derivdlt
pozitivbdl negativba vdlt eldjelet az adott pontban.) Ha esetleg tobb lokdlis mazimumbhely is van, akkor
ezek kozil az lesz a globdlis maximumhely, ahol a likelihood-fiigguény értéke a legnagyobbE

6. Tegyiik fel, hogy egy egyértelmi@ V. (a1, ..., Ty) globdlis mazimumbhelyet kaptunk. Ekkor 9.(X1,...,Xn)
lesz a keresett mazximum likelihood becslés.

Az alabbiakban bemutatjuk a modszert egy diszkrét és egy folytonos példan, egyéb példakkal pedig a
gyakorlatokon (és a vizsgakon) talalkozhatunk.

14.2.7. Példa (Maximum likelihood modszer, diszkrét eset: Poisson-eloszlas). A fenti eljarast alkalmazzuk

a Poisson-eloszlas esetére: tegyiik fel, hogy az X;,..., X, mintaelemek peremeloszlasa Poisson-eloszlas is-
meretlen ¥ > 0 paraméterrel. Legyen (z1,...,z,) az (Xi1,...,X,) egy realizacidja, vagyis egy n darab
nemnegativ egész szambol allo vektor. A tovabbiakban elGszor tegyiik fel, hogy az x4, ..., x, szamok koziil

legalabb az egyik nem nulla.

1. Mivel g
pﬂ(xz) :]P)'L?(Xz :xz) = 'e_ﬁv 1= 17' 7k7
€Z;:
ezért 5
n n 19% L 19 ?:1 x4 o
Lﬁ($17--~73«"n)ZHpﬂ(l‘i)ZH?i!e Zme .
i=1 i=1 =
2. A log-likelihood filiggvényre tehat a logaritmus azonossagait hasznalva azt kapjuk, hogy
Pi=1 Ti n n
ly(x1,...,2,) =In (Hnil,efmﬁ = 1n192x¢ - Zln(xil) — nd.
i=1Ti: i=1 i=1

3. A log-likelihood fiiggvényt ¢ szerint derivaljuk:

0 1<
%lﬁ(ml,...,xn) = Egml—n

4. Lathatjuk, hogy a derivalt alakja meglehetGsen egyszert, vagyis a logaritmus alkalmazéasa val6ban
hasznos volt. A derivalt zérushelyét is konnyd meghatarozni:

n 1 n
in—n:O & 19252@»:@.
i=1 =1

Vagyis a log-likelihood-fiiggvény (és a likelihood-fiiggvény) egyetlen zérushelye a mintaatlag realizaci-
Oja, vagyis a realizaci6 elemeinek szamtani kdzepe.

lg(xl,...,xn):O <~

| =

0

5. Ebben a pontban a log-likelihood-fliggvénynek szigori lokalis maximuma van, mivel a masodik derivalt
értéke barmely 9 € © pontban negativ:

> P an <0
819219301,...735“ = ?92i:1x1 .

Mivel ez az egyetlen lokalis szélsGérték van és a © = (0, 00) paramétertartomany egy nyilt intervallum,
a kapott maximum globalis is.

1 Amennyiben a © paramétertartomany nem az egész R?, akkor vizsgalni kell azt is, hogy a tartomany hatéran nincs-e
maximumbhely.
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6. A log-likelihood-fiiggvény tehat a
Dy (z x):fgx-:x
k(Lly--eydn n 4 7 n

pontban lesz maximalis. Igy a maximum likelihood becslésiink:

1 n
(X1, X EZ =X,. (14.5)

Ha z; = ... = &, = 0, akkor a likelihood-fiiggvénynek nincs a (0,00) intervallumon lokilis maximuma. A
globalis maximum ekkor a © hatéarén, a ¥ = 0 pontban vétetik fel. (Interpretacio: minél kisebb ¢ > 0, annal
valészintibb, hogy minden mintaelem értéke 0.) Ebben az esetben tehat 9. (z1,...,z,) = 0, vagyis ekkor is
igaz, hogy J.(z1,...,2,) = Tpn. A egyenlet tehat mindig teljesiil.

14.2.8. Példa (Maximum likelihood modszer, folytonos eset: exponencialis eloszlas). A fenti eljarast al-
kalmazzuk az exponencidlis eloszlas esetére: tegyiik fel, hogy az Xi,..., X, mintaelemek peremeloszlasa
exponencialis eloszlas ismeretlen ¥ > 0 paraméterrel. Legyen (z1,...,2,) az (X1,...,X,) egy realizacidja,
vagyis egy n darab pozitiv valés szambol allo vektor.

1. A mintaelemek strtségfliggvénye
fo(ai) = e, i=1,...,n,

igy a likelihood-fiiggvényre a kovetkezd kifejezés adodik:
n n
Ly(x1,...,2n) = H fo(zs) = H Ye U = YreV iz T,
i=1 ;

2. A log-likelihood-fiiggvény tehéat

lo(x1,...,2p) =1n (ﬁ”e_ﬁzz;”“) =nlnd — ﬁixi.

i=1

3. A log-likelihood fiiggvényt 1) szerint derivaljuk:

0 n
%lnlﬂ(xl,...7 n 76721

4. A derivalt zérushelyét ismét egyszerii meghatarozni:

P noy " :
| ) = 52 %= ST w T
oY nly(z1,...,20) =0 < (S} Z:xl 0 < © YT Tn
5. Mivel
2 n
Wlnlﬂ(xl,..-7xn):_ﬁ

minden ¥ > 0 esetén negativ, a kapott zérushely lokalis maximumbhelye a log-likelihood-fiiggvénynek.
Mivel ez az egyetlen lokalis maximumhely és © = (0,00) egy nyilt intervallum, ez egyben a (log-)-
likelihood-fiiggvény egyetlen globalis maximumbhelye.
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6. A maximum-likelihood becslés az (x1, ..., z,) realizacio alapjan tehat

n 1
U yeeedn) = &S T -
(o o) YT T
Igy tehat a keresett maximum likelihood becslés
n 1
(X1, o, X)) = = = =—.
( 1 ) zi:1 Xi Xn

14.2.9. Megjegyzés. Az el6zé két példa azt is megmutatja, hogy a maximum likelihood becslés lehet torzitatlan
becslése ¥-nak, de nem mindig az. Ugyanis az ismeretlen 9 paraméterti Poisson-eloszlas esetén ¢ éppen
megegyezik Ey(X1)-gyel, a mintaelemek varhato értékére pedig az ¥, (X1, ..., X, ) = X,, mintadtlag mindig
torzitatlan becslés (vo. Példa). Ezért ebben az esetben a maximum likelihood becslés torzitatlan
becslése a ¥ paraméternek.

Ugyanakkor az exponencidlis eloszlas esetén

—_

B (0.(X1,. .., Xn)) = Eg =T =0

i
9

Z?:l Xi) 7 Z?:l Eﬁ(Xi)

Tehat ha ¥ a valodi paraméter, akkor Ey (9. (X1, ..., X)) nem egyezik meg 9¥-val, tehat a maximum likeli-
hood becslés nem torzitatlan becslése ¥-nak

A likelihood-fiiggvény log-likelihood-fliggvénnyé alakitésa kiilonGsen abban az esetben segithet, ha a min-

tat alkoto fiiggetlen, azonos eloszlasu X; valdszintiségi valtozok suly- illetve stirtiségfiiggvényében exponen-
cidlis tényezdk is szerepelnek. FErre példa a Poisson-eloszlas, az exponencialis eloszlas vagy fliggetlen expo-
nencialisok 0sszegének eloszlasa, illetve a normaélis eloszlas — amelynek a szituaciotol fiiggéen lehet egy vagy
két ismeretlen paramétere is. Vannak azonban olyan eloszlasok is, ahol érdemes kozvetleniil a likelihood-
fliggvényt maximalizalni, anélkiil, hogy a logaritmuséat vennénk, s6t a maximalizalast nem feltétleniil derivalas
segitségével érdemes végezni. Lassunk erre is egy példat!
14.2.10. Példa (Maximum likelihood moédszer: egyenletes eloszlas ismeretlen alsé végpontu intervallumon).
Legyenek Xi,..., X, fiiggetlen és U(—1;0) eloszlasi, tehat a (—9,0) intervallumon egyenletes eloszlast
valoszintiségi valtozok, ahol ¢ > 0 egy (ismeretlen) paraméter. Adjuk meg a ¥.(Xq,...,X,) maximum
likelihood becslést!

Az egyenletes eloszlas tulajdonségai miatt az fy stirdségfiiggvény

foe) = {}9, ha x € (—0,0),

0, kiilonben.

Igy a likelihood-fiiggvény (X1, ..., X,,) barmely (z1,...,z,) realizicija esetén

Ly(x1,...,2pn) =

ﬁ%, ha x1,x9,...,2, € (=9,0),
0, kiilénben.

Vegyiik észre, hogy ebben az esetben X; lényeges értékeinek S§}’? = (—9,0) halmaza fiigg a ¥ paramétertdl,
az intervallum hosszanak csokkentésével pedig a likelihood-fiiggvény értéke az (z1,. .., z,) pontban szigorian

15 Az el6bbi ,,#£” allitast itt részletesen nem bizonyitjuk, de dltalaban igaz az, hogy barmilyen szigortan konvex f fiiggvény és
X valoszintiségi valtozo esetén E(f(X)) > f(E(X)), és egyenl8ség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha X 1 valészintiséggel konstans.
(Ennek egy specialis esete az az altalunk mar ismert allitas, hogy E(X?2) > E(X)?2, — tehat D?(X) > 0 — és egyenlSség — vagyis
D?(X) = 0 — akkor és csak akkor all fenn, ha X 1 valészintiséggel konstans.) Itt f(z) = 1/x (ami (0, c0)-n szigortan konvex)
és X =37 | X; (és P helyett Py-rol van szo).
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monoton csokken. Az intervallum hosszat mindaddig csokkenthetjiik, amig az (x1,...,2,) az (X1,...,X,)
egy realizacidja marad, azaz amig

min{zy,...,x,} > =0,
azaz ¥ > —min{x1,...,z,}. Igy a likelihood-fiiggvény éppen abban a hatéresetben lesz maximalis, ami-
kor —min{zy,...,z,} = ¢¥. (Ebben az esetben (x1,...,2,) mar éppen nem realizacio, de barmely ¢ >
—min{z; ..., x,} esetén igen.) Ezért az (z1,...,x,) realizacidhoz tartozé maximum likelihood becslésiink
(x1, ..., ) = —min{x1, ..., 2, },

a maximum likelihood becslésiink pedig
He( X1, .., Xp) = —min{X,,..., X} = —X7.

Zarasul lassunk egy olyan nevezetes példat a maximum likelihood médszerre, ahol az ismeretlen para-
méter lehetséges értékeinek szdma megszamlalhato, ezért a maximalizalas soran a (log-)likelihood-fliggvény
derivalasa széba sem johet.

14.2.11. Példa (Hany hal van a toéban? — avagy a hipergeometriai eloszlas maximum likelihood becslése).
Egy toban ismeretlen szamu hal él (a halak szama egy pozitiv egész szam). A kornyékbeli halaszok szeretnék
humanus mdédon megbecsiilni, hogy hany hal él a toban, ezért kifognak j > 1 darab kiilonb6z6 halat, ezeket
megjelolik egy-egy olyan chippel, ami nem artalmas a halakra, majd visszaengedik Gket a toba. Ezutan
pedig kifognak n > 1 darab kiillénb6z6 halat a toébol és ezek kozott 0 < x < n darab jeloltet taldlnak. Mi a
maximum likelihood becslésiink a jeloletlen halak & szaméara?

Az egyetlen ismeretlen paraméteriink k, amely egy nemnegativ egész szam. Mivel a kiilonb6zd halak
valasztasa egy urnabol valo visszatevés nélkiili huzasnak felel megiﬂ a likelihood-fliggvény

i (K

(2) ()
e

(S
(Ezt Li(z) helyett jelolhettiik volna py(z)-szel is, hiszen az z szam egy egyetlen elemt minta realizacioja,
tehat a likelihood-fiiggvény tulajdonképpen az ismeretlen k paramétertsl fliggs sulyfiiggvény.) A feladatunk
tehat az, hogy ezt a likelihood-fliggvényt a k paraméter szerint maximalizaljuk, amely csak nemnegativ egész
értékeket vehet fel (a paramétertartomany © = N). Ebben segitene, ha tudnank, hogy k = 0-t6l indulva és

k-t egyesével novelve Ly (x) egy darabig szigorian monoton novekszik, majd legfeljebb egyszer nem valtozik,
ami utédn szigortan monoton cstkkenésbe kezd. Igazoljuk elGszor ezt az éllitast. Ha k > 1, akkor

Li(z) = Pi(n kifogott halbol pontosan x jelolt) =

L@ _ GO0 kGrk-m)
Lia(e) () (k=(m—-2)G+k) ~
pontosan akkor teljestil, ha
jn .
k <= - J
x

illetve ugyanez igaz ,,>" helyett ,,>"-vel és,,<” helyett ,,<™-vel az utobbi két egyenlétlenségnél. Igy ha % ¢ N,
akkor k = [ 2% ] — j a maximum likelihood becslés k-ra, mert k ezen értékéig a likelihood-fiiggvény szigortian
monoton ng, innentsl kezdve pedig szigortian monoton csokken. Ha viszont Z* € N, akkor két maximum

likelihood becslés is van (azonos maximumértékkel): k = 4% — j és k = %

- — 7 — 1. Az 0sszes hal szamara,

J + k-ra a maximum likelihood becslés értelemszertien L%J, ha % ¢ N, illetve % és % —1, ha % eN.

16Egy olyan urnamodell esetén, ahol az urnaban 1évé minden goly6 vagy kedvezd, vagy kedvezdtlen, és az urnabol rogzitett
szdmu golyot huzunk visszatevés nélkiil, a kihazott kedvezs golyok szaméanak eloszlasat hipergeometriai eloszlasnak nevezziik.
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14.3. Momentumbecslés (2025-t6] a [14.3.1} Definiciot kivéve kiegészité anyag)

Egy maésik fontos paraméterbecslési modszer a momentumok maodszere. Ehhez elGszor vezessiik be a momen-
tumok és az empirikus momentumok fogalmat:

14.3.1. Definicio. 8 Legyen k egy pozitiv egész szam és X egy valoszintiségi valtozo. Ha E[|X|*] < oo,
akkor az X k. momentuman az E[X*] € R mennyiséget értjiik.

14.3.2. Definicié. Legyen k egy pozitiv egész szam és legyenek Xi,..., X, fiiggetlen, azonos eloszlasu
valoszintiségi valtozok. Az (Xq,...,X,) n-elemtd fae. minta k-adik empirikus momentuman az

1 n
Mg = 72 Xk
k= i
i=1
statisztikat értjiik.

A momentumok modszere kiiléndsen akkor lesz hasznos, ha egynél t6bb paraméteriink van. Ilyen pél-
daul a normaélis eloszlas ismeretlen o varhato értékkel és ismeretlen o2 szorasnégyzettel, ahol az ismeretlen
paraméterek vektora ¥ = (u,02) € R2, ahol u € R és 02 > 0. Vagy ilyen példaul az egyenletes eloszlas
egy ismeretlen kezdd- és végpontu (a,b) intervallumon, ahol a paramétervektor ¥ = (a,b) € R? valamely
—00 < a < b < oo valos szamokra.

Altalaban tegyiik fel, hogy az X = (X1,...,X,,) fae. minta elemeinek eloszlasat meghatérozo ismeretlen
paraméterek vektora ¥ = (¥1,...,0%), amely egy © C R* halmaz egy eleme. Tegyiik fel azt is, hogy az
X1,...,X, mintaclemeknek a paraméter barmely valasztasa esetén létezik az els6 k momentuma. Ezek a
momentumok természetesen a 1, ..., paraméterek fiiggvényei:

mi :gl(ﬁlv"'719k))7
mo = 92(1917 v 719}€)u

my = gr(V1, ..., Vk)
valamely g1, g2, ..., gr: RF — R fiiggvényre. A
(W1, 0k) = g1, .., 0) == (91 (01, .-, Ok),s oo s g (D1, .-, k)

leképezés tehat egy g: RF — R* fiiggvény, vagyis egy vektormezs. Ha ennek a vektormezének létezik inverze,
akkor jeloljiik ezt h = (hy, ..., hi)-val. Ezen inverz segitségével a momentumok ismeretében megkaphatjuk
ad=(v,...,9) paramétert:

’191 = hl(ml, . 7’l’n;{;),
’192 = hg(ml, e ,mk),
By = he(ma, .., i)
14.3.3. Definici6é. A fenti szituacioban az ¥ = (¢4, ...,9,) paramétervektor momentumbecslésén az

ﬁ = (1/9\1, .. 71§k) vektort értjiik, ahol
¥ = hi(My, ..., M), i=1,...,k,
és m; az i-edik empirikus momentumot jeloli.

Differencialhaté g leképezés esetén az h = (hy,...,h) inverz létezésének sziikséges feltétele, hogy g
Jacobi-determinansa a © halmazon sehol se legyen 0. Léassunk példakat a momentumbecslésre:
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14.3.4. Példa (Momentumbecslés: normélis eloszlas). Legyenek X, ..., X, fiiggetlen és egyenként N(u;o?)
eloszlasti valoszintségi valtozok, ahol u € R és 0 > 0. Az elsé k = 2 momentumot ¥ = (u,0?) esetében
ekkor a kovetkezSképpen kaphatjuk meg:

my = ]EQ(Xl) = W,
ma = By (X7) = D§(X1) + Eg(X1)* = 0% + ps*.
Ebben az esetben a g: (1, 0%) — (1, 0% + p?) leképezés természetesen invertélhatﬂ

H=mi,

o2 zmg—m%,

azaz az inverz fiiggvény képlete h: (my, mg) — (my, ms —m?). Igy a momentumbecslésiink

ﬂ:mlzXna
n
— . N 1 9
2=y —mi == X7 -X, .
n
i=1

Az gy —m? pedig éppen a (14.2)) egyenletben definialt S? statisztikaval (azaz az empirikus szorasnégyzettel,
vagyis a korrigalt empirikus szorasnégyzet (n — 1)/n-szeresével) egyezik meg, ugyanis

, 1 e I &, 28 Igmn—2 Im s o2 —2 .
S2==) (Xi—X,)’ = ﬁZ;Xi —Ez;XiXﬁ—ﬁZ;Xn = EZXi —2X,, + X, =ing—m2. (14.6)
1= 1= 1=

n < :
i=1 =1

Ez az egyenlGség pedig barmilyen eloszlasti minta esetén igaz.

14.3.5. Példa (Momentumbecslés: egyenletes eloszlas). Tegytik fel, hogy az Xi,..., X, fliggetlen, azonos
eloszlasu valoszintiségi valtozok az (a,b) intervallumon egyenletes eloszlastak, ahol most az ismeretlen para-
méterek vektora ¥ = (a,b), —oo < a < b < oo. Ekkor az egyenletes eloszlas tulajdonsagai alapjan az els6
k = 2 momentum a kovetkezs:

a+b
my =By (X1) = ——,
- 2y _ 2 o (b—=a)?  ra+b\2  (b—a)®+3(a+b)?
my = Ey(X7) = Dy(X1) + Ey(X1)" = D + ( 5 ) _ o .
Tehat azt kapjuk, hogy
b— a)?
( 12@) = My —m? = b—a: 2 3(m2 _m%)
és
a+b= 2m1.

(Vagyis itt is invertalhaté leképezéssel allunk szemben; ellendrizhetjitk, hogy az a,b szerinti derivalassal
kapott Jacobi-matrix determindnsa —oo < a < b < 0o esetén sohasem 0.) Ezzel tehat egy lineéris egyen-
letrendszert kaptunk a-ra és b-re, ami —0o < a < b < oo esetén mindig egyértelmiien megoldhatd. A

megoldés
a=my — /3(ma —m2),

b=mi + 1/3(ma —m?).

TEbben az esetben a Jacobi-matrixot tgy kell kiszamitani, hogy valtozoként o2-et (és nem o-t) tekintjiik, igy a Jacobi-matrix:
] 2]
G (m0®) 585 mo?)] {1 0]
o) - 2] -
%2 (u,0%)  $%5(uo?)| " L2 o

2

Ennek determinénsa o<, ami a © paramétertartomanyon sehol sem 0.
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Felhasznalva az my — m? = S2 egyenletet (vo. (14.6)), azt kapjuk, hogy a momentumbecslés

| — 1/3(fg — M2) = X, — /352,

L+ 1/3( — 2) = X, + /352

Q)
|
3

)
|
3

15. Konfidenciaintervallumok

15.1. Alapfogalmak: konfidenciaintervallum, folytonos eloszlas kvantilisei

Az eddig ismertetett maximum likelihood becslés és momentumbecslés a pontbecslések kategoriajaba tartoz-
nak, mivel az ismeretlen 9 paraméterre (vagy annak valamilyen fliggvényére) vonatkozo becslésiink eredménye
egy, a mintatol fligegs ,pont”, vagyis egy valds szam vagy vektor. Bar a pontbecslés bizonyos értelemben a
véletlen mintaeredmény ismeretében a ,legjobb tippiinket” adja meg a paraméterre, a gyakorlatban ritkan
fordul el§, hogy a valodi paraméter valoban koézel van a becslésiink eredményéhez. Ezért ebben a fejezet-
ben bevezetjiik a konfidencia-intervallumokat, amelyek az intervallumbecslésekhez tartoznak. Itt a becslés
eredménye egy olyan, a realizaciotol fiiggs intervallum, amelybe a valodi ¥ paraméter egy elére megadott
1 — ¢ valoszintiséggel beletartozik. Ezt a valoszintiséget az intervallum hosszanak ndvelésével 1-hez tetsz6le-
gesen kozelivé tehetjiik, példaul gyakran valasztjuk 0.99-nek (itt a hibavalészintség € = 0.01) vagy 0.95-nek
(e = 0.05). Ezt irja le formalisan a kovetkez6 definicio.

15.1.1. Definici6é. Legyen X = (Xi,...,X,) egy n elemd fae. minta, ahol a mintaelemek eloszlasa egy
¥ € © C R? paramétertdl fiigg, legyen ¢: R? — R egy fiiggvény, és legyen 0 < ¢ < 1. Azt mondjuk, hogy a
[T1(X), T2(X)] intervallum (pontosan) 1 — e szintii konfidenciaintervallum a (1) paraméterfiiggvényre,
ha

Py(T1(X) < 9(0) < Tr(X)) =1 —c¢,

minden ¥ € © esetén.

15.1.2. Megjegyzés. 1. A definicioban szerepls T1 (X) és T»(X) intervallum-végpontok az X minta statisz-
tikai, tehat a véletlen mintatol fliggenek, de a realizacio ismeretében mar nem véletlenek.

2. Pontosan 1 — ¢ szintd konfidenciaintervallum altalaban csak akkor adhaté meg, ha X5, ..., X,, perem-
eloszlasa folytonos. Diszkrét esetben altalaban legaldbb 1 —e szintd konfidenciaintervallumokrol szokéas
beszélni, ahol a definicibban ,= 1 — ¢” helyett ,> 1 — &” szerepel. Ennek ebben a kurzusban nem lesz
nagy jelentGsége.

Miel6tt példakat mutathatnank a konfidenciaintervallumra, sziikségiink van még a kvantilis fogalméra is.
Ezt is csak folytonos valoszintiségi valtozok esetén vezetjiik be.

Legyen X folytonos valoszintiségi valtozo. A 4.2.1. Definici6 értelmében ez azt jelenti, hogy X-nek létezik
az fx stirtiségfiiggvénye. Tudjuk, hogy ebben az esetben az z — Fx(x) eloszlasfiiggvény folytonos. Az
egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy a stiriiségfliggvény pontosan egy I nyilt intervallumon nem 0 (azaz I
minden pontjaban pozitiv, R \ I minden pontjaban pedig 0). Erre példak:

1. az egyenletes eloszlas, ahol I = (a,b), —o0o < a < b < o0,
2. az exponencidlis eloszlas, ahol T = (0, c0),
3. és a normalis eloszlés, ahol I = (—o0,0) = R.

Ekkor az I intervallumon az Fx eloszlasfliggvény szigortan monoton nd. Tovabba ha az I intervallum (a,b)
vagy (a,o0) alaki, akkor Fx(z) = 0 minden z < a-ra teljesiil, és ha az I intervallum (a,b) vagy (—oo,b)
alakt, akkor Fix(z) = 1 minden x > b-re teljesiil. Ebbdl az kovetkezik, hogy létezik az

Fit:(0,1) =1, ye Fx'(y)
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inverzfiiggvény (ahol x € T és 0 < y < 1 esetén z = Fy'(y) pontosan akkor teljesiil, ha y = Fy(x)).
Ez az inverzfiiggvény is folytonos és szigortian monoton névé. Fontos azonban hangstlyozni, hogy Fy !
értékkészlete altalaban nem az egész R, hanem csak I. Valoban, az el6bbi példak azt mutatjak, hogy a 0
értéket az Fx vagy végtelen sok helyen felveszi (pl. egyenletes és exponencialis eloszlas) vagy sehol nem veszi
fel (pl. normalis eloszlas), hasonloan az 1 értékhez.

15.1.3. Definicié. Legyen X folytonos valészintiségi valtozé F'x eloszlasfiiggvénnyel és fx stirtiségfiigg-
vénnyel, és tegyiik fel, hogy létezik egy olyan I nyilt intervallum, hogy minden x € R esetén fx(z) # 0
pontosan akkor teljesiil, ha = € I.

Legyen 0 < y < 1. Ekkor az Fgl(y) € I pontot az X y-kvantilisének nevezziik. Az %—kvantilist
(y = 1/2) mediannak nevezziik.

Ha x az X y-kvantilise, akkor teljesiil, hogy
Fx(z) =P(X <) =y,

vagyis X pontosan y valoszintiséggel vesz fel z-nél kisebb értékeket. A median esetén y = 1/2, vagyis annak
a valoszintsége, hogy X < x, megegyezik annak a valdszintségével, hogy X > x (s6t a folytonossag miatt
az X > x valoszintséggel is). Ilyen értelemben a medidn valoban az empirikus median, vagyis a ,rendezett
minta kozéps6 eleme” (paros elemszamnal a két kozépss atlaga) egyfajta analogiaja.

Példaul diszkrét valdszintségi valtozd esetén elképzelhetd, hogy a 0 < y < 1 értéket az eloszlasfiiggvény
atugorja. Példaul a szabélyos kockadobas eloszlasfiiggvénye az 1/12 értéket sehol nem veszi fel, mert 0-r6l
egybdl 1/6-ra ugrik (az z = 1 pontban). Emiatt az y-kvantilis fenti definicioja csak akkor helyes, ha a valo-
szintiségi valtozo eloszlasfliiggvénye folytonos, de a definici6 — némi technikai nehézség aran — altalanosithato
diszkrét valészintiségi valtozokra is.

15.2. Konfidenciaintervallum normalis eloszlas varhato értékére ismert szoras
esetén

Kovetkezzék most els6 példank a konfidenciaintervallumra, amely valosziniileg a legismertebb példa is a
témakorben:

15.2.1. Példa. Legyenek Xi,..., X, ~ N(u;0?) fae. valoszintiségi valtozok, ahol a normalis eloszlas u € R
vérhato értéke ismeretlen, de o2 > 0 szorasnégyzete adott. e € (0,1) esetén szerkessziink 1 — ¢ szintt
konfidenciaintervallumot a normalis eloszlas varhato értékére ugy, hogy annak hossza a lehetd legkisebb
legyen!

Mivel az
1 _ =2

fule) = ———e™ 5

2mo

stirtiségfiiggvény az = pont p-t8l valo tavolsiga fliggvényében szigoriian monoton csékken (barmi is legyen a
p paraméter értéke), ezért adott e esetén a legrévidebb 1 — e szintii konfidenciaintervallumot akkor fogjuk
kapni, ha azt az X,, mintaatlag koriil szimmetrikusan valasztjuk, vagyis

[X7n — Te, X, + 7'5]

alakban, ugy, hogy o o
Ppe[X,—re, Xn+re])=1—¢ (15.1)

minden p € R esetén teljesiiljon. A feladatunk tehat az r. (e-tol fiiggs) értékének meghatarozésa.
A mintaatlag eloszlasa a normalis eloszlas ismert tulajdonsagai alapjan:

1 <&
X, =~ X; ~ N(p; 0% /n).
nZ:: , (1;0%/n)

L ~N(p;0?) fae.

~N(np;no?)
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Ebbél kovetkezik, hogy o o
Xn —p _ Vn(Xn — p)
a/\/n o

Fejezziik ki most a (15.1]) egyenletet az @\/ﬁ valoszintségi valtozo segitségével:

~ N(0; 1). (15.2)

Pp€Xn—re, Xp+r])=1—¢ & P (—re<X,—pu<r)=1-c¢

& Pu(f%\/ﬁg 7“\/ﬁ§%\/ﬁ):1*6-

g

Xn

Az utébbi pedig (szokas szerint ®-vel jelolve a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét) pontosan akkor
teljesiil, ha

o(Eyn) —o(-Zvn) =20(Eyn) —1=1-¢,
o o o
vagyis atrendezve

@(;5\/5) =l-3 (15.3)

A ®: R — (0,1) eloszlasfiiggvény egész R-en szigortian monoton nd, tehét létezik a ®~1: (0,1) — R in-
verzfiiggvény, amely szintén szigortian monoton né. Igy tehat (15.3) mindkét oldalara ®~'-t alkalmazva azt
kapjuk, hogy

“Vn=07(1-¢/2)

vagyis
re = 311 —¢/2).
n

A végeredmény megadaséhoz vezessiik be 0 € (0,1) esetén az
us =@ 1(1-6) (15.4)

jelolést! Vegyiik észre, hogy ez éppen a standard normalis eloszlas 1 — d-kvantilise, hiszen ha X ~ N(0;1),
akkor
P(X < us) = ®(us) = (> (1 - 6) =1-0.

Igy tehat

és a keresett konfidenciaintervallum

Eredményeinket a kovetkezg allitasban foglaljuk Gssze.

15.2.2. Allitas. Legyenek X1, ..., X, fae. N(u;0?) eloszldsi valdszintiségi vdltozok, ahol a p vdrhato érték
ismeretlen és a 0® > 0 szordsnégyzet ismert, és jeldlje X,, a mintdhoz tartozé mintadtlagot. Ekkor ¢ € (0,1)
esetén a p vdrhato értékre eqy 1 — e szintd konfidenciaintervallum a kévetkezd:

OUg/2 ——  OUg/2

[T(X), Ta(X)] = [Xn —

ahol u. /o a standard normdlis eloszlds 1 — e /2-kvantilise.

15.2.3. Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy
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1. minél nagyobb a minta elemszama, annal kevésbé hosszi konfidenciaintervallum sziikséges (vo. nagy
szdmok torvénye),

2. minél nagyobb a szoras, annal hosszabb konfidenciaintervallum sziikséges (nagy szoras esetén ,lapo-
sabb”, jobban szétteriil§ a stirtiségfiiggvény),

3. minél kisebb az € hibaszint, annél hosszabb konfidenciaintervallum sziikséges (mert 1—e valoszintséggel
kell p-nek a konfidenciaintervallumba esnie, ha p a valoédi paraméter).

Az olvasoban joggal meriilhet fel a kérdés: hogyan kell a normaélis eloszlas szorasnégyzetére konfidenciain-
tervallumot szerkeszteni, ha a varhato érték ismert? Illetve hogyan lehet a normalis eloszlas varhato értékére
akkor is konfidenciaintervallumot megadni, ha a széras ismeretlen? A fejezet hatralévs részében errdl lesz szo.
Elgszor a fejezetben bevezetiink két tjabb nevezetes eloszlascsaladot, a y2- és a Student-eloszlasokat,
és megismerjiik ezek kapcsolatat a normalis eloszlasi fae. mintakkal. A Student-eloszlas a fejezetben, a
hipotézisvizsgalatnal is fontos szerephez fog jutni. Az itt ismertetett allitdsokat nem bizonyitjuk, a bizonyi-
tasok irant érdekl6dd olvaso szaméra a mérndk- és gazdasaginformatikus MSc képzés Matematika statisztika
targyat (vagy barmelyik matematikus BSc képzés megfelels targyat) ajanljuk. Ezek utdn a[15.4] fejezetben
az ismert varhato értékd normalis eloszlas szorasara, a[I5.5] fejezetben pedig az ismeretlen szorast normélis
eloszlas varhato értékére vonatkozo konfidenciaintervallum konstrukciojat ismertetjiik.

15.3. x%-eloszlas, Student-eloszlas és tulajdonsagaik (2025-t61 kiegészité anyag)

15.3.1. Definici6. Legyenek Xi,..., X, fae. N(0;1) eloszlést valoszintiségi valtozok. Ekkor > | X7? el-
oszlasit n szabadsagfoku y2-eloszlasnak (ejtsd: khi-négyzet-eloszlasnak) nevezziik. Jelolés: X ~ x2(n).

15.3.2. Allitas. Legyen egy n pozitiv egész szam. Ha az X valdszintiségi vdltozd n szabadsdgfokii x2-eloszldsi,
akkor a striségfiiggvénye

n/2—1_—x/2
Fula) = § PTGz ter =0
0, ha x < 0.

Itt T az ugynevezett Euler-féle Gamma-fiiggvény, amelyre I'(n/2) rekurzivan a T'(1/2) = /m, I'(1) =1
ésT(r+1) =rT(r), r € [0,00) egyenletekbsl szamithato ki.

15.3.3. Megjegyzés. 1. Vegyiik észre, hogy n > 1 esetén
'n)=n—=1)I'n-1)=n-1)n-2)T(n-2)=...=n-1)(n-2)...-1I'(1) = (n — 1)!

AT fiiggvény folytonos (s6t analitikus) modon kiterjeszthets az R\ {0, —1,—2,...} halmazra, ez tehat
a faktorialis egyfajta kiterjesztése majdnem minden valos szamra.

2. Megfigyelhetjiik azt is, hogy n = 2 esetén

n\T) =
Jnl2) 0, ha x <0,

—z/2

{e 5—, haz>0,

vagyis a 2 szabadsagfokii y2-eloszlas megegyezik a A = 1/2 paramétert exponencidlis eloszlassal.
Altalaban igaz (de itt nem bizonyitjuk), hogy ha n paros, akkor az n szabadsagfoka x2-eloszlas megegyezik
n/2 db fiiggetlen Exp(1/2) eloszlasa valészintségi valtozo Osszegének eloszlasaval.

15.3.4. Definicid. Legyen n egy pozitiv egész szam. Az X valoszintiségi valtozo eloszlasat n szabadsagfoki
t-eloszlasnak, mas szoval n szabadsagfoku Student-eloszlasnak nevezziik, ha a strtiségfiiggvénye

ahol T" ismét az Euler-féle Gamma-fiiggvény. Jelolés: X ~ t(n).

I'((n+1)/2) ( xz)*(N+1)/27 peR

n
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15.3.5. Megjegyzés. 1. A ,Student” név az eloszlast felfedezé William Sealy Gosset angol statisztikus &l-
neve volt.

2. Az 1 szabadsagfok, L1
hilz) = w1+ 22
strtségfliggvényii t-eloszlast ismertebb nevén Cauchy-eloszldsnak is nevezik, ez a valdszintiségszamitas
szamos teriiletén fontos szerepet jatszik. A Cauchy-eloszlasu X valoszintiségi valtozo érdekes tulajdon-
saga, hogy E[| X|] = oo, és emiatt az E[X] varhato érték nem létezik. (A varhato érték nem definialhato
még +oo-ként vagy —oo-ként sem, mert a stirtiségfiiggvény a O-ra szimmetrikus.) Altalaban az n sza-
badsagfoku t-eloszlasnak az els6 n — 1 momentuma létezik, az n-edik méar nem.

15.3.6. Allitas. Legyenek Xi,...,X, figgetlen és N(u;0?) eloszldsi valdszinségi vdltozok. Jelolje X, a

hozzdjuk tartozé mintadtlagot és S} = \/(S;:)? a korrigdlt empirikus szérdsukat. Ekkor a
V(X — p)
Sn

valdszintségi valtozo t-eloszlasi n — 1 szabadsdgfokkal.

15.4. Konfidenciaintervallum normaélis eloszlas szérasnégyzetére ismert varhato
érték esetén (2025-t6] kiegészits anyag)

Az ismert p varhaté értéki és ismeretlen o2 szérasnégyzetd normalis eloszlas szérasnégyzetére vonatkozo

konfidenciaintervallum meghatérozasa az alabbi tételre épiil, amelyet itt nem bizonyitunk:

15.4.1. Tétel (Lukécs Jend tétele). Legyenek X1, ..., X, ~ N(u;0?) fae. valdsziniségi vdltozok. Ekkor a
(n—1)(Sy)°
o2
valdszindiségi vdltozd x*-eloszldsi n — 1 szabadsdgfokkal, tovdbbd X,, és (S;:)? fiiggetlenek.
Ez alapjan most levezetjiik a szorasnégyzetre vonatkozo konfidenciaintervallum képletét ismeretlen vér-
hato érték esetén, majd ennek felhasznalasaval targyaljuk az ismert varhato érték esetét.

15.4.2. Példa. A varhato értékre valo konfidenciaintervallumhoz képest most az a jelentGs kiilonbség, hogy
a szorasnégyzet csak nemnegativ lehet. Az 1 — e szinti konfidenciaintervallumok koziil a lehetd legkisebb
hosszisagu [ae, b:] (0 < a. < b.) konfidenciaintervallumot keressiik. Bizonyités nélkiil felhasznaljuk, hogy a
legrévidebb konfidenciaintervallumot akkor kapjuk, ha annak a valészintisége, hogy a valodi o? paraméter
kisebb, mint az alsé a. hatar, ugyanakkora, mint azé, hogy o2 nagyobb, mint a felsé b, hatar, vagyis pontosan
g/2:
2 2 €
P,2(0 < 0” <a.) =P,2(c° >b.) = 3

Ezt atirhatjuk tgy is, hogy
(n—1)(53)* _ (n— 1)(532)2) _ ]sz((” ~ (S _ (n = 1)(Sy)?

o2 ae o2 be

Poz ( ) =<. (15.5)

2

Jelolje a € (0,1) esetén X?L—l,a az n — 1 szabadsagfokt x2-eloszlas 1 — a-kvantilisét. Lukécs tételének

*\2
fenti részlete alapjan %
valoszintiséggel nagyobb, éppen x

~ x%(n —1). Az a szdm, amelynél ez a valoszintiségi valtoz6 pontosan &/2
3—1 /20 AZ 2 szam pedig, amelynél ez a valoszintiségi valtozo pont /2
valoszintiséggel kisebb, vagyis pont 1 — £/2 valoszintiséggel nagyobb, éppen szfl,lfe /2 Ezt felhasznalva
a (15.5)) egyenletben szerepls egyenléségek éppen akkor teljesiilnek, ha

(n —1)(Sp)? ) (n—1)(S3)*
. = Xiq,e/z €8 . = X72171,178/2'
€ €
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Nagy oromiinkre a kapott egyenletek mar nem fiiggnek az ismeretlen o2 paramétertsl, sét az ismeretlen
w varhato értéktsl sem. Atrendezés utéan azt kapjuk, hogy (ae,b:) csak a mintatol fiigg, igy valoban egy

konfidenciaintervallum: go2 o2
n—1)(S; n—1)(S;
[a87b8] — |:( 5 )( n) ) ( 5 )( n) .
Xn71,6/2 Xn71,176/2

A példa tanulsagait az alabbi allitas foglalja Gssze.

15.4.3. Allitas. Legyenek X1, ..., X, fae. N(p; 02) eloszldsti valdsziniségi vdltozok, ahol a p varhatd érték és
a 02 > 0 szordsnégyzet is ismeretlen, és jelélje (S%)? a mintdhoz tartozo korrigdlt empirikus szordsnégyzetet.
Ekkor e € (0,1) esetén a o2 szordsnégyzetre egy 1 — € szinti konfidenciaintervallum a kévetkezd:
(n—1)(S3)* (n—1)(Sp)?
[(X), T2(X)] = [, " ], (15.6)
Xn—1,e/2 Xn-1,1-¢/2

ahol o € (0,1) esetén X?L—l,a azn — 1 szabadsdgfoki x?-eloszlds 1 — a-kvantilise.

Mi a helyzet az ismert varhato érték esetével? A fenti érvelés alapjan a képlet ismert p esetén
is egy 1 — € szintl konfidenciaintervallumot ad o2?-re, azonban ez a konfidenciaintervallum nem optimalis,
mivel tipikusan nem ez a legrévidebb minden ilyen szintd konfidenciaintervallum koziil. Ugyanis a [15.3.1
Definicio és a normalis eloszlas standardizilasdnak ismert modja szerint ha X, ..., X,, ~ N(u;0?) fae. valo-
szintiségi valtozok, akkor >0 (@)2 pontosan n darab fliggetlen standard normalis eloszlasu valdszintiségi
valtozo négyzetének Osszege, ezért x2(n)-eloszlasi. Igy ismert u esetén az el6z6 érveléssel analog modon 1j
konfidenciaintervallumot kapunk o2-re az alabbi allitas szerintE

15.4.4. Allitas. Legyenck X1,..., X, fae. N(u;0?) eloszldsi valdszintségi vdltozok, ahol a p vdrhato érték
ismert és a 0® > 0 szordsnégyzet ismeretlen. Ekkor ¢ € (0,1) esetén a o2 szdrdsnégyzetre egy 1 — € szinti
konfidenciaintervallum a kévetkezd:

= s

[T1(X), T2(X)] Zy:l(j(i_ﬂ)z Z?:E(X"_”)z}, (15.7)
Xn,s/Z Xn,175/2

ahol o € (0,1) esetén X%,a az n szabadsdgfoki x?-eloszlds 1 — a-kvantilise.

Az ismert és az ismeretlen varhato érték esete kozott tehat nem csupan a szabadsagi fokban van kiilonbség,
hanem abban is, hogy mig ismeretlen varhato6 érték esetén (n—1)(S;)? = Y., (X;—X,,)? llt az intervallum-
végpontok szamléléiban, ezek helyett itt > . (X; — p)? szerepel. Vagyis a varhato érték becslését a valodi
varhato értékre cserélve pontosabb becslést (révidebb konfidenciaintervallumot) kapunk.

15.5. Konfidenciaintervallum normadlis eloszlas varhat6 értékére ismeretlen szo-
ras esetén (2025-t6] kiegészité anyag)

Al15.3.6l Allitasban érdemes egy dolgot megfigyelni. Az ismert o szérast normalis eloszlas p varhato értékére
vett konfidenciaintervallum meghatarozasakor lattuk, hogy

V(X — )

g

(lasd ([15.2))) ami elengedhetetlen volt a konfidenciaintervallum megadasahoz. Az allitasban azt latjuk, hogy
ha a o szérast a S korrigalt empirikus szorasra cseréljiik, akkor n — 1 szabadsagfoku t-eloszlast kapunk:

V(X — )
Sy

~ N(0;1)

~tn—1).

18Mivel ezen konfidenciaintervallum kiszamitasa a mintaelemek és a varhaté érték pontos értékére épiil, ellentétben az (15.6)
képlet szerintivel, valéban ez adja a pontosabb intervallumbecslést, ezt az allitast azonban nem bizonyitjuk, s6t nem is mondjuk
ki formalisan.
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Miért nagyszert ez? Azért, mert az utobbi egyenletben egyaltalan nem szerepel a o szoras, vagyis az egyenlet
barmilyen p varhatéd értékd normalis eloszlas esetén igaz, a szoras értékétsl fiiggetleniil! Ezt felhasznalva ha
ismeretlen szorasa normalis eloszlas varhato értékére kell 1—e szintii konfidenciaintervallumot szerkeszteniink,
azt a[I5.2.1] Példaban megadott eljaras szerint tehetjiik meg, azzal a kiilonbséggel, hogy a szérast a korrigalt
empirikus szorésra, a standard normaélis eloszlas 1 — e/2-kvantilisét pedig az n — 1 szabadsagfoku t-eloszlas
1—¢/2-kvantilisére kell cserélniink. Ezzel megkapjuk a Allitas analogiajat az ismeretlen szoras esetére:

15.5.1. Allitas. Legyenek X1, ..., X, fae. w; 02) eloszldsii valdszintiségi vdltozok, ahol a y vdrhato érték és
a 02 > 0 szordsnégyzet ismeretlen, és jeldlje X,, a mintdhoz tartozé mintadtlagot, S} pedig a mintdhoz tartozo
korrigdlt empirikus szordst. Ekkore € (0,1) esetén a p vdrhato értékre eqy 1—e szintd konfidenciaintervallum
a kovetkezd:

S:Ltn— JE ~ S;:tn— €
[Tl(X)3T2(X):| = W - #7)(?1 + #]7

ahol o € (0,1) esetén t,—1,4 azn — 1 szabadsdgfoki t-eloszlds 1 — a-kvantilisét jelb’liE

16. Hipotézisvizsgalati médszerek

16.1. Bevezetés

A becsléselmélet mellett matematikai statisztika masik nagy aga a hipotézisvizsgdlat, ahol valamilyen el6ze-
tes hipotézislinket (azaz feltevésiinket) akarjuk valamilyen mérés, illetve adatelemzés alapjan igazolni vagy
cafolni. Tlyen hipotézis lehet példaulf’|

e A mintaelemek varhato értéke 2.

e A mintaelemek varhato értéke legfeljebb 2.

A mintaelemek varhato értéke megegyezik egy adott masik minta elemeinek varhato értékével.
e A mintaelemek normalis eloszlastak.
e A realizaciok fiiggetlenek valamely mas, kapcsolodd mérés eredményeitl.

Célunk ebben a fejezetben az els§ harom tipusba tartozé hipotézisek vizsgalata. A tovabbiak irant ér-
dekl6d6knek megint csak a mérnok- és gazdasiginformatikus MSc képzés Matematikai statisztika targyét
ajanljuk.

A mintavétel utan szamitasok segitségével megvizsgaljuk, hogy a mérési eredmények a hipotézisiinknek
ellentmondanak-e, azaz hogy a hipotézisiinket feltéve a mérési eredmények nagyon valdsziniitlenek-e. Ha igen,
akkor a hipotézist elutasitjuk. Altalanos esetben a hipotézisvizsgalat (réviden préba) az alabbi lépéssorozat
végrehajtaséat jelenti:

1. A Hy-lal jelolt nullhipotézis formalizalasa.
2. A mintéra vonatkozoé elfogaddsi tartomdny és kritikus tartomdny megalkotéasa.

3. A kisérlet végrehajtasa, amelyben az x4, ..., x, realizaciot (adatpontokat) kapjuk.

19A t-eloszlas nagy szabadsagfok esetén ,kozel van” a standard normalis eloszlashoz. Precizebben fogalmazva: barmely
a € (0,1) esetén a t-eloszlas a-kvantilise a standard normalis eloszlas o-kvantiliséhez tart, ha a szabadsagi fok a végtelenhez
tart. Ezért nagy mintaelemszam (kb. n > 30), azaz nagy szabadsagi fok esetén szabad a t-eloszlas a-kvantilise helyett a
standard normalis eloszlas a-kvantilisével dolgozni. Nagy szabadsagi fok esetén sem szabad viszont a korrigalt empirikus
szoras és a valodi szoras szerepét a konfidenciaintervallumokra, illetve a hipotézisvizsgalatok témakdrénél a probastatisztikakra
vonatkozo képletekben Gsszekeverni.

20p¢lda gyanant az itt felsorolt hipotéziseken kiviil természetesen gondolhatunk a fejezet elején ismertetett példa-
hipotézisekre is.
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4. Annak megvizsgélasa, hogy az adatpontok az elfogadasi tartoméanyba esnek-e. Ha igen, Hy-t elfogadjuk.
Ellenkezs esetben Hp-t elutasitjuk.

Az alabbiakban megadjuk az imént emlitett fogalmaknak — és néhany tovabbinak — a definiciojat.

16.1.1. Definicié. Legyen X = (X7,...,X,,) egy fae. minta az (Q, F,P) valoszintiségi mezdn, ahol a min-
taelemek peremeloszlasa ismeretlen. Legyen x = (x1,...,2,) az X = (X1,...,X,,) egy realizacioja.

(1) Egy Hy nullhipotézis egy olyan kijelentés, amelynek igazsiga csak az X7, ..., X, egylittes eloszlasatol
fligg. A H, ellenhipotézis a H tagadasa: H; = —Hy. Az adott probahoz tartozo alternativﬁ a

HO VS. Hl.

(2) Egy X. elfogadasi tartomany az R™ egy részhalmaza. Az X, elfogadési tartomanyhoz tartozo Xy
kritikus tartoméany az X. komplementere, azaz ¥, = R"” \ Xo. A Xy kritikus tartomannyal definialt
(statisztikai) proba az az eljaras, amely soran Hy-t elfogadjuk, ha X € X, és Hy-t elutasitjuk (azaz
Hi-et fogadjuk el), ha X € X.

(3) A Xy kritikus tartomannyal definialt proba terjedelme a 0 < o < 1 szam, ha
P((X1,...,Xn) € Xx|H igaz) = a.

(4) Els6faja hibanak nevezziik azt, amikor egy proba eljarasa soran Ho-t elutasitjuk, pedig Hy igaz. Ma-
sodfaja hibanak nevezziik azt, amikor az eljaras soran Ho-t elfogadjuk, pedig H; igaz (azaz Hp hamis).

16.1.2. Megjegyzés. Egy a terjedelmi proba elséfaji hibajanak valoszintisége éppen a terjedelem:
P(Ho-t elutasitjuk|Ho igaz) = P((X1,. .., X,) € Xk|Hp igaz) = a.

A mésodfaju hiba valoszintiségének kiszdmitasara viszont nem mindig &all rendelkezésre explicit modszer,
amint azt konkrét példakban latni fogjuk.

Konkrét probak miikodési elvének megértésében segithetnek a kovetkezd altalanos, matematikailag nem
preciz meggondolésok és példé@

16.1.3. Megjegyzés. A Hy nullhipotézist gyakran ugy fogalmazzuk meg, hogy annak teljesiilése esetén ismert
legyen az Xi,..., X, mintaelemek eloszlasa. Ilyen értelemben példaul az utcan talalt pénzérme esetén jo
nullhipotézis a Hy: ,a pénzérme szabalyos” kijelentés, mert ekkor annak ismeretében, hogy Hj igaz, hogy a
mintaelemek fae. 1/2 paraméterd indikatorvaltozok. Ezzel szemben nem j6 nullhipotézis példaul a Hj: ,a
pénzérme nem szabalyos” kijelentés, mert ekkor H/, ismeretében csak azt tudjuk, hogy a mintaelemek vala-
milyen, 1/2-t6] kiilonboz6 paraméterrel rendelkezs fae. indikatorvaltozok, ami nem ad elegendd informéaciot
a terjedelem kiszamitésahoz.

16.1.4. Megjegyzés. Sokszor helyes az az interpretéacio, hogy a nullhipotézist ,az artatlansag vélelmében”
fogalmazzuk meg. Példaul a pénzérme vizsgalatara tipikusan azért keriil sor, mert arra gyanakodunk, hogy
a pénzérme cinkelt, de mégis ezen allitas tagadésat tessziik meg Hy-nak. Ebben az értelemben

e az els6faju hiba dgy interpretalhato, mint az artatlan elitélése,
e a masodfaju hiba agy interpretalhatd, mint a biinds felmentése.

(Még egyszer hangsulyozzuk, hogy ezek matematikailag nem preciz, s6t nem is igazan formalizalhato allita-
sok.) A legtobb ismert probaban csak az els6faji hiba valoszintiségét, vagyis a terjedelmet tudjuk kontrollalni:
elére megadunk egy « értéket, és a proba konstrukcioja alapjan a terjedelem éppen « lesz. Viszont érezhetd,
— anélkiil is, hogy barmit tudnank konkrét probakrol — hogy ha az elSirdnyzott terjedelmet nagyon kicsinek
valasztjuk, akkor a mésodfaja hiba valoszintsége megnd. (,Ha biztosra akarunk menni, hogy artatlanokat
ne itéljiink el, akkor btinosoket is gyakrabban fogunk felmenteni.”) A gyakorlatban ¢ = 0.05 és ¢ = 0.01 a
leggyakrabban valasztott terjedelemértékek.

21

vs.: ejtsd ,versus” (latinul ,ellen”).
22Ezek Bolla Marianna 2012-es Matematikai statisztika eladasarol szarmaznak.
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16.1.5. Példa. Ha példaul egy 1j gyogyszert szeretnénk forgalomba hozni, akkor Hy: ,a gyogyszer hatéstalan
vagy karos” vs. Hy: ,a gyogyszer hatasos” jo alternativa, mert ekkor az els6faji hiba azt a szcenariot jelenti,
hogy a mintavétel alapjan egy hatastalan vagy karos gyogyszert hatdsosnak mondunk (és ez alapjan vélhe-
tGen forgalomba hozzuk). Mivel ez az elséfaju hiba, ennek valoszintségét tudjuk kontrollalni, tetszélegesen
alacsony 1 — « szint alatt tarthatjuk, a masodfaju hiba valoszintiségének megniévekedésének aran. A masod-
faju hiba itt az az eshetGség, hogy a gyogyszer hatésos, de a mintavétel alapjan mégis hatastalannak vagy
karosnak nyilvanitjuk (és ezért bizonyara nem vezetjiik be). Természetesen a masodfaji hiba bekovetkezése
sem kedvez6 (pl. gazdasigi szempontbol), de nem jar olyan fatalis kovetkezményekkel, mint az elséfaji hiba.
Ezért ha olyan hipotézisvizsgalati modszert hasznalunk a gyogyszer tesztelésére, amelyben csak az els6faji
hiba valoszintisége kontrollalhato, akkor Hyp-t a fenti modon kell megvalasztani.

16.2. u-préba

A fejezet hatralévs részében ismertetjiik az u-proba és a t-proba tobb alesetét. Ezek a normalis eloszlas
varhatod értékével kapcsolatos probak ismert, illetve ismeretlen szoras esetén. Latni fogjuk, hogy ezek a
probék szamos ponton kapcesolodnak a konfidenciaintervallumok téméjahoz (ami mar az w és t jelolések
alapjan is sejthets). A fejezet ezen részével kapcsolatban érdemes mindjart az elején tisztazni, hogy az u-
és t-probak csak normalis eloszlast mintak esetén miikodnek. A centralis hatareloszlas-tétel miatt sokféle
mintarol feltehetd, hogy (jo kozelitéssel) normaélis eloszlast, de azért szdmos olyan alkalmazas is van, amikor
ez nem teljesiil. Példaul a mérnok- és gazdasaginformatikus MSc képzés Matematikai statisztika targyanak
anyagaban szerepelnek un. nemparaméteres probdk is, amelyek a normaélis eloszlast nem tételezik fel és nagyon
sokfajta eloszlasra alkalmazhatéak. A nemparaméteres probak legismertebb példai kozé tartozik a x2-préba
és a Kolmogorov—Szmirnov-préba.

Az u-proba kétoldali, egymintas valtozatat egy példan vezetjiik be, majd attekinthets forméaban Gssze-
foglaljuk az eljaréast.
16.2.1. Példa (Kétoldali, egymintas u-proba: kenyérvasarlas). A sarki péknél mindennap egy kilos kenyeret
vesziink, és a kenyerek az utébbi napokban kisebbnek tiinnek a korabban megszokottnéal, ezért felmeriil a gya-
nink, hogy tjabban varhaté értékben is 1 kg-nal kisebb tomegii kenyereket ad el nekiink a pék. Feltessziik,
hogy a vasarolt kenyerek kilogrammban mért tomegei egymastol fiiggetlenek és normaélis eloszlasiak isme-
retlen p varhato értékkel és ismert o = 0.02 kilogramm szérassal (tehat o? = 0.0004 kg?). Ezért felallitjuk
a

Ho: p=po VS. Hy:p# po

alternativat, ahol esetiinkben pg = 1. Terjedelemként ¢ = 0.05-6t irAnyzunk el§, vagyis azt szeretnénk, hogy
a proba soran legfeljebb 0.05 valoszintiséggel utasitsuk el Hy-t, amennyiben Hy igaz.

Ezutan mintat vesziink: n = 25 napon keresztiil az aznap véasarolt kenyeret mindig mérlegre tessziik. Egy
olyan x = (x1,...,Tos) realizaciot kapunk, amelyre az atlagos tomeg T,, = Ta5 = 0.98 kg. A minta alapjan
szeretnénk egy olyan probat konstrualni, amelynek terjedelme pontosan € = 0.05, azaz az X, elfogadasi
tartomanyt és az Xy kritikus tartomanyt agy akarjuk megvélasztani, hogy

P(Hy-t elutasitjuk|Hy) = ¢ = 0.05

teljesiiljon.
Az elfogadasi tartomanyt keressiik

%C:{X:(xl,...,xn) € R"™: Mo € [ﬁ7h7ﬁ+h]}

alakban, ahol h > 0 és T, = - 3" | x; a bal oldalon all6 (z1,...,,) realizici6 atlaga. Ekkor h-t ugy
kivinjuk megvalasztani, hogy p = po = 1 esetén (az ennek megfelel§ valoszintséget P, -lal jeloljiik) ép-
pen ¢ valoszintiséggel essen p = o a kritikus tartoményba, azaz 1 — e valoszintiséggel essen az elfogadasi
tartomanyba, vagyis

Puo(po € (X —h, Xy +h]) =1—¢
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teljesiiljon. Azaz [X,, —h, X,, + h] egy X,, koriil szimmetrikus, 1 — € szint{{ konfidenciaintervallum kell, hogy
legyen a po paraméterre. Azt viszont mar a alfejezetbdl tudjuk, hogy egy ilyen konfidenciaintervallum

——  OUgja ——  OUc/2

[Xn_ \/ﬁ ;Xn+ \/EL

amibdl tehat azt kapjuk, hogy

h— OUg /2
v
Vagyis Hy-t pontosan akkor fogadjuk el, ha
—— OUg/2 ~— , OUg/2 OUc/2 _ <— OUc /2
X, — <p <X, & - <X,<
N Ho < + NG Ho < < po + Jn
X, —
< —Ue/2 < %\/ﬁ < Ugya.

Az elfogadasi tartomanyunk emiatt
T —
xe = {X = (l'l,...,xn) € R"™: 7UE/2 S T/’LO\/ES UE/Q}'

Ha tehat az u(X) = %\/ﬁ probastatisztika u(x) = 210/ realizécioja —u. s 6s u. o kozé esik, akkor
Hy-t elfogadjuk, kiilonben pedig elutasitjuk (azaz Hi-et fogadjuk el).

A konkrét esetiinkben € = 0.05, n = 25, T, = 0.98, pgp = 1 és 0 = 0.03. Ez alapjan tehat u(x) =
0'3%;1 25 = —5. Ugyanakkor a normaélis eloszlas téblazataba pillantva latjuk, hogy u. /e = ®-1(0.975) ~
1.9600. Tehat Hy-t akkor fogadnank el, ha az u(X) probastatisztika értéke —1.96 és 1.96 kozé esne. Mivel
ez nem all fent, Hy-t elutasitjuk, vagyis kell§ bizonyitékot talaltunk arra, hogy a kenyerek varhato értékben
nem egykilosak.

Az alabbiakban formalizaljuk az egymintas u-proba altalanos eljarasat, amelynek egyes részletei a proba
altipusatol (egy- vagy kétoldali) fiiggnek:

Eljaras (Egymintas u-proba). Feltevések: az x1,...,x, adatpontok fae. normdlis eloszldsi X, ..., X, va-
loszinidségi vdltozok realizacioi, amelyek p vdrhato értéke ismeretlen, de o > 0 szordsuk ismert. Altaldnos
eljards:

1. A Hy nullhipotézis feldllitdsa.
2. Az eldiranyzott € € (0, 1) terjedelem kivdlasztdsa.
3. Az xq,...,x, adatpontok kinyerése.

4. Az elfogaddsi tartomdny meghatdrozdsa. Ez fiigg a préba altipusdtdl, de mindig magdba foglalja a
normdlis eloszlds egy megfeleld kvantilisének kiszamitdsdt (tdbldzatbol valo kiolvasdsdt).

5. A probastatisztika u(x) = 210 /n értékének meghatdrozdsa.

6. Annak eldontése, hogy a probastatisztika értéke az elfogaddsi tartomdnyba esik-e. Ha igen, Hy-t elfo-
gadjuk. Ha nem, Hy-t elutasitjuk (tehdt Hq-et fogadjuk el).

Példank alapjan a kétoldali, egymintas u-proba esetén az eljarast igy pontosithatjuk:
Kétoldali, egymintas u-prdéba.
o Nullhipotézis: Ho: p = pg.

e Relevdns kvantilis: u.jo = (1 —¢/2).
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e Elfogaddsi tartomany: X = {(x1,...,2n): [u(x)| < ug/a}, tehdt:

— ha |u(x)| > u o, Ho-t elutasitjuk,
— kiilonben Hy-t elfogadjuk.mi

Most el6z6 példanknal maradva bevezetjiik az egyoldali, egymintas u-probat is.

16.2.2. Példa (Egyoldali, egymintas u-proba: kenyérvasarlas). Az el6z6 példanal felmeriilhet a kérdés, hogy
miért azt tettilk meg nullhipotézisnek, hogy a kenyér varhato értékben egykilés. Ugyanis a 0.98 kg-os
mintaatlagot jozan ésszel senki nem gondolna bizonyitéknak arra, hogy a kenyér témege varhato értékben
nagyobb, mint 1 kg, hanem csak arra, hogy kisebb. Ennek megfelelGen felallithatunk egy masik alternativat
(megint csak ,az artatlansag vélelmében”):

Hy: p > pg vs. Hyi: p < pg, (16.1)

ahol pg valtozatlanul 1-gyel egyenld.

Vajon teljesiti-e ez az alternativa azt a feltételt, hogy ha tudjuk, hogy teljesiil, akkor a mintaelemek
eloszlasa is ismert? Szigort értelemben nem: Hy teljesiilése esetén lehetnek a mintaelemek példaul N (ug; o?)
és N(ug + 113;02) eloszlastiak is. Azonban a Hy teljesiilése esetén egy uo-nal kisebb atlagi mintat akkor
kapunk a legnagyobb valoszintiséggel, ha pu megegyezik po-lal (nem pedig nagyobb nala). Ezért ha egy
tetszoleges A eseményre — a jeloléssel enyhén visszaélve — bevezetjiik a

P(A|Hy igaz) := P(A]a mintaelemek varhato értéke 1)

jelolést, vagyis gy fogjuk fel, hogy Hj teljesiilése esetén a varhatod érték egyenld pg-lal, akkor a kétoldali,
egymintés u-probahoz hasonléan jarhatunk el.

Az u(x) probastatisztika-realizdconk most is ugyanaz lesz, mint a kétoldali esetben, a kiilonbség csak az
lesz, hogy most csak akkor utasitjuk el Hy-t, ha az u = @ n értéke nagyon kicsi. Pontosabban olyan
elfogadasi tartomanyt valasztunk, amely jobbrol végtelen, és p = pg esetén 1 — e valdszintséggel esik po az
X, elfogadasi tartoményba, tehéat € valoszintiséggel a t6le balra es6 Xy kritikus tartomanyba:

X ={x=(21,...,2n) € R": u(x) < —u.},

ahol u. = ®~1(1 — ¢) tovébbra is a standard normalis eloszlas 1 — e-kvantilisét jeldli.

Példénkban u(x) = —5-6t kaptunk. A standard normalis eloszlds 1 — e = 0.95-kvantilise ®~(1 —¢) =
®~1(0.95) ~ 1.6449. Mivel u(x) = —5 < —u., Hp-t ismét elutasitjuk, vagyis azt kapjuk, hogy a kenyerek
tomege varhato értékben kisebb, mint 1 kg.

Az egyoldali, egymintéas u-proba tehat pg-nal nagyobb atlagt minta esetén soha nem utasitja el Hy-t,
viszont po-nal kisebb atlagti mintak esetén szigortibb, mint a kétoldali, egymintas proba: a példankban ha
u(x) a —1.9600 és a —1.6449 szamok kozé esik, akkor az egyoldali proba mar elutasitja Ho-t, de a kétoldali
még elfogadja. Ez az egyoldali proba 6 elénye.

Ha viszont a
Hy: p < pp vs. Hyi:p>po (16.2)
alternativara kivanunk egyoldali, egymintas u-probat szerkeszteni, akkor a szimmetria miatt az
X ={x=(21,...,2n) € R": u(x) > u.}

kritikus tartomanyt kapjuk. Most tehat csak akkor utasitjuk el Hy-t, ha a probastatisztika értéke nagyon
nagy. Az eddigiek alapjan Gsszefoglaljuk az egyoldali, egymintas u-proba jellemzsit mindkét lehetséges
nullhipotézis esetén.

Egyoldali, egymintas u-proba (Hy: p > pg valtozat).
o Nullhipotézis: Hy: pn > .
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e Relevdns kvantilis: —u. = —®~1(1 —¢).
e Elfogaddsi tartomdny: ¥e = {(x1,...,2n): u(x) > —uc}, tehdt:

— ha u(x) < —ue, Hy-t elutasitjuk,
— kiilénben Hy-t elfogadjuk.

Egyoldali, egymintas u-préba (Hy: p < pg valtozat).
o Nullhipotézis: Ho: p < pg-
e Relevdns kvantilis: u. = ®~1(1 —¢).
e Elfogaddsi tartomdny: Xe = {(x1,...,2n): u(x) < uc}, tehdt:

— ha u(x) > ue, Ho-t elutasitjuk,
— kiilénben Hy-t elfogadjuk.

16.2.3. Megjegyzés (Proba ereje, az u-proba optimalitasa). Igazoltuk (legalabb vazlatosan), hogy a kétoldali, egymin-
tas u-proba terjedelme, vagyis elséfaju hibajanak valoszintisége legfeljebb az el6zetesen valasztott € paraméter lesz.
Mit mondhatunk a mésodfaja hibarol? Ha H; teljesiil, akkor nem tudjuk, milyen eloszlastiak a mintaelemeink, mert
normalis eloszlasuk varhato értéke ismeretlen. Vegyiink most egy p1 # po paramétert, ahol po a nullhipotézis szerinti
varhato érték. Tehat ha py a valoédi paraméter, akkor H; igaz. Ha tudnank, hogy pi1 a valédi paraméter, akkor a
masodfaju hibat a

P(Ho-t elfogadjuk| p1 a valodi paraméter) = P(u(X) € [—ue 2, ueja]| X1 ~ N(/.L1;0'2))

képlettel irhatnank le, ami egy kiszamithat6, konkrét érték. Ebben az esetben a proba erejének 1 minusz a méasodfaju
hiba valoszintiségét nevezziik. Az erd tehat ebben az esetben csak konkrét Hi-beli paraméter esetén definialhato.
Lathato, hogy minél tavolabb van u1 a po értéktsl, annal kisebb lesz a masodfaju hiba valoszintisége, vagyis annél
nagyobb lesz a proba ereje.

Miért a (kétoldali, egymintas) u-probat alkalmazzuk a gyakorlatban és nem valamilyen mas, szintén ¢ terjedelmd
probat ugyanerre az alternativara (feltételezve, hogy a mintaelemek eloszlasa normalis és a o szorasuk adott)? Azért,
mert bizonyithato, hogy az u-proba az egyenletesen legerdsebb proba valamennyi ilyen proba koziil. Ez azt jelenti,
hogy barhogy is valasztunk egy Hi-beli p1 paramétert, p = p1 esetén a masodfaju hiba akkor lesz a legkisebb, ha
az u-probat alkalmazzuk. Ezt az allitast itt nem bizonyitjuk, s6t nem is mondjuk ki formélisan, csak megjegyezziik,
hogy ez a Neyman—Pearson-lemma kovetkezménye. A Neyman—Pearson-lemma az egyenletesen legerésebb proba
létezését mondja ki és konstrukcidjat adja meg altalanos esetben, és tobbek k6zott matematikus hallgatoknak szo6lo
matematikai statisztikai targyaknal taldlkozhatunk vele (pl. a BME-TTK-n is).

Ilyen értelemben egyenletesen legerGsebb proba az egyoldali, egymintas és a kétoldali, kétmintas u-proba is,
valamint az Gsszes t-préba, amit ebben a jegyzetben targyalunk, mindegyik a maga alternativdjara vonatkozoan.

Lassunk most egy olyan példat, ahol eredendGen nem normaélis eloszlassal van dolgunk, de a CHT miatt
az u-proba mégis alkalmazhato!

16.2.4. Példa. Az utcan talalt, ismeretlen ¥ € (0,1) valoszintiséggel fejet mutatéd pénzérmét n =100-szor
feldobjuk, a dobas eredménye 60-szor lesz fej és 40-szer iras. Dontsiik el az egyoldali, egymintéis u-proba
segitségével, hogy a pénzérme szabalyosnak tekinthets-e, ha a proba terjedelme € = 0.05, illetve € = 0.01!
Az Xi = Niay i, dobés eredmeénye fej} fae. mintaelemeink ebben az esetben nem normalis eloszlastak. Ezek
¥ paraméterd indikatorvaltozok, tehat Ey[X;] = ¢ valoszintiséggel mutatnak fejet, a szorasnégyzetiik pedig
szintén ismeretlen: D?[X;] = J(1 — o).
A minta mérete n > 30 esetén elég nagy ahhoz, hogy a centralis hatareloszlas-tételt alkalmazzuk. Te-

kintsiik a 1
VS. Hyi: 9> 5

alternativat. Ismét igaz az, hogy egy nd = 50-nél nagyobb atlagi mintat H teljesiilése esetén akkor kapunk
a legnagyobb valoszintiséggel, ha ¢ = % Ezért (a jeloléssel ismét némiképpen visszaélve) feltehetjiik, hogy

Hy:9 <

N =
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Hy teljesiilése esetén ¢ = % Ebben az esetben az X; mintaelemek varhato értéke %, szérasnégyzete %. Igy

a centralis hatareloszlas-tétel miatt

_ Z?:l Xl — %TL
3V
valoszintiségi valtozo kozelitSleg N(0;1) eloszlasi. Az egyoldali, egymintas u-proba szellemében ha ezen

statisztika értéke a (—oo,u.| intervallumba esik, akkor Hy-t elfogadjuk, kiilonben pedig Hy-t elutasitjuk.
Konkrét példankban

(X, .. X)

60 — 50
— =2.

10/2
Ezt kell € = 0.05 esetén u. = @~ 1(1 —¢) = ®71(0.95) = 1.6449-cel, ¢ = 0.01 esetén pedig u. = ®~1(0.99) =
2.3263-mal Osszehasonlitani. Ezért ¢ = 0.05 esetén Hy-t elutasitjuk (tehat arra kovetkeztetiink, hogy a

pénzérme nem szabalyos), viszont e = 0.01 esetén elfogadjuk (vagyis arra a konkltziéra jutunk, hogy az
érme szabélyos).

w(xy, ..., xy) =

16.2.5. Megjegyzés (p-érték). Lathatjuk, hogy ha e-t csokkentjiik, akkor Ho-t gyakrabban fogjuk elfogadni; ez nem
meglepd, hiszen € a proba terjedelmével, vagyis az els6faja hiba valoszintiségével egyezik meg. A fenti pénzérmés
példéaban € = 0.01 és € = 0.05 kozott taldlhato az a legnagyobb terjedelem, amelyre Ho-t az adott mintanak megfelels
u(x) probastatiszika-érték esetén még elfogadjuk. Ezt szokds a proba p-értékének (az angol nyelvd irodalomban
p-value) nevezni. Minél kisebb a p-érték, annal jogosabb a Ho nullhipotézis elutasitasa.

A pénzérmés példaban (egyoldali, egymintas u-préba) a p-érték éppen 1 minusz a standard normalis eloszlasfiigg-
vénynek a probastatisztikdban vett értéke:

ux)=u & PuX)>ux)=¢c & e=1-0(ux))=1-2(2) =~ 1—-0.9772 = 0.0228.

Vagyis a proba p-értéke kb. 2,28%. Ennél kisebb (vagy ezzel egyenld) terjedelem esetén Ho-t elfogadjuk, ennél nagyobb
terjedelem esetén elutasitjuk.
Kétoldali u-préba esetén, példaul a kenyeres példaban:

[u(x)] = uepp & e=2(1—d(lux)]) =2(1— &(5)) ~5.733 x 107"

Vagyis a proba p-értéke rendkiviil alacsony; Ho-t csak akkor fogadjuk el, ha e < 5.733 x 107 ".

A p-érték hasznalata egy alternativ szemléletet jelent az elGiranyzott terjedelemhez képest: itt nem a mintavétel
el6tt hatarozzuk meg a proba e terjedelmét, ez és a minta alapjan dontést hozva Hy elfogadasarol vagy elutasitaséarol,
hanem a minta alapjan hatarozzuk meg azt az € terjedelmet, amely pont a Hy elfogadasa és elutasitasa hataran all,
azaz a p-értéket.

Gyakori széhasznalat, hogy valamilyen mintdra vonatkozo6 allités ,,szignifikdns”’, ha a p-érték legfeljebb 0.05, és
snagyon szignifikans”, ha legfeljebb 0.01. Ez a kifejezésmod szinte barmilyen hipotézisvizsgélati modszer esetén
hasznélhat6, és azt jelenti, hogy ha elfogadjuk a minta alapjan a nullhipotézist, akkor legfeljebb 0.05, illetve 0.01
lehet az elséfaju hiba valoszintisége (azaz a terjedelem).

Alfejezetiink végén térjiink ra a kétmintas wu-probara, amellyel két normalis eloszlastt minta varhato
értékének egyenlGségét tesztelhetjiik. Ennek itt csak a kétoldali valtozatat kozoljik, ebbdl az egyoldali
valtozat ugyanugy vezethets le, mint az egymintas esetben. Kezdjiik ismét a kenyeres példaval, illetve annak
egy folytatasaval.

16.2.6. Példa (Kétoldali, kétmintas u-proba: kenyérvasarlas). Miutan megtudtuk, hogy € = 0.05 terjedelem
mellett el kell utasitanunk azt a nullhipotézist, hogy a péknél vasarolt kenyerek varhaté értékben egykilosak,
alternativ kenyérforras utan néziink. Lakohelyiink kézelében van egy méasik pék, aki nagyon hasonlo kinézet,
izl és ara egykilos kenyereket gyart, mint az els§. Ez a pék azzal reklamozza magat, hogy precizios eszkdzok
segitségével képes olyan kenyeret gyartani, amelyek tomegének szorasa csak 1 dkg (azaz o1 = 0.01 kg,
tehat 0? = 0.0001 kg? a szoérasnégyzet). Most n; = 10 napon keresztiil ennél a péknél vasarolunk napi
egy kenyeret, és megmérjiik a tomegiiket. Egy olyan x = (x1,...,x,,) realiziciot kapunk, amelynek atlaga
Tn, = 0.9825 kg. Vezessiink be egy 1j, a késGbbiekben hasznos jelolést a régi péknél vasarolt kenyerek
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tomegeire: y = (y1,. .., Yn, ), ahol a mintaelemszam ny = 25, a mintadtlag 7, = 0.98, a széras oo = 0.02 volt.
(Feltételezziik, hogy barmely, a két pék egyike &ltal gyartott kenyér tomege fiiggetlen barmely, ugyanezen
pék vagy a masik pék altal gyartott kenyér tomegétdl.)

Ez alapjan kellene eldontentink, hogy ugyantugy jarunk-e, ha ehhez a pékhez jarunk, mint a masikhoz,
vagyis hogy az 4j péknél véasarolt kenyerek tomegének ismeretlen p; varhaté értéke ugyanannyi-e, mint a
régi péknél vasaroltak témegének po varhatéd értéke. Ezért a

Hoz,ulz,ug VS. le,ulsé,ug

alternativara kivanunk egy ¢ = 0.95 terjedelmi probéat konstrualni. Feltételezve, hogy az (Xi,...,X,,)
minta fiiggetlen az (Y1,...,Y,,) mintatol, az X,, mintaatlag is fiiggetlen az Y,,, mintadtlagtol. Ezért X,,,

és Y, linearis kombinéci6i is normaélis eloszlastak. Elemi szamitasokkal (amiket itt nem részleteziink)
megmutathatd, hogy

7XTL17Y77L2

2 2
of o3
ni no

standard normélis eloszlasti. Ennek ismeretében hasonléan jarhatunk el, mint a kétoldali, egymintas u-proba
esetén. Ha

u(X,Y)

u(X,Y) € [—ucjo,ucpo) = [— @7 (1 —¢/2),0 (1 —/2)],
akkor Hy-t elfogadjuk, kiilonben pedig elutasitjuk. Vagyis a kritikus tartomanyunk
%k = {(Xay) = (.’171, sy gy Yy - 7yn2) € R'fn-‘rﬂz : |U(X7Y)‘ > uE/Q}'

Konkrét példankban

(%,y) 0.9825 — 0.98 0.4903
uU(x,y) = ————==~0, .
Y 0.0001 4 0.0004
10 25

Mivel |u(x,y)| < uzj2 = ®71(0.975) = 1.9600, Ho-t elfogadjuk. Vagyis varhato értékben az Gj péknél is
ugyanolyan tomegiiek a kenyerek, mint a réginél, tehat a pékvaltas nem valtoztat a helyzetiinkon...

Ha a proba itt nem részletezett egymintas valtozatat alkalmaznank Hg: uy > po vs. py < ps alternati-
vaval, akkor a ,valtozik-e a helyzetiink, ha az 0j péket valasztjuk?” helyett a ,,javul-e a helyzetiink, ha az 1j
péket valasztjuk?” kérdésre kapnank valaszt.

Foglaljuk Ossze tehat a kétoldali, kétmintas u-proba eljarasat:

Eljaras (Kétoldali, kétmintas u-proba). Feltevések: azxq, ..., x,, adatpontok fae. normdlis eloszdsi X1, ..., X,
valdszindségi vdltozok realizdcios, amelyek o1 > 0 szordsa ismert, p1 vdrhato értéke viszont ismeretlen, az
Y1, -+, Yny, adatpontok pedig az Xi,..., X, -t6l (egyittesen) figgetlen, eqgymds kizdtt fae. normdlis elosz-
lasu Yy, ...,Y,, valosziniségi vdltozok realizdcioi, ezek oo > 0 szordsa ismert, po vdrhato értéke viszont
ismeretlen. Eljdrds:

1

1. Nullhipotézis: Ho: p1 = po vs. Hy: py # po.

2. Az elSirdnyzott € € (0,1) terjedelem kivdilasztdsa.
3. Az xi,...,Tn Y15 - -, Yny adatpontok kinyerése.
4. Proébastatisztika:
— _h—
u(x,y) = =
91 93
n T ong

5. FElfogaddsi tartomdny: X, = {(x,y) = (T1y s Tpyy Y1y -5 Yny) € RMUT2: |yu(x,y)| < ug/g}, ahol
U o = D11 —g/2).

6. Dintés: ha |u(x,y)| > uc /2, akkor Ho-t elutasitjuk, kilonben elfogadjuk.
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16.3. t-proba (2025-t61 kiegészits anyag)

Amint mar emlitettiik, a ¢-proba ismeretlen szorast normalis eloszlassal rendelkezé fae. mintaelemek esetén
hasznalhato. Ebbdl a probatipusboél is az egyoldali, egy- illetve kétmintas, valamint a kétoldali, kétmintas
probat ismertetjiikk ebben a jegyzetben. Ezek tobbé-kevésbé analég modon viselkednek, mint az u-proba
megfelel§ valtozataival, azzal a kiilonbséggel, a probastatisztikikban a szoras helyett a korrigalt empirikus
szoras fog szerepelni, és a probastatisztikat a standard normalis eloszlas helyett egy bizonyos szabadsag-
foku t-eloszlas megfelels kvantilisével kell 6sszehasonlitani. Kétmintas esetben a probastatisztika formaja
jelentGsebb mértékben valtozik az u-prébahoz képest. Kezdjlik most az egymintas esettel.

16.3.1. Példa (Kétoldali, egymintés t-proba). Legyen X = (Xi,..., X,,) fae. minta N(u;0?) eloszlastt min-
taelemekkel, ahol ezittal mind a u varhato érték, mind a o2 szérdsnégyzet ismeretlen. Kétoldali, egymintas
esetben az alternativank tovabbra is

Ho:p=po  vs. Hy:p# po.

A (szintén kétoldali, egymintas) € terjedelmd u-préba alapja az volt, hogy

u(x) = Y& ) o),

o2

és ez alapjan ha |u(X)| < u, /o, akkor Ho-t elfogadjuk, kiilénben elutasitjuk. Ugyanakkor a alfejezetben
emlitettiik és hasznéltuk, hogy

S ~tn—1),

ahol S} = +/(S%)? a mintahoz tartozo korrigalt empirikus szérast jeloli. Emiatt az u-proba levezetésével (lasd
Példa) analog modon azt kapjuk, hogy akkor kapunk e terjedelmd probat, ha Hy-t akkor fogadjuk
el, ha [t(X)| < t,_1 /2, ahol t,,_4 . /o az n — 1 szabadsagfoki t-eloszlas 1 — ¢ /2-kvantilisét jeldli, és kiilénben
Hy-t elutasitjuk.

Hasonl6an az egyoldali, kétmintas ¢t-probat is az u-proba megfelel§ valtozataval definialhatjuk, a proba-
statisztikdban (amit most ¢(X)-szel jeloliink) a szorast a korrigalt empirikus szorasra cserélve és a normalis
eloszlas relevans kvantilise helyett az n — 1 szabadsagfoku t-eloszlas ugyanezen kvantilisét tekintve. Irjuk le
az egymintas t-probak eljarasat az u-probakéhoz hasonloé forméaban:

Eljaras (Egymintas t-proba). Feltevések: az x1,...,x, adatpontok fae. normdlis eloszlisi Xq,..., X, va-
l6szintiségi vdltozok realizdcioi, amelyek szordsa €s p vdrhato értéke ismeretlen. Altaldnos eljdrds:

1. A Hy nullhipotézis feldallitdsa.
Az eldiranyzott € € (0,1) terjedelem kivdlasztdsa.
Az xq,...,z, adatpontok kinyerése.

Az f =n —1 szabadsdgi fok meghatdrozdsa.

AR S TSI S

Az elfogaddsi tartomdny meghatdrozdsa. Ez fiigg a proba altipusdtol, de mindig magdba foglalja az
n—1 szabadsdgfoki t-eloszlds egy megfeleld kvantilisének kiszdmitdsdt (tdbldzatbdl vald kiolvasdsdt). Ez
a tdbldzat csak nemnegativ helyeken adja meg az n — 1 szabadsdgfoki t-eloszlds eloszldsfiigguényének
értékeit, a negativ helyeken vett értékek kiszamitdsa a normdlis eloszldssal analdg mddon torténik (mivel
a t-eloszldsok striségfiigguénye is a 0-ra szimmetrikus).

6. A probastatisztika t(x) = T2\ /n értékének meghatdrozdsa.

7. Annak eldontése, hogy a probastatisztika értéke az elfogaddsi tartomdnyba esik-e. Ha igen, Hy-t elfo-
gadjuk. Ha nem, Hy-t elutasitjuk.
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Kétoldali, egymintas t-préba.
o Nullhipotézis: Hy: p = po.
® Relevdns kvantilis: t,,_y /o az f =n — 1 szabadsdgfoki t-eloszlds 1 — € /2-kvantilise.
e Elfogaddsi tartomany: X = {(x1,...,2n): [t(xX)| < tp_1c/2}, tehdt:

— ha |[t(x)| > t,,_1,c/2, Ho-t elutasitjuk,
— kiilonben Hy-t elfogadjuk.

Egyoldali, egymintas t-proba (Hy: pu > pg valtozat).
o Nullhipotézis: Ho: p > pg-
o Relevans kvantilis: —t,_1 ., ahol t,—1 . azn — 1 szabadsdgfoki t-eloszlds 1 — e-kvantilise.
e Elfogaddsi tartomdny: Xe = {(x1,...,2n): t(x) > —t,_1.}, tehdt:

— ha t(x) < —tn_1,, Ho-t elutasitjuk,
— kilonben Hy-t elfogadjuk.

Egyoldali, egymintas t-préoba (Hy: pu < pg valtozat).
o Nullhipotézis: Ho: p < pg.
o Relevdns kvantilis: t,_1 . azn — 1 szabadsdgfoki t-eloszlds 1 — e-kvantilise.
e Elfogaddsi tartomdny: Xe = {(x1,...,2n): t(x) < tp_1.}, tehdt:

— ha t(x) > t,_1., Ho-t elutasitjuk,
— kiilénben Hy-t elfogadjuk.

16.3.2. Példa (Egymintas t-proba: kenyérvasarlas.). Miutan elszomorodtunk azon, hogy az u-probaink ered-
ménye alapjan a pékiink valéban varhaté értékben 1 kg-nal kisebb kenyereket ad nekiink, viszont érdemben
a masik péknél sem jobb a helyzet, esziinkbe jut, hogy talan csak azért kaptuk ezeket az eredményeket, mert
a szoras értékérdl rossz feltételezéseink voltak. Ezért elhatarozzuk, hogy az adott alternativakra elvégezziik

a t-proba megfelel§ valtozatait is. Kezdjiik ebben a példaban az egymintas t-probakkal!

Szerencsére mindennap felirtuk, hogy aznap milyen nehéz kenyeret vettiink, ezért ki tudjuk szdmolni a
korrigalt empirikus szorasokat is. Az els§ péknél vett kenyerek tomegébdl allo, n =25 elemd (x4, ..
mintarealizaci6 esetén, amelyre T,, = 0.98 kg teljesiilt, azt kapjuk, hogy a korrigalt empirikus szoéras s5; =

0.05 kg (vagyis lényegesen nagyobb a valodi szoras kordbban feltételezett 0.02 értékénél).
Kétoldali, egymintas t-préba esetén a

Hy:p=1 vs. Hi:p#1
alternativara felallitott € = 0.05 terjedelmd probanal a probastatisztika értéke

v25(0.98 — 1 10

Ennek abszolut értékét kell az n — 1 = 24 szabadsagfoka t-eloszlas 1 — €/2 = 0.975-kvantilisével sszehason-

litani. A kvantilis értéke
t24,0.025 =~ 2.0639.
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Ez nagyobb, mint ug 975 ~ 1.9600, és valamivel nagyobb [t(x)|-nél is. Ezért Ho-t elfogadjuk, vagyis azzal a
kovetkeztetéssel vigasztalhatjuk magunkat, hogy a kenyerek varhato értékben mégis 1 kilogramm tomegtiek.
Egyoldali, egymintas ¢-proba esetén a

Hy: p>1 vS. Hi:pu<1
alternativara felallitott ¢ = 0.05 terjedelmi probanal a probastatisztika értéke megint csak ¢(x) = —2. Ezt

kell —t24.0.05 &~ —1.7109-cel Gsszehasonlitani. Mivel t(x) < —t24,0.05, Ho-t a ,szigoribb” egyoldali proba
alapjan még mindig elutasitjuk, vagyis arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a kenyerek varhaté értékben 1
kg-nal kisebb témegtiek.

Végiil térjiink ra a kétoldali, kétmintas t-proba esetére.
16.3.3. Példa. Legyenek Xi,..., X, ~ N(u1;0%) és Yi,...,Y,, ~ N(uz;032) fiiggetlenek, ahol a u1 és o
varhato értékek ismeretlenek, és tekintsiik a

Hy: p1 = po VS. Hy:pq # pe

alternativat. Lattuk (bar nem bizonyitottuk), hogy

X, — Y,

0'2 (7'2

Vit

Ezért ha a o és 03 szordsnégyzetek ismertek, akkor az u(X,Y) statisztikat hasznalva konstrualhatunk egy
€ terjedelmii probat erre az alternativiara, ami nem més, mint a kétoldali, kétmintas u-proba.

Hogyan alkossunk ¢ terjedelmt probat ugyanerre az alternativara, ha o? és o3 is ismeretlenek? Ebben

az esetben belathato, hogy amennyiben 0? = o3,

HX,Y) = Xny — Yinz nin2
o \/ml—1><s;>2+<n2—1><s;)2 ny + ng

ni+ng—2

u(X,Y) ~ N(0;1).

t-eloszlasti ny + ny — 2 szabadsagi fokkal, ahol (s%)? jeléli az X mintédhoz tartozé korrigalt empirikus sz6-
rasnégyzetet és (s3)? az Y-hoz tartozot (ezt sem bizonyl’tjuk)ﬁ A kritikus tartomanyunk ebben az esetben
tehat

xk = {(Xay) = (.1'17 e Ty Y1y e 7yn2) S Rnl+n2: ‘t(X, Y)| > tn1+n272,5/2}7

ahol ty,, 4 pn,—2.c/2 az N1 +ny —2 szabadsagi foku t-eloszlas 1—e/2-kvantilise (az eddigiekkel konzisztens jelolést
hasznalva). Vagyis ha [t(X,y)| < tn, 1n,—2,/2, akkor Hy-t elfogadjuk, kiilonben pedig Ho-t elutasitjuk.

Ez alapjan formalizalhatjuk a kétoldali, kétmintéas ¢t-proba eljarésat, amely természetesen sokban hasonlit
a kétoldali, kétmintés u-probééra. Vigyazat: a probastatisztika valtozésa itt nem csupan annyi, hogy a
szorasnégyzeteket a korrigalt empirikus megfelel§jiikre cseréljiik, és a proba csak akkor alkalmazhaté, ha a
két minta ismeretlen szorasai megegyeznek!

Eljaras (Kétoldali, kétmintas t-proba). Feltevések: azxq,...,xn, adatpontok fae. normdlis eloszdsi X, ..., Xy,
valdsziniségi vdltozok realizdcioi, amelyek szordsa ismeretlen, ahogy p1 vdrhato értékik is, az yi,...,Yn,

adatpontok pedig az X1, ..., X, -tol (egyiittesen) figgetlen, eqgymds kozott fae. normdlis eloszldsi Yi, ..., Yy,

23 Altalaban igaz az a (matematikailag nem mindig egyértelmi) 6kolszabaly, hogy a szabadsagi fok az Gsszes mintaelem szama,
minusz a becsiilt paraméterek szama. Esetiinkben az egymintas t-probanal egyetlen becsiilt paraméteriink volt: a valédi szoras
helyett a minta korrigalt empirikus szorasaval dolgoztunk, igy a szabadséagi fok n — 1 volt. A kétmintéas t-probanal mar két
szorast helyettesitiink a becsiilt értékével, ezért kapunk ni + na — 2 szabadsagi fokot. A normalis eloszlas szérasnégyzetére
vonatkozo konfidenciaintervallumok esetén is lathato, hogy ismeretlen varhato érték esetén eggyel kevesebb (n—1) a szabadsagi
fok, mint ismert varhato érték esetén (n), mivel az elgbbi esetben a konfidenciaintervallum képletében a varhat6 érték helyett
a becslése, azaz a mintaatlag szerepel.
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valoszindségi vdltozok realizdcior, ezek uo vdrhato értékik sem ismert, szordsuk pedig megegyezik az X; valo-
szindségi vdltozdk (ismeretlen) szo’m’sdvalﬁ Eljdrds:

1. Nullhipotézis: Ho: p1 = po vs. Hy: uy # po.
Az eldiranyzott € € (0,1) terjedelem kivdlasztdsa.
Az x1,. .., Tny, Y1, - - -, Yny adatpontok kinyerése.

Az f =n1 4+ no — 2 szabadsdgi fok meghatdrozdsa.

Ty — Yn ning
t(x,y) = . = \/ :
(.¥) \/(nrl)(S;)zﬂnrl)(S;)z ny + na

ni+ng—2

Sro o

Probastatisztika:

6. Elfogaddsi tartomdny: Xe = {(X,¥) = (@1,.. ., Zn, Y10+ -5 Yny) € RMT2 0 6(X,y)] < oy yny—2,e/2)
ahol ty, 4n,—2.e/2 az f = ny +ny — 2 szabadsdgfoki t-eloszlds 1 — e /2-kvantilise.

7. Déntés: ha [t(x,y)| > t./2, akkor Ho-t elutasitjuk, kiilonben elfogadjuk.

Zarasként alkalmazzuk a kétoldali, kétmintas t-probét a kenyeres példara.

16.3.4. Példa. A kétmintas probanak megfelel jeloléssel az eddigiek szerint az j péknél vasarolt 10 db
kenyér adatai: n; = 10, T,; = 0.9825 kg. Szerencsére gondosan felirtuk az 0j péknél vasarolt kenyerek
témegadatait is, ezek korrigalt empirikus szérasara pedig st = 0.015 kg adédott. A régi péknél vasarolt 25
kenyérhez tartozo adatok az eddigiek szerint: ny = 25, yn, = 0.98 kg, s; = 0.05 kg. Igy a szabadsagi fok
f=n1+ny—2=33. A

Ho: py = pg vs. Hitpn # po

alternativara — ismeretlen szorasok mellett — a kétoldali, kétmintas t-probat alkalmazzuk. A probastatisztika

értéke:
Tn, — Un n1N9 0.9825 — 0.98 10- 25
t(x,y) = L I N = \/ ~ 0.1541.
(,¥) \/(m*1)(8:;)2+(n2*1)(s;)2 ny + no 9.0.0152+24-0.052 Y 10+ 25
\V 33

ni+nz—2

Ez (abszolut értékben) joval kisebb, mint az ny + ny — 2 = 33 szabadsagfoka t-eloszlas 1 — /2 = 0.975-
kvantilise, t33,0.025 ~ 2.0345. Ezért Ho-t elfogadjuk, azaz (ismét) arra a kévetkeztetésre jutunk, hogy a régi
és az 0j péknél vasarolt kenyér varhato értéke megegyezik

16.4. Megjegyzések a hipotézisvizsgalati képletgytijtemény hasznalatahoz

A vizsgan a dokumentum utolsé el6tti oldalan szerepld képletgytjtemény és az utolsé oldalon szerepld tabla-
zatok hasznalhatoak, ennek megfelel$ részletei szerepelni fognak a dolgozaton, amennyiben van konfidencia-
intervallummal vagy hipotézisvizsgalattal kapcsolatos feladat. A tablazat a mérnok- és gazdasaginformatikus
MSc Matematikai statisztika targyabol szarmazik (kissé cenzurazva). Az alabbi megjegyzések ismerete fontos
ahhoz, hogy a képletgytijtemény valoban hasznunkra legyen:

e A képletgytjteményben a realizdcidokra utalva szinte mindent kisbettivel jeloliink, kivéve ®-t, a standard
normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét.

24Ebbdl a targybol nem foglalkozunk azzal az esettel, amikor cr% = a'% nem teljesiil. A szérasnégyzetek egyenléségét is lehet

statisztikai probaval tesztelni, mégpedig a Hop: 0'% = a% vs. Hyp: a% #* O'% alternativaju F-prdéba segitségével. Ha az F-proba
azt az eredményt adja, hogy a% = 0%, akkor alkalmazhato6 a kétoldali, kétmintas t-proba. Ellenkez§ esetben ehelyett a Welch-
probdt kell alkalmazni, amelynek probastatisztikdjat mas modon kell kiszamolni. A probastatisztika szintén t-eloszlast lesz,
de a t-eloszlas szabadségi foka altaldban nem egész szam lesz. Ezek a probak a mérnok- és gazdasiginformatikus MSc képzés
Matematikai statisztika targyanak anyagahoz tartoznak.

25 A kapott proba p-értéke rendkiviil alacsony, mert a probastatisztika t(x,y) értéke kozel van a 0-hoz.
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A képletgytjteményben szerepld konfidenciaintervallumok szintje 1 — €.

e Altalaban egy nullhipotézist akkor utasitunk el, ha a probastatisztikank értéke (a nullhipotézishez
képest) til extrém. Hy teljesiilése esetén kétoldali probanal a kritikus tartomanyba esés valoszintsége
mind a megadott kvantilist6l jobbra, mind annak ellentettjétsl balra is £/2, mig egyoldali proba esetén

a kritikus tartomany egyetlen intervallum, amelybe ¢ valoszintiséggel esik a minta.

e A (barmilyen szabadsagfoka) t-eloszlas stirtiségfiiggvénye ugyantgy szimmetrikus a 0-ra, mint a stan-
dard normalis eloszlasé, ezért a t-eloszlasok tablazataban is csak nemnegativ helyen vett értékek sze-

repelnek. Ha X Student-eloszlasu tetszéleges pozitiv egész paraméterrel, akkor is igazak a

PX<—-2)=PX>2)=P(X >2)=1-P(X <z), P(X|<2)=P(-z< X <z)=2PX <x)-1

képletek x > 0 esetén, amelyek segitségével az eloszlasfiiggvény értéke negativ helyeken is meghataroz-

haté, ugyantgy, mint a standard normélis eloszlas esetén.

o A vizsgan hasznalhato hipotézisvizsgalati képletgytjteményben (lasd ezen dokumentum végén) az egy-
oldali préobaknak csak a Hy: p < po valtozata szerepel. Ha a Hy: g > po nullhipotézisi probét
kell végrehajtanunk és a képletgytijteményt szeretnénk hasznalni, akkor a mintaelemek —1-szeresére a
Hy: p < —pp nullhipotézist probat kell alkalmazni, hiszen egy normalis eloszlasu valoszintiségi valtozo
—1-szerese is normalis eloszlasu, valtozatlan szorassal és —1-szeresére valtozo varhato értékkel, illetve
egy barmilyen szabadsagfokkal t-eloszlasa valoszintiségi valtozo —1-szerese is ugyanilyen szabadséagfok-

kal t-eloszlasu.

Felhasznalt irodalom

A jegyzetkiegészités anyaga (a Mészéaros Szabolcs-féle jegyzeten tul) Noemi Kurt Stochastik fiir Informa-
tiker cimd tankonyvére (Springer, 2020) és Bolla Marianna (BME-TTK) 2013. tavaszi félévi Matematikai
statisztika cimi eladasanak anyagéra épiil. A ((15.7) képletben szerepld konfidenciaintervallum Zakhar Kab-

luchko Skript zur Vorlesung zur mathematischen Statistik cimi el(’iadésjegyzetébeﬂ talalhato meg.

26https://www.uni-muenster.de/imperia/md/content/Stochastik/skript_statistik.pdf, utolso frissités: 2018.10.23.
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17. Konfidenciaintervallumokhoz és hipotézisvizsgalatokhoz képle-
tek

St = 5 e T — Tty (55)7 = ysh = ok Ml (@ = Ta)?, sh = V/(s0)2
u-proéba

1. Kétoldali, egymintés: u = @ N, Ugjy = (1 —-¢/2),
konfidenciaintervallum p-re:

O'Ug/g o UUE/Q]

[mn - 7, In \/ﬁ
2. Egyoldali, egymintas: u = i%“o n, ue = ®71(1 —¢).

3. Kétoldali, kétmintas: u = 17%, Uepp = P11 —€/2).
71492
ny ' ng

t-préba

1. Kétoldali, egymintas: ¢t = @\/ﬁ, tn—1,/2 & t,_1-eloszlas 1 — ¢/2-kvantilise,

konfidenciaintervallum p-re:
S:ltnfl,e/Z . Sztn71,6/2]

N A

2. Egyoldali, egymintas: t = Tsi_ﬂ“”\/ﬁ, tn—1e a ty_1-eloszlas 1 — e-kvantilise.

3. Kétoldali, kétmintés: ¢ = \/(”11)‘?;1)23311)(5*)2 n’ifyi s tn—1,e/2 @ n, yn,—2-eloszlas 1—¢/2-kvantilise.
T y
ni+ng—2

Konfidenciaintervallum o?-re ismert ; esetén

(Zi:l(xi )7 i (@i —p) )

D) , D)
Xn,e/2 Xn,1—e/2

X%,a a X%—eloszlés 1 — a-kvantilise.

Konfidenciaintervallum o?-re ismeretlen ;. esetén
((n —1)(sp)? (n— 1)(82)2)

’ 2 )

2
Xn—1,e/2 Xn—1,1-¢/2

X 1.0 & Xs_p-eloszlas 1 — a-kvantilise.
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A t-(Student-)proba kritikus értékei

FT 01 [ 005 ] 0,02 FT 01 [ 005 0,02
0,05 | 0,025 | 0,01 0,05 | 0,025 | 0,01
6,314 | 12,71 | 31,82 || 21 || 1,721 | 2,080 | 2,518
2,920 | 4,303 | 6,965 || 22 || 1,717 | 2,074 | 2,508
2,353 | 3,182 | 4,541 || 23 || 1,714 | 2,069 | 2,500
2,132 | 2,776 | 3,747 || 24 || 1,711 | 2,064 | 2,492
2,015 | 2,571 | 3,365 || 25 || 1,708 | 2,060 | 2,485
1,943 | 2,447 | 3,143 || 26 || 1,706 | 2,056 | 2,479
1,895 | 2,365 | 2,998 || 27 || 1,703 | 2,052 | 2,473
1,860 | 2,306 | 2,896 || 28 || 1,701 | 2,048 | 2,467

9 1,833 | 2,262 | 2,821 || 29 | 1,699 | 2,045 | 2,462
10 || 1,812 | 2,228 | 2,764 || 30 || 1,697 | 2,042 | 2,457
11 || 1,796 | 2,201 | 2,718 || 40 | 1,684 | 2,021 | 2,423
12 || 1,782 | 2,179 | 2,681 || 50 || 1,676 | 2,009 | 2,403
13 || 1,771 | 2,160 | 2,650 || 60 || 1,671 | 2,000 | 2,390
14 || 1,761 | 2,145 | 2,624 || 70 || 1,667 | 1,994 | 2,381
15 || 1,753 | 2,131 | 2,602 || 80 || 1,664 | 1,990 | 2,374
16 || 1,746 | 2,120 | 2,583 || 90 | 1,662 | 1,987 | 2,369
17 || 1,740 | 2,110 | 2,567 || 100 || 1,660 | 1,984 | 2,364
18 || 1,734 | 2,101 | 2,552 || 200 || 1,653 | 1,972 | 2,345
19 || 1,729 | 2,093 | 2,539 || 500 || 1,648 | 1,965 | 2,334
20 || 1,725 | 2,086 | 2,528 || oo | 1,645 | 1,960 | 2,326

0 O Ui Wi

Az eloszlas szabadsagfoka f, az oszlopok felett a proba terjedelmét adtuk meg, a felsd érték kétoldali, az alsod
egyoldali ellenhipotézisre vonatkozik.

A Y2-préba kritikus értékei

0,1 [005]00L][ FI 0,1 [0,05] 0,01
2,71 | 3,84 | 6,63 |[ 16 | 23,5 | 26,3 | 32,0
4,61 | 5,99 | 9,21 || 17 || 24,8 | 27,6 | 33,4
6,25 | 7,81 | 11,3 || 18 | 26,0 | 28,9 | 34,8
7,78 1 949 | 13,3 || 19 || 27.2 | 30,1 | 36,2
924 | 11,1 | 15,1 || 20 || 28,4 | 31,4 | 37,6
10,6 | 12,6 | 16,8 || 21 || 29,6 | 32,7 | 38,9
12,0 | 14,1 | 18,5 || 22 || 30,8 | 33,9 | 40,3
134 | 155 | 20,1 || 23 || 32,0 | 35,2 | 41,6
14,7 1 16,9 | 21,7 || 24 || 33,2 | 36,4 | 43,0
10 |[ 16,0 | 18,3 | 23,2 || 25 | 34,4 | 37,7 | 44,3
11| 17,3 [ 19,7 | 24,7 || 26 || 35,6 | 38,9 | 45,6
12 |[ 18,5 | 21,0 | 26,2 || 27 || 36,7 | 40,1 | 47,0
13| 19,8 [ 22,4 | 27,9 || 28 || 37,9 | 41,3 | 48,3
14 || 21,1 | 23,7 [ 29,1 || 29 || 39,1 | 42,6 | 49,6
15 | 22,3 | 25,0 | 30,6 || 30 | 40,3 | 43.8 | 50,9

© 00 3O Uik WK >

Az eloszlas szabadsagfoka f, az oszlopok felett a proba terjedelmét adtuk meg.
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18.

Valtozasok a jegyzetkiegészités eredeti, 2023 /24-es valtozata 6ta

Az alabbi valtozasok csak azok szamara relevansak, akik ismerik a jegyzetkiegészités valamely régi valtozatat.

18.1. Felkialtojeles definiciok/allitasok valtozasa 2025 Gszéig

A [14.1.2) Definici6 (becslés hatasossaga) nem 2024 Gsze 6ta nem szamit felkialtojelesnek, helyette fel-
kialtojeles Mészaros Szabolcs jegyzetében a 4.2.2. Allitas.

2025 Gsze ota a [14.1.1] Definicio (becslés torzitatlansaga, aszimptotikus torzitatlansaga, erds konzisz-
tencidja) sem szamit felkialtojelesnek, helyette felkialtojeles a|13.2.8] Definicié (empirikus median).

2025 6sze ota a(l14.2.1] Definicio (likelihood-fiiggvény) sem felkialtojeles, helyette felkialtojeles a[13.2.6
Definici6 (rendezett minta).

18.2. A vizsga anyaganak valtozasa, csokkentése 2025-ben — statisztika rész

Bar a fejezet tovabbra sem szamit kiegészit$ anyagnak, a korabbiaknal kevésbé részletesen és
formalisan targyaljuk, igy az ebben a fejezetben szerepld definicioktol a felkialtojeleket toroltem.

2025 Gszétol kiserleti jelleggel kiegészits anyagnak szamit (és elGadason csak minimaélis emlités szintjén
hangzik el) a maximum likelihood becslés, 2025/26-ban vizsgan sem fog szerepelni (de nem teljesen ki-
zart, hogy kés6bb még visszatér a vizsgaanyagba). Ebben a részben ezért mar nincs felkialtojel /allitas.

A momentumbecslés helyzete is hasonl6 lesz 2025 6szétdl, azonban itt a[I4.3.1] Definici6 marad felki-
altojeles, mivel ez egy fontos definicio, amivel mér a valszam anyagrésznél is talalkoztunk.

2025 6sz6t6] egyelére kiegészité anyagnak szamit minden, ami a x2- és t-eloszlassal kapcsolatos: az
eloszlasok definici6ja, konfidenciaintervallum a normalis eloszlas szorasnégyzetére (ismert és ismeretlen
varhato érték esetén egyarant), konfidenciaintervallum a normalis eloszlas varhato értékére ismeretlen
szoras esetén (ismert esetén marad vizsgaanyag!), t-proba (az u-proba marad vizsgaanyag).

A megmarad¢ statisztikai vizsgaanyag-részekre a tovabbiakban nagyobb hangsilyt helyeziink a vizsgan,
igy példaul az empirikus eloszlasfiiggvény vagy a p-érték téméajaban tobb, részletesebb feladat varhato
a gyakorlatokon és a vizsgan.

18.3. Javitasok, jelolésbeli valtozasok

A paramétertartomanyt 6 helyett ©-val jeloljik.

A szbveg konzisztenciajanak és a Py jelolés emészthetGségének javitasa céljabol a korabban csak a[14.2.2]
Megjegyzésben felbukkano Py(A) jelolést (ahol ) € © és A egy esemény) beépitettem a[13.1.2] Jelolés-
be, ahova a Fy(z), py(z) jelolések Py-nak megfelels valtozatat is odairtam.

A maximum likelihood becslés téméajat 2024-ben kiegészitettem a példaval.

A korabbi verzioban Lukécs tételének (a15.4.1] Tételnek) csak az (n—1)(S;;)?/0? eloszlasara vonatkozo
részlete szerepelt. Ez 2024-ben kiegésziilt (S))? és X, fiiggetlenségével, igy a[15.4.1 Tétel aprosagoktol
eltekintve mar Lukacs Jend tételének egészét tartalmazza, de tovabbra sem bizonyitottuk.

A korabbi valtozatban a normaélis eloszlas szorasnégyzetére vonatkozé konfidenciaintervallumnak a
x%(n — 1)-eloszlas kvantiliseit tartalmazo képletével kapcsolatban az szerepelt, hogy az ismert varha-
t6 érték esetén érvényes. Valdjaban azonban ez a képlet a Lukécs-tétel alapjan ismeretlen varhato
érték esetén is érvényes, ismert varhatd érték esetén pedig a khinégyzet-eloszlas definicioja alapjan
atlagosan révidebb konfidenciaintervallumot kapunk, ha az n — 1 szabadsagfoku y2-eloszlas helyett
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az n szabadsagfokaval dolgozunk, amihez az empirikus szorasnégyzet helyett annak a mintaatlag he-
lyett a valodi varhato érték segitségével kiszamolt analogjat kell hasznalni. Ezért az 4j verzioban a
x2(n —1)-eloszlasos konfidenciaintervallum-képlet az ismeretlen varhato érték eseténél szerepel (erre az
esetre vonatkozoan korabban nem szerepelt konfidenciaintervallum a szorasnégyzetre), ismert varhato
érték esetén pedig az ezzel analdg, de n szabadsagfokn y2-eloszlast tartalmazé képlet szerepel, némi
kiegészit6 magyarazattal. Koszonom Toth Davidnak az erre vonatkozéd észrevételt, kiilonos tekintet-
tel arra, hogy a korabban felhasznalt irodalomban csak a jegyzetkiegészités régi valtozataban lathato
konfidenciaintervallum szerepelt.

Javitottam a Példa interpretaciojat: itt a kétoldali alternativa miatt a helyes kérdés nem az,
hogy ,,javul-e a helyzetiink, ha az 4j péket valasztjuk”, hanem hogy ,valtozik-e a helyzetiink, ha az 4j pé-
ket valasztjuk”. A példa végére irtam egy bekezdést a megfelel§ egyoldali alternativa interpretéaciojarol
is. K6sz6nom Palincza Richardnak az erre vonatkoz6 megjegyzést.

A Példa (kétoldali, egymintéas u-proba levezetése a kenyérvasarlasos példaban) elején korabban
az szerepelt, hogy az X, elfogadasi tartoményt [T, — h, T, + h] alakban keressiik, de ez helytelen,
mert ez egy intervallum, X.-nek viszont R™ egy részhalmazanak kell lennie (ahogy ez a példa végén is
szerepelt). Helyesen: X.-t olyan alakban keressiik, hogy X, azon realizaciok halmaza legyen, amelyek
T, atlagahoz viszonyitva pg € [T, — h, T, + h| (ahol h-t keressiik). Ezt javitottam, koszonom Mészaros
Annénak az erre vonatkozo megjegyzést.
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