1. Mellékosztaly, Lagrange tetele

1.1. Definici6. Legyen (G, -) csoport, H < G részcsoport és g € G tetsz6leges
elem. Ekkor a {gh|h € H} halmazt a H részcsoport g elem szerinti baloldali
mellékosztalyanak nevezzilk és gH-val jeloljuk. A g elemet a g mellékosztaly
reprezentansanak nevezzik. (A Hg = {hg|h € H} jobboldali mellékosztaly defi-
nicioja teljesen hasonld.)

A mellékosztaly fogalma tehat nem mast jelent, mint hogy egy részcsoport
minden elemét megszorozzuk (balrol, vagy jobbrél) ugyanazzal a rdgzitett cso-
portelemmel (a reprezentanssal) és a kapott elemek halmazat képezziik.

Példak:

1. Legyen G a sikvektorok csoportja a vektorok dsszeadasaval és legyen H
az x-tengelyre es6 (vagyis (x,0) alakd) vektorok részcsoportja. Ha most
példaul g = (2,2), akkor a (2, 2) + H mellékosztéaly nyilvan az y = 2 egye-
nesre esd (vagyis az (z, 2) alakd) vektorok halmaza. Hasonléan, a (4,5)+ H
mellékosztaly az y = 5 egyenes vektoraibdl all, de nyilvan ugyanezt kap-
juk akkor is, ha a (—2,5) + H mellékosztalyt képezzik. Altalaban, a H
szerinti (akar bal-, akéar jobboldali) mellékosztalyok az x-tengellyel parhu-
zamos egyenesek.

2. Legyen G = Dj; a szabalyos haromszdg szimmetriacsoportja és H alljon
az [ identitasbol, az fi59 120°-0S, €s az fo49 240°-0s forgatasbol. Ekkor
konnyen ellen6rizhetd, hogy I - H = fio0- H = foso- H = H,migt,- H =
to - H =t3- H = {ty,1s,t3} (@hol ¢y, t5 és t3 a harom tikrozést jeldli).

3. Legyen most GG az n x n-es, nemnulla determinansi matrixok csoportja
a matrixszorzassal és H alljon az 1 determinansti matrixokbol. Erdemes
végiggondolni, hogy ha most A € G tetsz6leges matrix, akkor az A - H
baloldali mellékosztaly (és a H - A jobboldali mellékosztaly is) éppen a
det A determinansu matrixokbol &ll. (Ez a determin&nsok szorzastételébol
kovetkezik).

A fenti példakon is megfigyelhetd a mellékosztalyok néhany nagyon alapvetd
tulajdonsaga: barmely két H szerinti mellékosztaly vagy teljesen diszjunkt, vagy
egybeesik. Mas szdval, a mellékosztalyok felvagjak G-t diszjunkt részekre és ra-
adasul ha H véges, akkor minden ilyen rész mérete ugyanakkora. Ezeket a tulaj-
donsagokat fogalmazza meg az alabbi tétel:
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1.2. Tétel. Legyen (G,-) csoport és H < G részcsoport. Ekkor teljestlnek az
alabbiak:

(1) g € gH minden g € G-re;
(2) hagi, g, € Gés g H N goH # 0, akkor g H = g, H;
(3) ha |H| véges, akkor |H| = |gH | minden g € G-re.

Bizonyitas: Mivel H részcsoport, ezért e € H (ahol e jeldli G egységelemét).
Ezért a mellékosztaly definicidja szerint g = g - e € gH, amivel (1)-et belattuk.

(2) igazolaséhoz tegyik fel, hogy a € ¢g1H N g.H. Be fogjuk latni, hogy
tetszOleges b € ¢, H esetén b € g, H is teljesul, vagyis g1H C g2 H. Mivel a
forditott iranyu tartalmazas nyilvan ugyanigy belathato, (2) ebb6l mar kdvetkezni
fog. Definicio szerint a € g1 H N goH azt jelenti, hogy a felirhatd a = g,h; és
a = gohs alakban is, ahol hy, hy € H. A g1hy = goh, egyenletet jobbrol hy*-zel
szorozva kapjuk: g; = gohohi .

Ha most b € ¢, H tetszbleges, akkor b = ¢, hs valamilyen hy € H-ra. Ebbe
beirva az el6z6 bekezdés végén kapott alakot: b = g1hs = gohohy *hs. Mivel H
részcsoport, ezért hyh ' hs € H teljestil (hiszen minden részcsoport zart a csoport
miiveletére és az inverz képzésre). Ez pedig éppen azt jelenti, hogy b € g.H, igy
(2)-t belattuk.

Ha H = {hy, hs,..., h}, akkor gH = {ghi, ghs,...,ghy}, ezért nyil-
van csak azt kell megmutatni, hogy a gh; elemek mind kiilonb6zék. Ez viszont
konnyen lathato: ha gh, = gh; teljesul valamilyen 1 < ¢, j < k-ra, akkor mindkét
oldalt balr6l g~'-zel szorozva h; = h; adddik. Ezzel (3)-at is belattuk. O

A fenti tétel egyik érdekes kdvetkezménye, hogy egy mellékosztaly reprezen-
tansai ugyanazok, mint a mellékosztaly elemei. Ugyanis ha X valamelyik (H
szerinti, baloldali) mellékosztaly és ¢ € X, akkor X-nek és gH-nak van k9z0s
eleme (nevezetesen: g), igy a (2)-es tulajdonsag szerint X = gH. Mas szoval: a
mellékosztaly tetsz6leges eleme egyben reprezentansa is. Ennek forditottjat pedig
(vagyis hogy a reprezenténs eleme is a mellékosztalynak) az (1)-es tulajdonsag
fejezi ki.

Hangsulyozzuk, hogy a mellékosztaly (altalaban) nem részcsoport (noha a
csoport elemeinek egy részhalmaza). Természetesen a H részcsoport maga is H
szerinti mellékosztaly (hiszen példaul H = e - H), de az ¢sszes tobbi H szerinti
mellékosztaly nem részcsoport (hiszen példaul az egységelemet sem tartalmazza).

A fenti tétel allitasai baloldali mellékosztalyokrél szolnak, de nyilvan mind-
egyik allitds megfelel6je érvényes jobboldali mellékosztalyokra is. A tétel egy-
szer(, de alapvet6 fontossagu kovetkezménye az alabbi tétel:



1.3. Tétel. [Lagrange tétele]
Legyen G véges csoport, H < G részcsoport. Ekkor |H | ’ |G|. (Szavakban:
véges csoport részcsoportjanak rendje mindig osztja a csoport rendjét.)

Bizonyitas: A fenti tétel szerint a H szerinti mellékosztalyok | H | méretd diszjunkt
részekre vagjak a G csoportot. Ez nyilvan csak akkor lehetséges, ha | H | ‘ |G|. O

A |G|/|H| szdmot a H részcsoport indexének szoktak nevezni és |G : H|-val
jelolik. A Lagrange-tétel egyszer(i és fontos kdvetkezménye az elem rendje és a
csoport rendje kdzotti kapcsolat:

1.4. Kovetkezmény. Legyen G véges csoport és g € G. Ekkor o(g) ‘ |G|. (Sza-
vakban: véges csoport elemének rendje mindig osztja a csoport rendjét.)

Bizonyitas: Legyen o(g) = k és H = {g,¢% ...,g*1, ¢ = e}. A felsorolt
elemek mind kilénbdz6k — ez korabban kider(lt annak bizonyitasa soran, hogy
véges csoportban az elemrend is mindig véges. Belatjuk, hogy H < G, ekkor
Lagrange tétele szerint készen lesziink, hiszen |H| = o(g) = k.

H zért a csoport miiveletére nézve: ha ¢, ¢ € H, akkor ¢*-¢’ = ¢**7. Hamost
i+ < k, akkor ¢"*7 € H nyilvanvalo; egyébkeént pedig ¢/ = ¢gti—F . gk =
gtk e = ¢iti=k ¢ H. H Zzart az inverz képzésre is: (¢°)~* = ¢g*%, mert
g' - g"" = ¢* = e. Igy H valban részcsoport. O

2. Normalosztd, faktorcsoport

A csoportelmélet célja az, hogy valamilyen atfogo tételt tudjon mondani az 6sszes
(véges) csoport szerkezetérol. Egy ilyen tételnek szamos alkalmazasa van a mate-
matikan belul és kivil is. Az eljaras tavolrdl hasonlit az egész szamok vizsgalata-
hoz, ahol a szdmelmélet alaptétele egy hasonlo, atfogo tétel. Ennek alapgondolata
az, hogy ha egy egész szdmnak megtalaljuk egy osztdjat, akkor az 0szt6 és a ha-
nyados ismerete sokat elarul az eredeti szamrol is. Ha a szorzatta alakitast tovabb
folytatjuk amig csak lehet, eljutunk a szam primtényezés felbontasahoz. A cso-
portok esetében is hasonlo a helyzet: értelmezni fogjuk a normaloszt6é fogalmat,
amivel egy csoportot ,.el lehet osztani”, a hanyadosnak megfelel6 fogalom pedig
a faktorcsoport lesz. Ezen a ponton mi megallunk majd ugyan, de érdemes tudni,
hogy az Ut tovabb vezet: értelmezni lehet a primszamnak megfelelé fogalmat (az
ugynevezett egyszerii csoportot) és be lehet bizonyitani egy tételt csoportokkal
kapcsolatban, ami valoban emlékeztet a szamelmélet alaptételére (noha jéval bo-
nyolultabb annal).



2.1. Definicio. Legyen G csoport és N < (G reszcsoport. N-et normalosztonak
(vagy normalis részcsoportnak) nevezzik, ha g N = Ng teljestl minden g € G-re.
Ennek jele: N < G.

A definicidénak fontos eleme, hogy N részcsoport, tehat a normaloszt6 egy
specidlis részcsoport. Fontos megjegyezni azt is, hogy a definicié minden g € G-
re két halmaz (¢gN és N g) egyenléségét mondja ki. Ez tehat nem jelenti azt, hogy
gn = ng teljestilne minden n € N-re, csak azt, hogy a gn elemek halmaza és az
ng elemek halmaza megegyezik, ha n végigfut N-en.

Példak:

1. Legyen G a sikvektorok csoportja a vektorok dsszeadasaval és legyen H az
x-tengelyre eso vektorok részcsoportja. Ekkor barmely g = (u, v) vektorra
(u,v)+ H és H + (u,v) isaz y = v egyenes, igy (u,v) + H = H + (u, v).
Ezért H normaloszto. Nyilvan altalaban is igaz, hogy Abel-csoportban min-
den részcsoport egyben normaloszto is.

2. Legyen G = D5 és H = {1, fi2, fa40}. Erdemes Kiprobalni, hogy ha ¢; a
haromszog valamelyik tlikrozese, akkor t; fi20 = faaoti €S t; faso = fio0ti.
Ezért t;H = Ht; teljesul (mindkét oldal a hdrom tiikr6zésbdl all). Ha most
f; valamelyik forgatas (vagy az identités), akkor is teljesil f;H = Hf;
(mindkét oldal egyenl6 H-val). Ezért H « G. (Altalaban is konny( belatni,
hogy 2 indexd, vagyis az elemek felét tartalmazo részcsoport mindig nor-
maloszto.)

3. Legyen GG az n x n-es, nemnulla determinanst matrixok csoportja a mat-
rixszorzassal és H alljon az 1 determinansu matrixokbdl. Emlitettlik, hogy
minden A € G-re A- H és H - A is a det A determinansu matrixokbdl all,
igy H <« G.

4. Legyen ismét G = Ds, de most legyen H = {I,¢,} (ez val6ban részcso-
port). Erdemes végiggondolni, hogy most fio0H = { fis0,t3}, de H fi5 =
{fi20,t2} (ha a tikrozéseket a csucsok dramutato jarasaval ellenkezd sor-
rendje szerint szamozzuk). Ezért H nem normaloszto.

A normaloszto definicidjanak szamos atfogalmazasa van, ezek kozul sziiksé-
gunk lesz az alabbira:



2.2. Allitas. Legyen N < G részcsoport. Ekkor
N<aG <= g 'ng e N teljesil mindenn € N és g € G esetén.

Bizonyités:

=:Legyeng € G,n € N. Ekkor ng € Ng. Mivel N <« G, ezért gN = Ny,
igy ng € gN isigaz, vagyis létezik olyan n’ € N, hogy ng = gn’. Mindkét oldalt
balrél g—!-zel szorozva: ¢g~'ng = n/, igy g 'ng € N valdban teljestil.

<: Belatjuk, hogy Ng C ¢N; a forditott irdnyu tartalmazas ugyanigy be-
lathatd, amibdl kovetkezik N <« G. Vegyuk Ng egy tetszOleges elemét: ng-t
(n € N). Azt akarjuk belatni, hogy ng € g, vagyis hogy van olyan n’ € N,
amelyre ng = gn'. Legyen n’ = g 'ng, a feltétel szerint n’ € N. Ekkor
gn' = gg~'ng = ng, vagyis ng € gN valéban teljesul. O

A normalosztd definiciojara azért van sziikség, hogy definialni tudjuk a fak-
torcsoport fogalmat:

2.3. Definicio. Legyen (G, -) csoport és N < G normaloszt6. Ekkor a G /N-nel
jelolt faktorcsoport elemei az IV szerinti mellékosztalyok és a faktorcsoport « m-
veletét az alabbi képlet szerint értelmezzik:

(gN) * (hN) = (gh)N.

(Szavakban: a faktorcsoportban a g/N és hN mellékosztalyok kozotti « mlvelet
eredménye a (gh)N mellékosztaly.)

A definiciéban nem jel6ltik meg, hogy G//N elemei a baloldali, vagy a jobb-
oldali mellékosztalyok; erre nincs is szlikség, hiszen a normalosztd definicidja
szerint ezek kozott nincs kilonbség.

Természetesen be kell bizonyitani, hogy a faktorcsoport val6ban csoport. Ez-
el6tt azonban egy ennél is alapvetébb kérdésre kell megnyugtaté valaszt adni: va-
jon a faktorcsoport miivelete értelmesen lett-e definialva? Ez a kdvetkez6t jelenti:
legyen X és Y két mellékosztaly, példaul X = ¢g; N és Y = h;N. Lattuk, hogy
ugyanannak a mellékosztalynak kiilénbzo reprezentansai is lehetnek: X = go N
és Y = hyN el6fordulhat g, # g2, h1 # ho esetén is. Mi lesz akkor X x Y? A
fenti definicid szerint mondhatjuk azt is, hogy X Y = (g1h1)N, de mondhatjuk
aztis, hogy X Y = (goho)N. Ha most véletlenll (g1h1)N # (g2he) N, akkor ez
azt jelenti, hogy a x mlvelet definicidja értelmetlen, mert az eredmény fiigg attdl,
hogy milyen alakban irjuk fel a mellékosztalyokat. (Egy kdzérthet6bb példa talan
megvilagitja, hogy mit jelentene a miivelet definicidjanak értelmetlensége. Az al-
talanos iskola hatodik osztalyaban sok gyerek hasznaljaaz § @ § = ZT’L; szabalyt a
tortek dsszeadasara (a szorzas mintajara). Eszerint a szabaly szerint 1 @ 2 = £, de
% @ 8 = % Ez éppen azt jelenti, hogy a & mivelet definicioja értelmetlen, mert a
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mivelet eredménye fligg attol, hogy az % és % szamok melyik alakjat valasztjuk.)
Szerencsére a faktorcsoport miveletének definicidja értelmes, ezt mondja ki az
alabbi tétel.

2.4. Tétel. Legyen N < G normaloszté és tegyik fel, hogy g1 N = go N és hy N =
ho N valamely g1, go, hi, ho € G elemekre. EKkor (g1h1)N = (goho)N.

Bizonyitas: Elég lesz bebizonyitani, hogy a (g1h1) N €s (g2hs) N mellékosztalyok-
nak van kdzos eleme, hiszen ekkor az 1.2. tétel (2)-es allitasa szerint egybeesnek.
Vegylk (g1h1)N egy tetszbleges elemét: g,hin-et (n € N). Készen leszlnk, ha
belatjuk, hogy gihin € (goho)N. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan n* € N,
amelyre gihin = gohon*. Ezt az egyenletet balrol szorozva elbb g, '-zel, majd
hyt-zel: hy gy tgihin = n*. Annyit kell tehat igazolnunk a tétel bizonyitasahoz,
hogy h; ‘g 'gihin € N. Ehhez a kovetkez atalakitasok vezetnek:

-1 _— 1,1 — 2,1 _ (3)
h2 192 lglhln = h2 192 lglh2n/ = hg 192 lgln//hg =

(4)
@) h2—192—1g2n///h2 _ hz_lnmhg c N

Itt az egyes lépések helyességét a kovetkez6 megjegyzések indokoljak:

(1): tudjuk, hogy hi N = hoN, ezért a hyn € hy N elem felirhaté hin = hon'
alakban is alkalmas n’ € N-re.

(2): mivel N normalosztd, ezért hy N = Nhy; igy a hon' € hy N elem felirhatd
hon' = n"hy alakban is alkalmas n” € N-re.

(3): g1 N = goN, ezért g;n” = gon”” alkalmas n”” € N-re.

(4): N normaéloszto, igy a 2.2 allitas alkalmazhato. O

Hangsulyozzuk, hogy a fenti bizonyitasban erésen kihasznaltuk, hogy N nor-
malosztd. Ha IV egy tetsz6leges részcsoport volna, el6fordulhatna, hogy a faktor-
csoport mlveletének definicioja értelmetlen; valdjaban a normaloszto definicidjat
éppen az indokolja, hogy ezzel lehet garantalni a fenti tétel érvényességét. Belat-
tuk tehat, hogy a faktorcsoport miivelete jol definiélt, most mar azt is igazolhatjuk,
hogy a faktorcsoport val6ban csoport.

2.5. Allitas. Legyen G csoport és N < G norméalosztd. Ekkor G /N csoport.

Bizonyitéas: Ellendrizzik az asszociativitast: ha gN, hN és kN mellékosztalyok,
akkor (¢N « hN) « kN = (gh)N « kN = ((gh)k)N és gN x (hN x kN) = gN x
(hk)N = (g(hk))N. Mivel G csoport, ezért (gh)k = g(hk), igy a faktorcsoport
« mavelete valoban asszociativ.

A faktorcsoport egyseégeleme N = eN, hiszen minden g N mellékosztalyra
gN xeN = (ge)N = gN éseN x gN = (eg) N = gN.
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Végul minden mellékosztalynak van inverze: a g¢/N mellékosztalyé ¢—' N, hi-
szen gN x g~ !N = (gg7')N = eN = N és hasonléan g~ !N x gN = (¢~ 'g)N =
N. O
Példak:

1. Legyen G a sikvektorok csoportja a vektorok dsszeadasaval és H alljon
az x-tengelyre es6 vektorokbol. Ekkor a G/ H faktorcsoport elemei a H-
szerinti mellékosztalyok, vagyis az z-tengellyel pdrhuzamos egyenesek. Az
y = a egyenes (vagyis a (0,a) + H mellékosztaly) és az y = b egyenes (a
(0,b) + H mellékosztély) kozti « mivelet eredménye a faktorcsoportban a
(0,a + b) + H mellékosztaly, vagyis az y = a + b egyenes. (Ez tehat azt

mutatja, hogy G/ H izomorf az (R, +) csoporttal: az izomorfizmusaz y = a
egyeneshez az a val6s szamot rendeli.)

2. Legyen G = D3 és H = {I, f120, foa0}. EKKor G/H-nak két eleme
van, a két H szerinti mellékosztaly: {I, fis0, foa0} €S {1, 12, 13}. Ha az el-
sOt roviden X-szel, a mésodikat Y'-nal jeldljik, akkor a faktorcsoportban
XY =1H«t;H = (Ity)H = t;H = Y (ami nem meglepd, hiszen
H = X mindig a faktorcsoport egységeleme). Hasonléan, X x X = X,
Y« X =Y éYx«Y = X.(Vagyis G/H izomorf a C, ciklikus csoporttal.)

3. Legyen G az n x n-es, nemnulla determinansd matrixok csoportja a matrix-
szorzéssal és H alljon az 1 determinansi matrixokbdl. Ekkor G/ H elemei
a kdzos (nemnulla) determinanssal rendelkezé n x n-es matrixok halma-
zai. Ha X az « determinénsu, Y a 3 determindnsu matrixok halmaza —
azaz X = AH ésY = BH, ahol det A = « €s det B = 3 —, akkor
X Y = AH x BH = (AB)H, ami nem mas, mint az o, determinansu
matrixok halmaza. (Ezek szerint G/H izomorf a nemnulla val6s szdmok
szorzassal vett csoportjaval: az izomorfizmus az o determinansu matrixok
halmazéhoz a-t rendeli.)

3. Homomorfizmus

A fenti példakon lathattuk, hogy a faktorcsoport elemeivel val6 ,,szamolas” id6n-
ként kényelmetlen lehet. Az alabbiakban megismerkedink egy tétellel, amelynek
segitségével konnyebben felismerhetjlk, hogy a faktorcsoport milyen, korabbrol
mar esetleg ismer6s csoporttal izomorf. Ehhez sziikségink lesz az alabbi fogal-
makra.

3.1. Definicid. Legyenek (G,-) és (H,o) csoportok. A ¢ : G — H fuggvényt
homomorfizmusnak nevezziik, ha ¢(a - b) = ¢(a) o p(b) teljestl minden a,b € G
esetén.



A homomorfizmus definiciojaban szerepld feltétel (a mlvelettartas) mar is-
merds lehet az izomorfizmus definiciojabdl. A két fogalom kozti kiilonbség az,
hogy izomorfizmus esetén megkoveteljik a fuggvény kdlcsondsen egyértelmisé-
gét, mig homomorfizmus esetén nem. Az izomorfizmus tehat specialis homomor-
fizmus.

3.2. Definicid. Legyen ¢ : G — H homomorfizmus. Ekkor a homomorfizmus
képének nevezzik és Im p-vel jeloljuk ¢ értékkészletét, vagyis az Imp = {h €
H|3g € G, ¢(g) = h} halmazt. A homomorfizmus magjanak nevezzik és Ker -
vel jel6ljuk G azon elemeinek halmazat, amelyeknek a -vel vett képe H egység-
eleme, vagyis Ker p = {g € G|p(g9) = en}.

Példak:

1. G legyen a sikvektorok csoportja a vektorok ¢sszeadasaval és H legyen
az (R,+) csoport (a valés szdmok osszeadassal vett csoportja). A ¢ :
G +~— H homomorfizmus az (z,y) € G vektorhoz az y € R sz&-
mot rendelje. Ekkor ¢ valéban homomorfizmus: ¢ ((z1, 1) + (22, 42)) =
¢ ((x1+ 22,1+ 92) = v1 +y2 = ¢ ((21,91)) + ¢ ((x2,92)) A homo-
morfizmus képe Im ¢ = H, hiszen minden valds szam lehet egy sikvektor
maéasodik koordinataja. A homomorfizmus magja az x-tengely vektoraibdl
all: Ker p = {(x,0)|z € R}, hiszen ezeknek a vektoroknak a képe 0, ami a
H = (R, +) egysegeleme.

2. Legyen G = D3 és H = {e, h} a két elem( ciklikus csoport. (H-ban tehat
eh = he = hése? = h? = e.) A ¢ : G — H homomorfizmus a G-beli
forgatasokhoz (és az identitashoz) e-t, a G-beli tiikrozésekhez h-t rendelje.
Nem nehéz ellen6rizni, hogy ¢ valéban homomorfizmus. (Ez azon mdalik,
hogy a forgatasok korljarastarto, a tiikrozések koruljarasvalto transzforma-
ciok.) Nyilvan Im p = H és Ker o = {1, fi20, f240}-

3. Legyen G az n x n-es, nemnulla determinanst matrixok csoportja a mat-
rixszorzassal és H = (R \ {0},-) a nemnulla valés szamok csoportja a
szorzéssal. A € G esetén legyen p(A) = det A. A determinénsok szor-
zastétele éppen azt mondja ki, hogy ¢ homomorfizmus. Ekkor Imy = H
(hiszen minden val6s szdm lehet egy alkalmas n x n-es matrix determi-
nansa) és Ker az 1 determinansd matrixok halmaza (hiszen (R \ {0}, )
egységeleme 1).

A fenti példakbol is latszik a homomorfizmusok néhany alapvet6 tulajdon-
saga, amelyeket az alabbi tételben foglalunk 6ssze:



3.3. Tétel. Legyen ¢ : (G,-) — (H, o) homomorfizmus. Ekkor
(1) p(eq) = ey (vagyis G egységelemének képe H egységeleme);

@) ¢(g7") = (¢(g))”" minden g € G-re;
(3) Imy < H (vagyis Im ¢ részcsoport H-ban);

(4) Kery < G, s6t: Ker ¢ < G (vagyis Ker ¢ normaloszto G-ben).

Bizonyitas: (1) Legyen ¢(eqg) = h € H. A homomorfizmus definiciéjabdl h =
vleg) = pleg - eq) = pleq) o p(eg) = ho h. A kapott h = h? egyenlet mindkét
oldalat (H-ban) h~!-zel szorozva e = h adodik.

(2) A homomorfizmus definici6jabdl és az (1)-es tulajdonsaghdl: ey =
oleq) = p(g97") = ©(g) o w(g"). Mindkét oldalt balrél (¢ (g))"-zel szorozva:
(e(9) " =wlg™).

(3) Im ¢ nyilvan nem az ures halmaz, mert G elemeinek képét tartalmazza.
Im o zéart a (H-beli) mdveletre: ha hy, he € Im, akkor by = ©(g1) €S ha = ©(g2)
valamilyen gy, g» € G elemekre; ekkor h1ohy = ¢(g1)op(g92) = ©(g192) € Ime.
Tovabba Im ¢ zart a (H-beli) inverz képzésre: ha h € Imyp, akkor h = ¢(g)
alkalmas g € G-re; ekkor a (2)-es tulajdonsag szerint h=! = ¢(g7!) € Imo.
Mindezek miatt Im ¢ valGban részcsoport.

(4) El6szor belatjuk, hogy Kerp < G. Az (1)-es tulajdonséag szerint Ker ¢
nem Ures, mert e € Ker . Ker ¢ zart a (G-beli) miveletre: ha g, go € Ker,
akkor p(g1) = ¢(g2) = en; ekkor p(g192) = p(g1) 0 p(g2) = ew 0 ey = ep, gy
9192 € Kerp. Ker ¢ zart a (G-beli) inverz képzésre: ha g € Ker ¢, akkor ¢(g) =
ex; ekkor a (2)-es tulajdonsag szerint ¢(g7') = (p(g)) " = ez! = en, igy
©(g™1) € Ker . igy Ker o részcsoport, azt kell még belatni, hogy normalosztd is.
Legyen g € G ésn € Kery; a 2.2. allitas szerint azt kell csak megmutatni, hogy
g ng € Ker o, vagyis p(g~'ng) = ey. Ez pedig igaz, mert o(g~'ng) = p(g~1)o
p(n)op(g) =w(g ) oenop(g) =g~ op(g) = (g '9) = pleg) = ey. O

A homomorfizmus altalaban nem kdlcsondsen egyértelm( fliggvény, vagyis
kulonbozé G-beli elemeknek lehet azonos a képe. Természetes kérdés, hogy mi-
kor lesz két GG-beli elem képe azonos, mik az egyetlen H-beli elemmé ,,0ssze-
ejtett” G-beli halmazok. A kdvetkezd tétel allitasa szerint ezek éppen a Ker
szerinti mellékosztéalyok.



3.4. Tétel. Legyen ¢ : (G,-) — (H,o) homomorfizmus és legyen N = Ker .
Ekkor

aN=¢N <= olg)=¢(9)

Bizonyités:

=: Mivel g € ¢oN = g1 N, ezért go = ¢gin alkalmas n € N-re. Ezért
p(g2) = p(gin) = ¢(g1) o p(n) = ¢(g1) o en = ¢(g1) (@hol p(n) = ey azért
igaz, mertn € N = Ker ).

<:Ha ¢(g1) = ¢(gs), akkor ezt balrél (¢ (g2))~"'-zel szorozva: (p(gs)) " o
©(g1) = ex. Ekkor az el6z6 tétel (2)-es allitasa szerint ey = p(g5') o p(g1) =
(95 g1), 19y g5'g1 € N = Kery. Ha most g;'g; = n € N, akkor mind-
két oldalt balrdl g,-vel szorozva: g; = gon. Eszerint tehat g; € goN. Mésrészt
g1 € g1 N nyilvanvalo, vagyis a g N és go N mellékosztalyoknak van k6zos eleme
(nevezetesen ¢;), igy az 1.2. tétel (2)-es allitasa szerint g; N = g, N. O

A tétel azt allitja, hogy két elem képe akkor egyenld, ha a két elem ugyanazt
a mellékosztéalyt reprezentélja; az 1.2. tétel szerint persze mondhatjuk azt is, hogy
a két kép pontosan akkor egyenl®, ha a két elem ugyanahhoz a mellékosztalyhoz
tartozik. A most bizonyitott tétel alapveté fontossagu kdvetkezménye az alabbi
tétel.

3.5. Tétel. [Homomorfizmus tétel]
Legyen ¢ : (G, -) — (H, o) homomorfizmus. Ekkor

G/ Keryp = Imp.

A tétel szerint tehat kénnyen meg tudjuk mondani, hogy milyen (esetleg mar
ismert) csoporttal izomorf valamely G /N faktorcsoport, ha az N <G norméalosztd
valamely ¢ : G — H homomorfizmus magja: a homomorfizmus képével. Azt,
hogy a tétel allitasanak egyaltalan van értelme, a 3.3. tétel allitasainak koszon-
hetjik. A G/ Ker ¢ faktorcsoport ugyanis csak akkor értelmezett, ha Ker ¢ nor-
malosztd; ezt a (4)-es allitas garantalja. Tovabba a faktorcsoport csak akkor lehet
izomorf Im ¢-vel, ha Im ¢ maga is csoport; ezt pedig a (3)-as allitdsbdl tudjuk.

Bizonyitas: Legyen N = Ker ¢. Meg kell adnunk egy ¢ : G/N +— Im ¢ izomor-
fizmust G/N elemei (a mellékosztalyok) és Im ¢ elemei kozott. Ha X az egyik NV
szerinti mellékosztaly, akkor az el6z6 tétel szerint X minden eleméhez © ugyanazt
a H-beli elemet rendeli; természetes gondolat ¢/-t Ugy definialni, hogy X -hez ezt a
kozos H-beli elemet rendelje. Képletben: (g N) o ©(g). (Hangsulyozzuk, hogy
1 definicidjanak értelmességét az el6z4 tétel garantalja; ha valamely g1, g» € G-re
el6fordulhatna, hogy g1 N = g2 N, de ©(g1) # ¢(g2), akkor a definicid értelmetlen
volna.)
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Ekkor ¢ valéban G /N-r6l Im p-be képez (hiszen ¢ (gN) = ¢(g) € Imyp).
Azt kell megmutatnunk, hogy « izomorfizmus. A mivelettartas teljesul ¢-re: ha
91N, goN € G/N, akkor ¢(g1N x gaN) = ¥(q192IN) = (g192) = ¢(g1) o
©(g2) = Y(1N) o (g2 V) (itt ) és  definiciojan kivil kihasznaltuk, hogy ¢ ho-
momorfizmus). ¢ kilonb6z6 G/ N-beli elemekhez kulénbozé Im p-belieket ren-
del (azaz + injektiv): ha g1 N # go IV, akkor ¢(g1 N) = ©(91) # ¢(92) = ¥(g92V),
ez éppen az el6zo tétel allitasa. ¢» minden Im p-beli elemet felvesz értékként
(azaz v szlrjektiv): ha h € Imyp, akkor h = ¢(g) alkalmas g € G-re, igy
v(gN) = ¢(g) = h.

Ezek szerint ) mlvelettarto es kdlcsondsen egyértelmd, igy izomorfizmus. O

Példak:

1. Legyen G a sikvektorok csoportja a vektorok 6sszeadasaval, H = (R, +) és
©((x,y)) = y. EKkor a homomorfizmus tétel allitdsa szerint G/ ({(x,0)|z €
R}) = (R, +), ahogy azt mar korabban is lattuk.

2. Legyen G = D3, Cy = H = {e, h} a két elem( ciklikus csoport és ¢ a for-
gatasokhoz e-t, a tiikrdozésekhez h-t rendelje. Ekkor a homomorfizmus tétel
szerint D3/ ({1, fi20, foa0}) = C5, a korabbi allitasunknak megfelelGen.

3. Legyen G az n x n-es, nemnulla determinansd matrixok csoportja a matrix-
szorzéssal, H = (R\ {0}, -) és ¢(A) = det A. Most a homomorfizmus tétel
azt mondja, hogy G/ ({1 determinanst matrixok}) = (R \ {0}, -), amint az
mar kordbban is kiderdlt.
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