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1. Az ábrán látható G gráf v2 és v3 csúcsaira egy-egy bábut helyez-
tünk. Két játékos játszik, és felváltva lépnek. Minden lépésben
a soron következő játékos egy általa választott bábut egy irá-
nyított él mentén az adott csúcs egy tetszőleges szomszédjába
mozgat. (Egy ilyen lépés során tehát nem tilos az egyik bábut
arra a csúcsra tolni, amelyiken a másik bábu áll.) Határozzuk
meg az így definiált éles játék Grundy-számát.

G

v1 v2

v3

v4 v5

A szóban forgó játék két olyan kombinatorikus játék összege, amelyek mindegyikéhez a G gráf
tartozik, és az egyes játékok kezdőállásai az elhelyezett bábuk alatti csúcsok. (2 pont)
Ezért dinamikus programozással meghatározzuk G minden egyes csúcsának a Grundy-
számát. (1 pont)
A csúcsok fordított topologikus sorrendje v5, v4, v1, v2, v3, (1 pont)
Grundy számaik pedig g(v5) = mex{∅} = 0,
g(v4) = mex{g(v5)} = mex{0} = 1,
g(v1) = mex{g(v4)} = mex{1} = 0,
g(v2) = mex{g(v1), g(v5)} = mex{0} = 1,
g(v3) = mex{g(v1), g(v2), g(v3), g(v4)} = mex{0, 1} = 2. (2 pont)
A Sprague-Grundy tétel miatt az összegjáték Grundy-száma az egyes játékok Grundy-
számainak NIM-összege. (2 pont)
Mivel g(v2)⊕ g(v3) = 1⊕ 2 = 3, (1 pont)
ezért a kérdezett játék Grundy-száma 3. (1 pont)
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2. Legyen n pozitív egész, T pedig egy 2× (2n− 1)-méretű tábla, amin két játékos a következő játékot
játssza. Felváltva lépnek, és minden lépésben a soron következő játékos lefedi a T tábla két, vízszintes
vagy függőleges oldalban szomszédos, fedetlen mezejét egy 2 × 1 méretű dominóval. Az a játékos
veszít, aki nem tud ilyen lépést tenni.
Állapítsuk meg, hogy melyik játékosnak van nyerő stratégiája a fent leírt játékban, és adjuk is meg
egy konkrét nyerő stratégiát, amivel ez a játékos bármely szabályosan játszó ellenfél ellen nyerni tud.

Megmutatjuk, hogy a kezdő játékosnak van nyerő stratégiája. Ehhez megadunk egy lehetséges
stratégiát, ami garantálja a kezdő játékos győzelmét. (2 pont)
A kezdő játékos első lépésében úgy fed le két mezőt a táblán egy 2 × 1 méretű dominóval,
hogy a tábla maradék mezői két 2× (n− 1) méretű táblát alkossanak. (4 pont)
Ezt követően a kezdő játékos e két tábla közül mindig azon lép, amelyiken nem lépett az
ellenfele az utolsó lépésében. A konkrét lépés pedig abból áll, hogy a kezdő játékos az ellenfél
lépését a másik táblán lemásolja. (3 pont)
Ezt a módszert követve a kezdő játékos mindig tud válaszolni az ellenfele lépésére. Mivel a
játék véges sok (legfeljebb 2n− 1 lépés után) véget ér és a kezdő játékos nem veszíthet, ezért
ezzel a módszerrel a kezdő játékos bizonyosan nyerni fog. (1 pont)

Másik lehetséges nyerő stratégia a kezdőnek a következő: ha a második az előző körben vízszin-
tes dominót rakott, akkor ő az alá/fölé tesz szintén vízszintesen, minden más esetben pedig egy
függőleges dominót tesz bárhova. Ezzel nem lesz "lyukas" a pálya, a mezők számából pedig
következik, hogy ő fog nyerni.
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3. A jobb oldalt látható mátrix által megadott stratégiai
játékban a p paraméter milyen értékeire lesz az (L, J)
stratégiaválasztás Pareto-optimális?

B J
F (p− 24, 2p+ 16) (22,−3p− 26)
L (3p+ 7, 66) (11, 100)

Egy stratégiaválasztás akkor Pareto-optimális, ha azt egyetlen más stratégiaválasztás sem
Pareto-dominálja, azaz nincs olyan másik stratégiaválasztás, amelyikkel egyetlen játékos sem
jár rosszabbul, de legalább egy játékos szigorúan jobban jár vele. (1 pont)
Az (L, J) stratégiaválasztást bizonyosan nem Pareto-dominálja az (L,B) választás, hisz az
előbbivel az oszlopjátékos szigorúan jobban jár. (2 pont)
Ahhoz, hogy az (F, J) stratégiaválasztás ne Pareto-dominálja az (L, J) stratégiaválasztást, az
szükséges, hogy az oszlopjátékos az előbbivel szigorúan rosszabbul járjon, azaz −3p−26 < 100
teljesüljön, ami ekvivalens a p > −42 feltétellel. (2 pont)
Végül ahhoz, hogy az (F, J) stratégiaválasztás ne Pareto-dominálja az (L, J) stratégiaválasz-
tást, az szükséges, hogy ha valamelyik játékos az előbbi stratégiaválasztással szigorúan jobban
jár, akkor a másik játékos az utóbbi választással járjon szigorúan jobban. (1 pont)
Ez azzal ekvivalens, hogy a p− 24 ≤ 11 és a 2p+ 16 ≤ 100 egyenlőtlenségek közül valamelyik-
nek szigorúan kell teljesülnie vagy mindkettőnek teljesülnie kell. Az egyenlőtlenségeket átírva
p ≤ 35 ill. p ≤ 42 adódik. Ezért a vizsgált Pareto-dominálás pontosan akkor nem teljesül, ha
p < 42 . (3 pont)
Tehát pontosan |p| < 42 esetén Pareto-optimális a kérdezett stratégiaválasztás. (1 pont)
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4. A jobb oldalon látható az oszlopjátékos nyereségmátrixa egy kétszemélyes,
0-összegű stratégiai játékban. Írjunk fel egy olyan lineáris programozási
feladatot, amivel meghatározható az oszlopjátékos egy maximin stratégiá-
ja!

B E J
F 2 3 0
K −1 4 3
L 2 1 −2

A hallgató valamilyen lineáris programozási feladatot próbál felírni. (1 pont)
Jelöljék x1, x2, x3 változók, hogy az oszlopjátékos a kevert stratégiájában mekkora valószínű-
séggel választja a B,E, J stratégiákat. (1 pont)
Jelölje α változó az oszlopjátékos biztonsági szintjét. (1 pont)
Az x1, x2, x3 eloszlás, ezt a következő kényszerek írják le:
x1, x2, x3 ≥ 0
x1 + x2 + x3 = 1. (2 pont)
Az oszlopjátékos várható nyeresége a sorjátékos bármely választására legalább α, ezt a
következő kényszerek írják le:
2x1 + 3x2 ≥ α,
−x1 + 4x2 + 3x3 ≥ α,
2x1 + x2 − 2x3 ≥ α. (3 pont)
Ha valaki az oszlopokra írja fel a sorok helyett. (-1 pont)
A feladat az α maximalizálása, tehát a célfüggvény maxα. (2 pont)
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5. Négy játékos osztozik a [0, 1) intervallumon Even–Paz-eljárással. Mi lesz a P2 játékos jussa, ha az
alábbi grafikonok írják le az egyes játékosok értékelő eloszlásfüggvényeit?
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1
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Ha valaki nem az Even–Paz-eljárást végzi el. (0 pont)
Az Even–Paz-eljárás első fázisában a P1, P2, P3, P4 játékosoktól a saját 2 : 2 arányú, azaz
értékfelező osztópontjukat kérjük a [0, 1) intervallumra. (1 pont)
Tehát mindegyikőjük meghatározza azt a legkisebb xi helyet, amire a [0, xi) intervallum értéke
a számára µi([0, xi)) =

1
2
µi([0, 1)) =

1
2

értékű. (1 pont)
Az ábráról leolvasható, hogy x1 =

1
4
, x2 =

3
4
, x3 =

1
4
, x4 =

1
2
. (2 pont)

Mivel x1 = x3 < x4 < x2, ezért az x3 = 1
4

osztóponton vágnak, továbbá P1 és P3 megy balra,
P2 és P4 pedig jobbra. (1 pont)
Tehát a második fázisban P2 és P4 az [1

4
, 1) intervallumon osztoznak (a másik két játékos most

nem érdekes).
A P2 és P4 játékosoktól a saját 1 : 1 arányú, azaz értékfelező osztópontjukat kérjük az [1

4
, 1)

intervallumra. (1 pont)
Tehát mindegyikőjük meghatározza azt a legkisebb yi helyet, amire az [1

4
, yi) intervallum

értéke a számára µi([
1
4
, yi)) =

1
2
µi([

1
4
, 1)). (1 pont)

Az ábráról leolvasható, hogy y2 =
3
4
, illetve y4 =

5
8
. (2 pont)

Mivel y4 < y2, ezért P4 kapja az [1
4
, 5
8
) intervallumot, P2 pedig az [5

8
, 1) intervallumot. (1 pont)
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6. Két játékos játszik mérgezett csokit egyszerre egy 3× 4 méretű és egy 4× 5 méretű csokoládétáblán.
Minden lépésben a soron következő játékos a fentiek közül egy általa választott olyan játékban lép
egyet, amelyik még nem ért véget. Az a játékos veszít, aki nem tud lépni. Melyik játékosnak van
nyerő stratégiája, és hogyan kell ennek a játékosnak megtennie az első lépését?

A kezdő játékosnak van nyerő stratégiája:
Első lépésként harapja le a 4× 5-ös csokit 4× 3-mas méretűre. (5 pont)
Ezt követően két azonos méretű mérgezett csokin játszanak, a kezdő játékos másol: ha az
ellenfél az egyiken az (x, y) mezőt választja, akkor a kezdő a másikon az (y, x)-et. Ha az
ellenfél tudott lépni, akkor ő is tud, tehát ő nyer. (5 pont)

Az is helyes érvelés, hogy a kezdő játékos fent leírt kezdőlépése után egy J + J játék adódik és
tanultuk, hogy J + J mindig II-es típusú.
Megjegyzés: a J játék itt nem a 3 × 4-es mérgezett csoki, hiszen ott az utoljára lépő játékos
veszít, ami egy betli játék. Ez annak az éles változata, vagyis ahol az utoljára lépő nyer.


