
Algojáték 2025 Mechanizmustervezés a gyakorlatban 13. gyakorlat

Stabil párosítás házaspárokkal. A Gale-Shapley egyetemi felvételi modelljét kiterjesztjük házas-
párok részvételével, akik állás-párokra jelentkeznek (különböző) kórházakba.
A párosítás stabil ha nincs
- blokkoló pár, egy egyéni orvos és egy kórház között,
- blokkoló koalíció, amit egy házaspár és két kórház alkot,
melyekben minden szereplő jobban jár az új szerződések megkötése (és korábbiak esetleges felmondása)
után.

Stabil párosítás alsó kvótákkal. A Gale-Shapley egyetemi felvételi modelljét kiterjesztjük alsó
kvótákkal. Tegyük fel, hogy a cj szaknak lj alsó és uj felső kvótája van.
Egy megengedett párosításban minden cj szak vagy

- bezárásra kerül (és senkit sem vesznek fel), vagy
- elindul, és akkor a felvettek száma lj és uj között van.
A párosítás stabil ha nincs

- blokkoló pár, egy induló szak és egy diák között,
- blokkoló koalíció, amit egy bezárt szak cj és lj db elégedetlen diák alkot, akik mind jobban járnának
a szak megnyitásával.

Egészértékű lineáris programozási feladat.

max/min c1x1 + . . .+ cnxn

a1,1 · x1 + . . .+ a1,n · xn
≤/=/≥ b1

...
ak,1 · x1 + . . .+ ak,n · xn

≤/=/≥ bk

Ahol az xi változók egészek.

Stabil párosítási feladat egészértékű programozással.

(Teljes páros gráfra.)

• Legyen n db fiú és m db lány.

• Jelölje li,j ∈ {1, . . . , n}, hogy az i. lány sorrendjében a j. fiú hanyadik helyen áll.

• Jelölje fi,j ∈ {1, . . . ,m}, hogy a j. fiú sorrendjében a i. lány hanyadik helyen áll.

• Legyen xi,j változó 1, ha az i. lány és j. fiú egy párt alkotnak, 0 egyébként.

∑
i

xi,j = 1 ∀j∑
j

xi,j = 1 ∀i

xi,j +
∑

li,k<li,j

xi,k +
∑

fk,j<fi,j

xk,j ≥ 1 ∀i, j
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:)

1. Az úgynevezett magyar módszerrel hatékonyan (vagyis polinomiális időben) lehet maximális összsúlyú
párosítást találni egy páros, élsúlyokkal rendelkező gráfban abban az esetben is, amikor a párosítás-
ról megköveteljük, hogy teljes legyen (vagyis mindenki kapjon párt). Tekintsük a lakáspiac feladat
azon változatát, ahol minden játékosnak csak az a fontos, hogy a sajátjánál jobb lakást kapjon (vagy
kompatibilis vesét egy vesecsereprogramban). Lássuk be, hogy a cserélő játékosok számának maxima-
lizálásának feladata visszavezethető a fenti páros gráfos problémára, emiatt ez a feladat is megoldható
hatékony algoritmussal.

2. a) Legyenek a, b, c ∈ {0, 1} változók. Fejezzük ki az a · b = c kvadratikus kényszert lineáris kény-
szerek segítségével.

b) Adott n lány, n fiú és egy teljes párosítás közöttük. Jelölje fi az i. lány fiú párját, lj pedig a j. fiú
lány párját. Konstruáljunk egészértékű programozási feladatot, melynek megoldásai pontosan
azokat a teljes preferenciasorrendezéseket adják meg, amik mellett a megadott párosítás stabil.

3. Lássuk be, hogy a házastársak jelenléte elrontja a Gale-Shapley egyetemi felvételi modelljének minden
jó tulajdonságát: lássuk be, hogy még ha létezik is stabil párosítás egy feladatban,

a) a felvett orvosok kiléte változhat a stabil párosításokban,

b) a felvett orvosok száma változhat a stabil párosításokban.

c) Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan mechanizmus, amelyik mindig stabil párosítást ad
(amennyiben létezik ilyen), és nem manipulálható.

4. Ha az optimalizálás során maximális méretű cserét keresünk a lakáspiacon (vagy a vesecsere problé-
mára), akkor adjunk rá példát, hogy sérülhet a jobbért-jobbat tulajdonság.

5. Tegyük fel, hogy a lakáspiacon csak legfeljebb 3-hosszú körökben engedünk meg cseréket (ahogy a
vesecsereprogramokban szokás). Mutassuk meg, hogy nem mindig létezik gyenge magbeli megoldás.
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