Algojaték 2025 Szavazas, arverés 7. gyakorlat

Szavazasi modell. Legyen N = {1,...,n} a szavazok halmaza és A = {a1, ..., a;} az alternativak
halmaza. Az i. szavazd szavazata az alternativak egy lehetséges sorrendje (permutécioja), az ehhez
tartozo rendezési relacio jele a <;. Az n szavazo egy lehetséges valasztasi profilja a IT = (<q,..., <,).
A szavazési mechanizmus egy F(II) tarsadalmi valasztési szabalyt (TVSZ) hataroz meg, mely egy
valasztasi profilhoz hozzarendeli a szavazas eredményét, azaz az alternativaknak a kozos dontés szerinti
sorrendjét. A nyertes alternativa a TVSZ sorrendjében az els6, az f(II) tarsadalmi véalasztési fiiggvény

(TVF) ezt a nyertes alternativat rendeli hozza a II-hez.

Tobbségi szavazas. A tobbségi szavazds TVSZ-e megszamolja, hogy egy adott alternativa hany-
szor fordul el6 els6 helyen a szavazatokban és az alternativakat ezen el6fordulasi darabszam szerinti
csokkend sorrendbe teszi. EgyenlGség esetén az els6 szavazo szavazata dont.

Borda-szavazas. Az i. szavazo a € A alternativahoz rendelt Borda-pontszama B;(a) = k — [, ahol [
az a alternativa sorszama az i. szavazo sorrendjében. Az a Borda-pontszama B(a), a szavazok Borda-
pontszamainak az Osszege. A Borda-szavazas TVSZ-e a Borda-pontszam szerinti cstkkend sorrendbe
rendezi az alternativikat. Egyenlség esetén az els szavazo szavazata dont.

Condorcet-konzisztencia. Az a alternativa legy6z egy téle kiilonb6z6 b alternativét, ha szigortian
tobb szavazo sorolta a-t a b elé a sorrendjében. Az a alternativa Condorcet-gyéztes, ha legyzott
minden mas alternativat (ilyen nem mindig van). Egy szavazasi mechanizmus Condorcet-konzisztens,
ha a Condorcet-gy6ztest valasztja nyertesnek, amennyiben az létezik.

Copeland-szavazas. Az a € A alternativa Copeland-pontszama C(a) = w(a) — I(a), ahol w(a)
jeloli azon alternativak darabszamat, melyeket a legy6zott, [(a) pedig azok darabszamat, melyek
legyGzték a-t. A Copeland-szavazis TVSZ-e a Copeland-pontszam szerinti csokkend sorrendbe rendezi
az alternativakat. EgyenlGség esetén az els6 szavazo szavazata dont.

Tétel. A Copeland-szavazas Condorcet-konzisztens.

Szavazasi mechanizmusok tulajdonsagai.

e Szimmetrikus / anonim: A TVSZ altal adott eredmény nem valtozik, ha a szavazok tetszd-
leges permutéacio szerint helyet cserélnek egymaéssal.

e Semleges / partatlan: A TVSZ &ltal adott eredmény nem valtozik, ha a szavazok tetszole-
ges permutacio szerint atcimkézik az alternativakat és az eredeti preferenciasorrendjiik szerint
szavaznak, de az alternativak 4j cimkéit irjak a szavazélapra, a kapott eredményt pedig vissza-
kodoljak az eredeti cimkézésre.

e Egyhangi: Ha a,b € A kiilonboz6 alternativakra minden szavazd a-t eldrébb sorolja b-nél a
szavazataban, akkor a TVSZ eredményében is a elérébb lesz mint b.

e Fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol (FLA): Ha a szavazok ugy modositjak a szava-
zatukat, hogy egy adott alternativahalmaz elemeinek az egymashoz viszonyitott sorrendje min-
denkinél valtozatlan marad, akkor ugyanezen alternativak egymashoz viszonyitott sorrendje a
TVSZ eredményében sem véltozhat meg.

e Taktikazasbiztos / nem manipulalhaté: Egy szavazé nem tud ugy hazudni a sajat preferen-
ciasorrendjérdl, hogy szamara jobb alternativa jojjon ki nyertesként, mintha &szintén szavazott
volna.

Gibbard-Satterthwaite tétel. Ha van legalabb 3 alternativa, tovabba f sziirjektiv (mindegyik
alternativa el8all nyertesként valamilyen Il-re) és taktikdzasbiztos, akkor f diktatorikus.

Arrow tétel. Ha van legalabb 3 alternativa, tovabba F' egyhangu és fiiggetlen a lényegtelen alterna-
tivaktol, akkor F' diktatorikus.
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Arverési modell. Legyen N = {1,...,n} a licitalok halmaza ¢s A = {ay,...,az} az alternativak
halmaza. Az i. licitalé valodi értékelsfiiggvénye a 0; : A — R, az egyes alternativak tényleges értékét
adja meg szamara, ez privat, a v; : A — R pedig az az értékelsfiiggvény, amit publikusan kozzétesz,
ez a szavazo licitje. Az i. szavazo Gszinte, ha v; = ;.

Az S; halmaz a lehetséges v; liciteket tartalmazza, S = S; x --- x S, a lehetséges v = (vy,...,v,)
licitprofilokat.

Az M arverési mechanizmus egy v licitprofilra megmondja, hogy melyik alternativa fog nyerni és
ez az egyes licitdloknak mennyi pénzbe fog keriilni. A nyertes alternativat az f : S — A fliggvény, az
1. licitalo koltségét a p; : S — R fiiggvény hatérozza meg.

Az i. licitalo nyereségét ekkor az u;(v) = 9;(f(v)) — pi(f(v)) fiiggvény adja meg.

Arverési mechanizmusok tulajdonsagai.

v_; részleges licitprofilja mellett a szavazo u; nyereségfiiggvényének értéke maximaélis, ha Gszinte,
azaz v; = v;-t licital.

e Szubvenciomentes: A mechanizmus p; koltségfiiggvényei nemnegativak minden i-re.

e Veszteségmentes: A mechanizmus p; koltségfiiggvényei olyanok, hogyha az i licitdlo Gszin-
tén licital, azaz v; = 0;, akkor a tobbiek barmely v_, részleges licitprofiljara az f(v) nyertes
alternativa p;(f(v)) koltsége nem haladja meg a 0;(f(v)) tényleges értékét.

Vickrey-Clarke-Groves (VCG) mechanizmus, Clarke-szaballyal.
1. Az f(v) tgy valasztja meg a nyertes a alternativat, hogy maximalizalja vele a kozjot, azaz a
> vi(a) Osszeget.

2. A koltségfiiggvények pedig
piv) = hi(v_) = Y vi(f()
J#i
alakuak, ahol h;(v_;) egy tetszleges, a tobbiek licitjétdl fiiges alapkoltség, melybdl kivonjuk,
hogy a tobbieknek mennyit ér a nyertes alternativa.

3. A Clarke-szabaly a h;-t az i. licitdlo nélkiil elérheté maximélis kozjoként, azaz a t6bbiek
maximaélis elérhetd értékeként definidlja:

hilv;) = max (Z vj(a)>
J#i
Ezzel a p; koltségfiiggvény éppen a tobbiek altal az i. jatékos jelenléte miatt elszenvedett
Osszveszteség lesz.
Tétel. A VCG mechanizmus taktikézasbiztos.

Tétel. A VCG mechanizmus Clarke-szaballyal szubvenciémentes és veszteségmentes, ha minden 4
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Legyen A = {a,b, ¢} az alternativak halmaza és n = 30 szavaz6. A szavazok kozil 9-en az a 1 b > ¢

preferenciarendezéssel, 10-en a b =5 a =3 ¢, és 11-en a ¢ >3 a >3 b preferenciarendezéssel rendelkeznek.
a) Hatarozzuk meg a tobbségi szavazas tarsadalmi valasztasi szabdlya altal adott eredményt.
b) Hatarozzuk meg a Borda-szavazas tarsadalmi valasztési szabalya altal adott eredményt.
¢) Van-e Condorcet-gyGztes?
)

d

Hatarozzuk meg a Copeland-szavazas tarsadalmi valasztési szabéalya altal adott eredményt.

Legyenek A = {a,b,c} az alternativak és n = 25 szavaz6. A szavazok koziil 5-en az a =1 b > ¢
preferenciarendezéssel, 4-en az a =5 ¢ =5 b preferenciarendezéssel, 7-en a b >3 a =3 ¢ preferenciaren-
dezéssel, 9-en pedig a ¢ >4 b =4 a preferenciarendezéssel rendelkeznek.

a) Hatarozzuk meg a tobbségi szavazas tarsadalmi valasztasi szabdlya altal adott eredményt.

b) Hatarozzuk meg a Borda-szavazas tarsadalmi valasztési szabalya altal adott eredményt.
¢) Van-e Condorcet-gyGztes?
d)

Hatarozzuk meg a Copeland-szavazas tarsadalmi valasztasi szabalya altal adott eredményt.

Hatéarozzuk meg, hogy a tobbségi szavazas, a Borda-szavazas és a Copeland-szavazas tarsadalmi va-

lasztasi szabalyaira mely tulajdonsagok teljestilnek az alabbiak koziil:
a) szimmetrikus / anonim
b) semleges / péartatlan
¢) egyhanga
)

d) fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol

Mutassuk meg, hogy a Borda-szavazis nem Condorcet-konzisztens!

Mutassuk meg, hogy a Borda-szavazas manipulalhato.

Ac)?

Legyen n € N, szavazo és két alternativa: igen és nem. Tekintsiik a ,paratlan dontés” tarsadalmi
valasztasi szabalyt: pontosan akkor nyer az igen alternativa, ha paratlan sok szavazatot kapott els
helyen. Hatarozzuk meg, hogy adott n esetén mely tulajonsagok teljesiilnek erre a mechanizmusra az
alabbiak kozil:
a) szimmetrikus / anonim

b) semleges / partatlan

c)
)
)

d

e

egyhangi
fiiggetlen a lényegtelen alternativaktol

manipulalhato

Manipulalhato-e a Copeland szavazas?

Tekintsiik a kovetkezd tarsadalmi valasztéasi szabélyt: ha az els§ n — 1 szavazo preferenciasorrendje
megegyezik, akkor ez lesz a tarsadalmi preferenciasorrend, minden mas esetben pedig az n-edik szavazo
preferenciasorrendje lesz a tarsadalmi preferenciasorrend. Manipulalhato-e ez a tarsadalmi valasztési
szabaly?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
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Vegylink egy olyan arverési mechanizmust, ahol egyetlen targyat szeretnénk arverésre bocsajtani n €
N, licitalo kozott agy, hogy azt mindegyik licitalo C' € N, értékinek tartja. Minden 7 licitalot
megkériink, hogy irja fel egy papirra a sajat i-jét, illetve egy C; értéket, hogy mennyiért szeretné
megvenni a targyat, agy hogy azt a tobbiek ne lassak. Ezutan a papirokat osszegyjtjiik és a(z egyik)
legnagyobb licitet felironak odaadjuk a targyat, a C; Osszeget pedig kifizettetjiik vele. Mi lesz ennek az
arverésnek a modellje? Adjuk meg az A alternativak halmazat, a v;, v; fliggvényeket és a mechanizmus
f és p; fliggvényeit.

Harom jatékos, A, B és C licital harom targyra s-re, t-re és u-ra. Minden jatékos legfeljebb egy targyat
kaphat. A beérkezett liciteket az alabbi tablazat mutatja. Hatarozzuk meg, hogy a Clarke-szabélyos
Vickrey—Clarke—Groves-mechanizmussal torténé arverezés soran kik lesznek a nyertesek, mit fognak
6k kapni és mennyit kell fizetniiik ezért?

s t u
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Tekintsiink egy olyan arverést, melynek soran n € N, licitalo kézott egy mindenki szaméara pozitiv
értéket képviselg targybol arvereziink el £ € Ny, & < n darabot tugy, hogy mindenki legfeljebb
egyet kaphat. A nyertes az a k jatékos lesz, akik a k legmagasabb licitet tették, az eladasi ar pedig
mindegyikiik szamara a (k + 1)-edik legmagasabb licit értéke lesz. Bizonyitsuk be, hogy ez az aukcio
veszteségmentes, szubvenciomentes és taktikazasbiztos.

Bizonyitsuk be, hogy a harmadik aras arverés, melynek soran egyetlen targyat arvereziink el n € N,
jatékos mellett ahol n > 3, nem taktikazéasbiztos.

A forditott arverés feladatban egy szolgaltatast szeretne megvasarolni valaki: n € N szolgaltato tesz
neki arajanlatot és ezek koziil valaszt egyet. Tetszbleges ¢ € {1,...,n} esetén az i-edik szolgaltatonak
a munka elvégzésének koltsége w; € Ry, és ha t € R aron bizzdk meg a szolgaltatis elvégzésével,
akkor a nyeresége t — w;, ha pedig nem 6t bizzadk meg, akkor 0. Javasoljuk erre a feladatra egy
taktikdzasbiztos mechanizmust.

Lassuk be, hogyha egy F' tarsadalmi véalasztési szabaly egyhang, fiiggetlen a lényegtelen alternativak-
tol és 3 < |A|, akkor ha létezik egy extrém alternativa, akit a IT vdlasztasi profilban minden szavazo
vagy elsének vagy utolsonak rangsorolt, akkor F'(II)-ben is ez az alternativa vagy elsé vagy utolso lesz.

Legyen 3 < |A|. Adott egy tarsadalmi valasztasi szabaly F(II), amely fiiggetlen a lényegtelen alter-
nativaktol. Tegyiik fel, hogy minden kiilonb6zs a,b € A alternativapérra igaz, hogy a szabaly vagy
ab-egyhangi, vagy ab-anti-egyhangi: ha minden i szavazora a >=; b, akkor ha a szabaly ab-egyhangt,
akkor az eredményre a > b teljesiil, ha pedig ab-anti-egyhangu akkor az eredményre a < b teljesiil.
Mutassuk meg, hogy ekkor a szabaly sziikségképpen diktatorikus vagy antidiktatorikus, azaz létezik
egyetlen szavazo, akinek a preferenciasorrendje vagy annak a forditottja lesz a tarsadalmi valasztéasi
szabaly eredménye.

Altalanositsuk a Clarke-szaballyal definialt VickreyClarke Groves-mechanizmust arra az esetre, ami-
nek soran a jatékosok tobb targyat is megkaphatnak (de nem kell minden targyat megkapnia vala-
kinek). Ebben a felallasban minden jatékosnak a targyak osszes lehetséges részhalmazara van egy
értékelése, ami azt fejezi ki, hogy mennyit ér neki az, ha pontosan ezt a részhalmazt kapja meg, és a
jatékosok a targyak Osszes lehetséges részhalmazara licitalnak. Bizonyitsuk be, hogy ebben a feladat-
ban egy maximaélis 6sszértékd alternativa megtaldlasa még abban az esetben is NP-nehéz, ha minden
jatékos pontosan egy (de nem feltétleniil ugyanazt) részhalmazt értékel 1 értékinek, az Gsszes tobbit
viszont O-ra értékeli.



