Algojaték 2025 Sprague-Grundy tétel, Stratégialopas 2. gyakorlat

Sprague—Grundy-tétel. Haa G = (V| E) é¢s G' = (V', ') grafokkal rendelkezd éles kombinatorikus
jatékok Grundy-szamozéasa rendre g: V — N és ¢': V' — N, akkor a két jaték osszegének Grundy-
szdmozasa g ® ¢ V x V' = N.

Bouton-tétel. Legyen k € N és tekintsiik azt a k-nim jatékot, amiben a kupacok méretei ny, na, ..., ng.

Ekkor a masodik jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégiaja, ha ny @ns @ ... &ni = 0.

Kombinatorikus jatékok izomorfidja. A (G, Nw, Nr, Ny, v) és (G', Njy,, Np, N7, v,) kombinato-
rikus jatékokat izomorfaknak nevezziik, ha létezik olyan grafizomorfizmus G és G’ kozott, melyben az
Ny és Ny, halmazok, valamint az Ny és N halmazok, tovabba az Ny, és N} halmazok, illetve vy és
vg cstcsok is egymasnak felelnek meg.

Kombinatorikus jatékok ekvivalenciaja. A J és J' éles kombinatorikus jatékokat ekvivalensnek
nevezzik, ha J + J' egy Il-es tipusu jaték.

Hex. Adott egy (nxn)-es hatszogracs, ahol n € N, és a soron kovetkezd jatékos kivalasztja ennek egy
(korabban még egyik jatekos altal sem valasztott) mezejét. A kezd@jatékos akkor nyer, ha keletkezik
az altala kivalasztott mez6kbdl egy ut a réacs bal szélétdl a jobbig, a masik jatékos pedig akkor nyer,
ha keletkezik az altala kivalasztott mez6kbdl egy ut a racs felsd szélétsl az alsoig.

Hex tétel (Hein, Nash, Gale). A hex jaték sohasem végzédhet dontetlennel.
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Osztojaték: Adott egy n € Ny szam. A soron kévetkezs jatékos kivalasztja n egy osztojat oly
modon, hogy a valasztott szam egyik osztdja sem szerepelt korabban. Az veszit, aki az 1-et mondja.
Bizonyitsuk be, hogy n > 1 esetében a kezddjatékosnak van nyerd stratégiaja.

Mutassunk meg, hogy minden (a X b)-s mérgezett csoki jatékhoz létezik olyan n, amelyre az n-es
Osztdjaték izomorf vele.

Bizonyitsuk be, hogy a J; és Jy éles kombinatorikus jatékok pontosan akkor ekvivalensek, ha tetszo-
leges H éles kombinatorikus jaték esetén J; + H és J, + H azonos tipustak.

Tegyiik fel, hogy van harom éles kombinatorikus jatékunk: Jy, J, J3. Tudjuk, hogy J; + Js és Jo + J3
egyarant Il-es tipust. Adott két program, amelyek rendre a J; + Jo, illetve a Jy + J3 jatékban
valositjak meg a masodik jatékos nyerd stratégiajat interaktiv modon: a bemenetiikon varjak az elsd
jatékos kovetkezd 1épését, ha ezt megkapjak, akkor pontosan 1 méasodperc mulva kiirjak a masodik
jatékos vélaszat. Ezen programok felhasznélaséval készits egy hasonld interaktiv programot, ami a
Ji + J3 jatékban tud masodik jatékosként nyerni.

Mutassuk meg, hogy az éles kombinatorikus jatékok ekvivalenciaja valoban egy ekvivalenciarelacio,
azaz reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

a) Mutassuk meg, hogy tetszdleges k € N, esetén ha k-nimben hozzavesziink a meglévé kupacokhoz
két tovabbi, egyforma méretii kupacot, akkor a jaték lényegében nem valtozik, azaz ugyanannak
a jatékosnak lesz nyerd stratégiaja, mint korabban.

b) Adott n € N pénzérme egymés mellett egy sorban, mindegyik vagy fejjel, vagy irassal felfele.
A soron kovetkezd jatékos atfordit egy tetszéleges fejet irdsra, valamint egy ettsl jobbra léve
tetszGleges érmét atfordithat az ellenkezgjére (ha akar). Az veszit, aki nem tud lépni (vagyis
amikor mindegyik érme irassal van felfelé). Kinek van nyerd stratégiaja?

Adott n € Ny pénzérme egymas mellett egy sorban, mindegyik vagy fejjel, vagy iréssal felfelé. A
soron kovetkez jatékos valaszt egy fejet, és azt, illetve az Gsszes téle jobbra 1évs érmét atforditja az
ellenkezdjére. Az veszit, aki nem tud lépni (vagyis amikor mindegyik érme irassal van felfelé). Kinek
van nyerd stratégiaja?

ZH 2024: Két jatékos jatszik n x m-es tablan hexet, ahol n tetszéleges pozitiv egész szadm. A
masodik jatékosnak lehet&sége van az elsé 1épésében a kezdGjatékos altal kiszinezett mez6t a sajat
szinére atszinezni. Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?

a) Mutassuk meg, hogy egy hexhez hasonlo, de (n x n)-es négyzetriacson jatszott jatékban n > 2
esetében mindkét jatékosnak van nemveszts stratégiaja.

Tekintsiik a ,forditott hex” jatékot, ahol az a jatékos veszit, aki megépit egy olyan utat, amivel a
hexben nyert volna.

a) Mutassuk meg, hogy ha n paros, akkor a kezdGjatékosnak van nyerd stratégidja.

b) Mutassuk meg, hogy ha n paratlan, akkor a masodik jatékosnak van nyerd stratégiaja.
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