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Elpreferencidk, domin4las, stabilitds

Egy, a gyakorlatban j6l alkalmazhaté grafmodell parositasait
vizsgaljuk a tovabbiakban.
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Egy hasznos megfigyelés

u v u 4
V 1\%/0
w ,W

Ha uw a <,-legjobb él és uw <, vw akkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben).
Megj: (1) Az éltorlési lemma azt mondja ki, hogy bizonyos éleket
Lingyen" torolhetiink, mert ettdl a stabil parositasok halmaza nem
véltozik. A lemma 6ridsi elénye, hogy rekurzivan alkalmazhaté:
egy él lemma szerinti torlése utdn djabb élek valhatnak ingyen
torolhetévé. Az éltorlési lemma ismételt alkalmazdsa sokat segithet
a stabil parositasok megkeresésében.
(2) A lemmaban szereplé uw él az u csics legjobb éle.
Legrosszabb él: egy cslics preferenciasorrendjében utolsé él.
Konvencid: Minden cslics legjobb élét a csticsbdl kifelé iranyitjuk.
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Ha uw a <,-legjobb él és uw <, vw akkor

(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O

Tfh G gréfon nem végezhet8 a lemma alapjdn éltorlés. Ekkor
Ve = uv € E(G): (e <,-legjobb) <= (e <,-legrosszabb).
Biz: Ha e <,-legjobb és nem <, -legrosszabb, akkor lehetne még
élt torolni. Ha e <,-legrosszabb, akkor v-bdl elindulva és legjobb
éleket kovetve el6bb-utdbb olyan csticsba érkeziink (egy
legrosszabb él mentén), ahol mar jartunk. Ez a csics csak v lehet,

ezért az e él mentén érkeziink meg. Ol
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(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O
Tfh G gréfon nem végezhet8 a lemma alapjdn éltorlés. Ekkor
Ve = uv € E(G): (e <,-legjobb) <= (e <,-legrosszabb). O
A G tetsz. u csticsa vagy izoldlt (és egyetlen stabil parositas
se fedi), vagy egy ,,izolalt éI" egy csicsa (ez az él minden stabil

parositasban szerepel), vagy egy irdnyitott élek alkotta kor cstcsa.
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Biz: Az éltorlések utani G grafban a fidk legjobb élei olyan M
parositast alkotnak, ami a lanyok a legrosszabb éleibél all. Ezért M
a G minden élét domindlja, igy M stabil G-ben. Az éltorlési lemma
miatt M stabil G-ben is. A tétel masodik része abbdl adédik, hogy
torolt él nem szerepelhet stabil parositasban. []
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stabil parositds. Ha tobb stabil parositds is van, akkor van ezek
kozott olyan is, amiben minden fil a szdmara stabil parositasban
elérheto legjobb feleséget kapja, mikozben minden lanynak a
szamara stabil parositdsban elérhet legrosszabb férj jut. O
Az éltorlési lemmabdl hatékony algoritmus adddik a fid-optimalis
stabil parositas keresésére. Ehhez nem is sziikséges minden
lehetséges éltorlést végrehajtani: elég csak olyanokat, ahol a
torlendo él egy fit legjobb éle az aldbbiak szerint.

Lanykéré algoritmus (Deferred acceptance algorithm)

1. Minden fii megkéri a szamara legszimpatikusabb l[dny kezét.

2. Ha van olyan lany, aki legaldbb két kérot kap, akkor a legjobb
kivételével mindegyik kér6jét kikosarazza. GoTo 1.

3. Ha egy lanynak sincs egynél tobb kérdje, akkor a lanykérések
(fid-optimalis) stabil parositast adnak, végeztiink.
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Konkrét lanykéro algoritmus

Megvan!
Talany: Vajon lehet-e mindezt altaldnositani?
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Def: G = (V,E) grdf és b: V — N fokszdmkorlat esetén M C E
b-parositas ha [M(v)| < b(v) teljesiil G minden v csicsara.
Tfha G =(V,E) graf minden v € V cslcsara adott E(v)-n egy
=<\ linedris rendezés valamint egy b : V — N fokszamkorlat.
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és my,mp,..., Mp(y) € M, amire my <, mpy <, ... <y Mp(y) <v €.
Ha M nem b-domindlja e ¢ M-et, akkor e (b-)blokkolja M-et.
M stabil b-parositas ha az M b-dominélta élek halmaza E \ M.
(1) Minden stabil b-parositds b-pérositds. Tehdt a stabil
b-parositas olyan b-parositds, ami G minden mas élét b-dominalja.
(2) Egy b-parositas pontosan akkor stabil, ha egy él se b-blokkolja.

Kinzo6 kérés: Kiterjeszthet6-e az éltorlési lemma b-parositdsokra?



Eltorlés b-parositasokon

Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.
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uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben).
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.

Tth minden i =1,2,...,b(w)-re
uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben).
Biz: =-: Tfh M stabil G-ben. Ekkor vagy minden ujw € M vagy
M dominélja valamelyik ujw-t. Utébbi domindlds csak w-nél
torténhet, ezért vw ¢ M. gy aztéin M a (G — vw) gréfban is
b-parositas, és mivel minden mds élt b-dominal, stabil is egyuttal.
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.

Tth minden i =1,2,...,b(w)-re
uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben).
Biz:
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.

Tth minden i =1,2,...,b(w)-re
uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben).
Biz: <«: Tfh M stabil (G — vw)-ben. Azt kell igazolni, hogy M
domindlja vw-t. Ha ujw € M Vi-re, akkor ujw <, vw miatt ez
vildgos, ha viszont ujw ¢ M egy konkrét i-re, akkor M az u;w
mellett vw-t is b-domindlja w-nél. O
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.
Tth minden i =1,2,...,b(w)-re
uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O
Ha a G griafon nem végezhet6 a lemma alapjan éltorlés,
akkor 0(v) = p(v) Yv € V(G) és G tetsz. e = uv élére
(e a <,-legrosszabb él) = (e egy <,-legjobb él).
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.

Tth minden i =1,2,...,b(w)-re
uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O

Haa G grafon nem végezhetd a lemma alapjan éltorlés,

akkor 0(v) = p(v) Yv € V(G) és G tetsz. e = uv élére
(e a <,-legrosszabb él) = (e egy <,-legjobb él).
Biz: 6(v) > p(v)Vv € V(G)
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.
Tth minden i =1,2,...,b(w)-re

uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O

Haa G grafon nem végezhetd a lemma alapjan éltorlés,
akkor 0(v) = p(v) Yv € V(G) és G tetsz. e = uv élére
(e a <,-legrosszabb él) = (e egy <u-legjobb él). R
Biz: 3(v) = p(v)vv € V(G) & 3(V(6)) = |A(G)] = H(V(C))



Eltorlés b-parositasokon

uy U us y u U Ui

w w
Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.
Tth minden i =1,2,...,b(w)-re

uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O

Ha a G griafon nem végezhet6 a lemma alapjan éltorlés,
akkor 0(v) = p(v) Yv € V(G) és G tetsz. e = uv élére
(e a <,-legrosszabb él) = (e egy <u-legjobb él). R
Biz: 3(v) = p(v)vv € V(G) é 3(V(6)) = |A(G)] = H(V(G))
ezért 6(v) = p(v)Vv € V(G).



Eltorlés b-parositasokon
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Def: Tth b: V(G) — N rogzitett. Az u legjobb élei a <, szerint
legjobb (legfeljebb) b(u) db él. (Ezeket u-bdl kifelé irdnyitjuk.)
Az u legrosszabb éle a <, szerint legrosszabb él.
Tth minden i =1,2,...,b(w)-re

uiw egy <-legjobb él és u;w <,, vw . Ekkor
(M stabil G-ben) <= (M stabil (G — vw)-ben). O

Ha a G griafon nem végezhet6 a lemma alapjan éltorlés,
akkor 0(v) = p(v) Yv € V(G) és G tetsz. e = uv élére
(e a <y-legrosszabb él) = (e egy <,-legjobb él).
Biz: §(v) > p(v)¥v € V(G) & 3(V(G)) = |A(G)| = #(V(G)),
ezért 6(v) = p(v)Vv € V(G). Ha d(v) < b(v), akkor Ve € E(v)
mindkét csticsdnak egy legjobb éle, ha pedig d(v) > b(v), akkor
p(v) = b(v), igy a <,-legrosszabb él v felé van irdnyitva. £l



Stabil b-parositas paros grafon

Tetsz., A és B szinosztalyokkal rendelkez6 G paros graf,
b: V(G) — N fokszdmkorldt és <, csicspreferencidk esetén van
stabil b-parositdas. Ha tobb is van, akkor van ezek kozott olyan is,
amiben az A-beli csticsokra a legjobb olyan élek illeszkednek,
amelyek stabil b-parositasban el6fordulhatnak.
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b: V(G) — N fokszdmkorldt és <, csicspreferencidk esetén van
stabil b-parositdas. Ha tobb is van, akkor van ezek kozott olyan is,
amiben az A-beli csticsokra a legjobb olyan élek illeszkednek,
amelyek stabil b-parositasban el6fordulhatnak.
Biz: Az éltdriések utani G grafban az A-beli csiicsok legjobb
éleinek M halmaza b-parositast alkot. Mivel M a G minden mas
élét domindlja, igy M b-stabil G-ben. A kiterjesztett éltorlési
lemma miatt M a G-ben is stabil. A tétel masodik része abbdl
adddik, hogy torolt él nem szerepelhet stabil b-parositdsban. O
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Stabil b-parositas paros grafon

Tetsz., A és B szinosztalyokkal rendelkez6 G paros graf,
b: V(G) — N fokszdmkorldt és <, csicspreferencidk esetén van
stabil b-parositdas. Ha tobb is van, akkor van ezek kozott olyan is,
amiben az A-beli csticsokra a legjobb olyan élek illeszkednek,
amelyek stabil b-parositasban el6fordulhatnak. [
Itt is van hatékony algoritmus az A-optimélis stabil b-pdrositas
keresésére.
Kiterjesztett lanykérd algoritmus

1. Minden v € A csics ajanlatot tesz a b(v) legjobb él mentén.

2. Ha egy u € B csics b(u)-nal tobb ajinlatot kap, akkor a
legjobb b(u) db-ot megtartja, a tobbit visszautasitja. GoTo 1.

3. Ha minden u € B cslics legfejebb b(u) ajanlatot kap, akkor az
ajanlatok (A-optimalis) stabil b-parositdst adnak, végeztiink.



Stabil parositdsok strukturdja

Tth a G paros graf szinosztalyait fidk ill. 1anyok alkotjak és
My, stabil parositasok. Ekkor

1. My AN, komponensei preferenciakorok.

2. V(My) = V(M>), azaz minden stabil parositds ugyanazokat a
csticsokat fedi.

3. Ha minden fid M; U V-bdl a jobbik élt valasztja, a kapott
My v olyan stabil parositas, amiben minden lany a
szdmdara rosszabb élt kapja M; U Vo-bél. (M; A ugy
kaphatd, hogy a lanyok vélasztanak.)
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Biz: 1.: Ld dbra. (M1 AV egyetlen éle sem blokkolhatja a masik
stabil parositést.)
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Tth a G paros graf szinosztalyait fidk ill. 1anyok alkotjak és
My, stabil parositasok. Ekkor

1. My AN, komponensei preferenciakorok.

2. V(My) = V(M>), azaz minden stabil parositds ugyanazokat a
csticsokat fedi.

3. Ha minden fid M; U V-bdl a jobbik élt valasztja, a kapott
My v olyan stabil parositas, amiben minden lany a
szdmdara rosszabb élt kapja M; U Vo-bél. (M; A ugy
kaphatd, hogy a lanyok vélasztanak.)

Biz: 1.: Ld dbra. (M1 AV egyetlen éle sem blokkolhatja a masik
stabil parositdst.) 2.: 1.-bdl kozvetleniil adddik.



Stabil parositdsok strukturdja

e

Tth a G paros graf szinosztalyait fidk ill. lanyok alkotjak és
My, stabil parositasok. Ekkor

1. M1 AN, komponensei preferenciakorok.

2. V(My) = V(M>), azaz minden stabil parositds ugyanazokat a
csticsokat fedi.

3. Ha minden fid M; U V>-bdl a jobbik élt valasztja, a kapott
My v olyan stabil parositas, amiben minden lany a
szdmdara rosszabb élt kapja M; U Vo-bél. (M; A ugy
kaphatd, hogy a lanyok vélasztanak.)

Biz: 1.: Ld dbra. (M1 AV egyetlen éle sem blokkolhatja a masik
stabil parositdst.) 2.: 1.-bdl kozvetleniil adddik.

3.: 1. miatt My Vv parositds és minden ldny a rosszabb élt
kapja. Ha M; v nem domindlja az e = f{ élt f-nél, akkor M;
és is £-nél dominéalja e-t. Ezért My Vv is. 0J



Stabil b-parositasok struktiraja

Tfh a G paros graf szinosztalyait fidk ill. lanyok alkotjak és
My, stabil b-parositasok. Ekkor

L dyp\.(v) = duam, (v) Vv € V(G).

2. (Rural hospitals theorem)
dy, = du., és ha du, (v) < b(v), akkor Mi(v) = V-(v), azaz
ha v telitetlen egy stabil b-parositasban, akkor v minden stabil
b-parositasban ugyanazon élek mentén van Osszeparositva.

3. Ha minden v fid a legjobb b(v) élt vélasztja M; U /V/>-bél,
akkor egy My Vv stabil b-pérositast kapunk. Ebben nem
biztos, hogy minden u ldny a szdmara legrosszabb b(u) élt
kapja My U V>-bal.



Stabil b-parositasok struktiraja

Tfh a G paros graf szinosztalyait fidk ill. lanyok alkotjak és
My, stabil b-parositasok. Ekkor

L dyp\.(v) = duam, (v) Vv € V(G).

2. (Rural hospitals theorem)
dy, = du., és ha du, (v) < b(v), akkor Mi(v) = V-(v), azaz
ha v telitetlen egy stabil b-parositasban, akkor v minden stabil
b-parositasban ugyanazon élek mentén van Osszeparositva.

3. Ha minden v fid a legjobb b(v) élt vélasztja M; U /V/>-bél,
akkor egy My Vv stabil b-pérositast kapunk. Ebben nem
biztos, hogy minden u ldny a szdmara legrosszabb b(u) élt
kapja My U V>-bal.

Biz: MyAV> komponenseit érdemes figyelni, nem részletezziik. O
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