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Hol tartunk?

» Csdcspreferencidk, (b-)domindlds, stabil (b-)pérosités,
(b-)blokkolas

> Eltorlési lemma

» Paros grafban mindig van stabil (b-)parositas, lanykérd
algoritmus fid/lany-optimalitas

» Preferenciakorok, rural hospitals tétel, stabil parositdsok
halétulajdonsaga



Stabil parositdsok medidnja

Lattuk, hogy ha két stabil parositasbdl a fitk a jobb part
vélasztjak, akkor olyan stabil parositas adddik, amiben a lanyok a
rosszabbat pérjukat kapjdk. Gyakorlaton szerepelt(?), hogy ha
hdrom stabil pdrositds esetén mindenki a preferencidja szerint
kozéps6 part vélasztja, szintén stabil parositast kapunk.

Van-e vajon e mogott vmi altaldnosabb igazsag?
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Ha My, My, ..., My stabil parositdsok a fi és lany
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Ha My, My, ..., My stabil parositdsok a fi és lany
szinosztalyokkal rendelkez6 G paros grafban, és minden fil a
legjobb parjat valasztja, akkor olyan M(1) stabil parositast kapunk,
amiben minden ldny a legrosszabb parjat kapja.

Biz: Valdban: M(1) = My Vv My V...V My =: \/_, M. |
Megj:

(1) A fenti bizonyitasban szerepld formula azért értelmes, mert a Vv
(unid, angolul: join) halémiivelet asszociativ (atzardjelezhetd).

(2) Ha pl. My, My, ..., My a G Osszes stabil pérositdsa, akkor
\/f-(:1 M; épp a fid-optimalis stabil parositas.
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Ha My, My, ..., My stabil parositdsok a fi és lany
szinosztalyokkal rendelkez6 G paros grafban, és minden fil a
legjobb parjat valasztja, akkor olyan M(1) stabil parositast kapunk,
amiben minden ldny a legrosszabb parjat kapja.

Ha minden fid az My, Mo, ..., My stabil parositasok szerinti
(-dik legjobb pérjat valasztja, akkor olyan M(¢) stabil pérositast
kapunk, ahol minden lany az /-dik legrosszabb parjat kapja.

Megj:

(1) Az ¢-dik legjobb pér valasztasakor multiplicitassal szamolunk.
Pl. k = 8 esetén ha f parjai (csokkend preferencia szerint)

X, X,¥,¥,¥,Z, t, t, akkor f 4-dik és 5-dik legjobb parja is y.

(2) A fenti tétel stabil b-parositdsokra is dltaldnosithaté.
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Stabil parositdsok medidnja

Ha My, My, ..., My stabil parositdsok a fi és lany
szinosztalyokkal rendelkez6 G paros grafban, és minden fil a
legjobb parjat valasztja, akkor olyan M(1) stabil parositast kapunk,
amiben minden ldny a legrosszabb parjat kapja.

Ha minden fid az My, Mo, ..., My stabil parositasok szerinti
(-dik legjobb pérjat valasztja, akkor olyan M(¢) stabil pérositast
kapunk, ahol minden lany az /-dik legrosszabb parjat kapja.

Biz: Legyen Mi(v),..., Mi(v) a megadott k parositasnak a v fii
preferencidja szerinti felsoroldsa: Mj(v)-ben kapja v a legjobb,

My (v)-ben pedig a legrosszabb part. Az M(v, /) := /\f:1 Mi(v)
stabil parositdsban v az ¢-dik legjobb parjat kapja, minden mas u
fid a j,-dik legjobbat, ahol j, > ¢. Ezért M(¢) :=\/,, M(v,?)
olyan stabil parositds, amiben minden fii pontosan az /-dik
legjobb parjat kapja. Ha i < j, akkor minden fid M(i)-t preferélja
M(j)-vel szemben, ezért M(i)AM(j) preferenciakdrei miatt M(j)
minden ldny szdmdra jobb, mint M(i). Tehat M(¢) minden
lanyhoz az ¢-dik legrosszabb parjat rendeli. Ol



Utak linking tulajdonsdga

Gale és Shapley tételének egy vératlan alkalmazésa

: Tfh P és O a D irdnyitott graf pként
pontdiszjunkt piros ill. pként pontdiszjunkt zold utakat tartalmazé
halmazai. Ekkor taldlhaté D-ben pként pontdiszjunkt barna utak
egy R halmaza az aldbbi tulajdonsdgokkal.
(1) Minden piros kezdépontbdl indul barna t.
(2) Minden zold végpontba érkezik barna dt.
(3) Minden barna Ut vagy egy teljes piros Ut vagy egy teljes zold it
vagy egy piros Ut kezdetébdl és egy zold Ut végébdl all.
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Utak linking tulajdonsdga

Biz: A piros-zold valtépontokat keresstik.

Minden piros/zdld Gton < 1 véltépont lehet.

Barna utak: a vp-k meghatdrozta utak + vp-mentes p/z utak.

D segédgraf csiicsai a p & z utak, élei a p-z (t-metszéspontok.
Piros Gt preferencidja a végpont felé csokken, a zoldé né.

A valtépontok D-ben parositasnak felelnek meg. Ha két barna (t
metszené egymdst, a metszéspont a blokkolnd a parositast. Ezért
stabil parositdsnak megfelelé vp-halmazt keresiink. D paros graf,
van stabil pdrositdsa, igy létezik a kivant R. O



Alacsony domindltsagu preferenciak
Def: Adott G gréf és <, preferencidk esetén az e = uv € E(G) él
dominaltsaga p(e) := |{f € E(G) : f <, evagy f <, e}| az e-t
dominalé élek szama. A =, preferencidk mellett a G graf
k-dominalt, ha ¢(e) < k teljesil G minden e élére.
A G graf k-dominalhatd, ha a cslicsaihoz megadhatdk olyan <,
élpreferencidk, amelyek mellett G k-dominalt.
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A G graf k-dominalhatd, ha a cslicsaihoz megadhatdk olyan <,
élpreferencidk, amelyek mellett G k-dominalt.
Természetes kérdés a dom(G) := min{k : G k-dominélhaté}
grafparaméter meghatarozasa.
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Def: Adott G gréf és <, preferencidk esetén az e = uv € E(G) él
dominaltsaga p(e) := |{f € E(G) : f <, evagy f <, e}| az e-t
dominalé élek szama. A =, preferencidk mellett a G graf
k-dominalt, ha ¢(e) < k teljesil G minden e élére.
A G graf k-dominalhatd, ha a cslicsaihoz megadhatdk olyan <,
élpreferencidk, amelyek mellett G k-dominalt.

Minden G = (A, B; E) ps graf (A(G) — 1)-dominélhatd.
Biz: Konig tétele szerint G élei kiszinezetdk az 1,2,..., A(G)
szinekkel. Definidlja az A szinosztély csticsain a preferenciat a
szinek nagysag szerinti, a B szinosztaly cstcsain pedig a szinek
nagysag szerinti forditott sorrendje. (Azaz e,f € E(v) esetén
e <y f hac(e) < c(f) és v e Avagy hac(e) >c(f) ésveB.)
Ha az e = ab € E(G) él szine c(e) = i, akkor
ple) <|{f € E(a): f <,e}|+|{f € E(b): f <pe}| <
(i—1)+(A(G)—i)=A(G)—1= G (A(G) — 1)-dom.haté [
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Def: Adott G gréf és <, preferencidk esetén az e = uv € E(G) él
dominaltsaga p(e) := |{f € E(G) : f <, evagy f <, e}| az e-t
dominalé élek szama. A =, preferencidk mellett a G graf
k-dominalt, ha ¢(e) < k teljesiil G minden e élére.
A G graf k-dominalhatd, ha a cslicsaihoz megadhatdk olyan <,
élpreferencidk, amelyek mellett G k-dominalt.

Minden G = (A, B; E) ps graf (A(G) — 1)-dominélhatd.

G k-élszinezhetd és k > 1 = G (k — 1)-dominalhatd.
Biz: k szerinti induckid, a k = 1 eset trividlis, a k = 2 konnydi.
Tfh (k — 1)-ig mar igazoltuk az allitast és G éleit az 1,2, ...,k
szinekkel szineztiik. A k és k — 1 szinii élek torlésével kapott G’
graf (k — 2)-élszinezhetd, igy (k — 3)-domindlhaté az indukcids
feltevés miatt. A torolt éleket irdnyitsuk gy, hogy azok irdnyitott
utakat és koroket alkossanak. G’ preferencidit kiegészitjilk: minden
csucsnak a kilépo éle legjobb, a belépd pedig legrosszabb. Ekkor
vele) <24 ¢g(e) <k—1haeec E(G'), ill. e € E(G)\ E(G’)-re
o(e) < A(G) —1< k—1. Tehdt G (k — 1)-domindlhatd. O
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Alacsony domindltsagu preferenciak

Def: Adott G gréf és <, preferencidk esetén az e = uv € E(G) él
dominaltsaga p(e) := |{f € E(G) : f <, evagy f <, e}| az e-t
dominalé élek szama. A =, preferencidk mellett a G graf
k-dominalt, ha ¢(e) < k teljesil G minden e élére.
A G graf k-dominalhatd, ha a cslicsaihoz megadhatdk olyan <,
élpreferencidk, amelyek mellett G k-dominalt.

Minden G = (A, B; E) ps graf (A(G) — 1)-dominélhatd.

G k-élszinezhetd és k > 1 = G (k — 1)-dominalhatd.
Megj: Azt littuk, hogy dom(G) < x'(G) — 1.
Konnyen lathatd, hogy dom(G) > A(G) —1ill. hogy dom(C,) = 1.
Ezért A(G) — 1 < dom(G) < x/(G) — 1 és ennél altaldban nem
tudunk jobbat mondani.



El-listaszinezések

Def: Tfh a G graf minden e éléhez adott egy L(e) C N szinlista.
A G = (V,E) graf L-élszinezhetd, ha van olyan c: E —+ N
élszinezése, amire c(e) € L(e) Ve € E. A G graf
k-él-listaszinezhetd, ha G L-élszinezheté minden olyan L esetén,
amire |L(e)| > k Ve € E. A G él-listaszinezési szama x,(G) = k,
ha G k-él-listaszinezhetd, de nem (k — 1)-él-listaszinezhetd.
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Def: Tfh a G graf minden e éléhez adott egy L(e) C N szinlista.
A G = (V,E) graf L-élszinezhetd, ha van olyan c: E —+ N
élszinezése, amire c(e) € L(e) Ve € E. A G graf
k-él-listaszinezhetd, ha G L-élszinezheté minden olyan L esetén,
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Biz: Legyen k = X/(G). Ha L(e) ={1,2,...,k—1} Ve € E,
akkor G nem L-élszinezhetd, ezért x;(G) > k. O
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Megj: Tetsz. k-ra megadhatd G paros graf és k méretli szinlistak
a csuicsokhoz amire nem lehet G csiicsait a listdkbdl jol szinezni.
(Mds széval: x(G) = 2 mellett x;(G) tetsz. nagy lehet.)
Listaszinezési sejtés (LCC):
Minden hurokélmentes véges G grafra x'(G) = x}(G) teljesiil.
Dinitz-sejtés: x}(Knn) =n



Galvin tétele

Galvin igazolta Dinitz sejtését, sot, az LCC-t is paros grafokra.



Galvin tétele

Galvin igazolta Dinitz sejtését, sot, az LCC-t is paros grafokra.
Galvin tétele: Ha G péros graf, akkor x;(G) = A(G).



Galvin tétele

Galvin igazolta Dinitz sejtését, sot, az LCC-t is paros grafokra.
Galvin tétele: Ha G péros graf, akkor x;(G) = A(G).
Kénig élszinezési tétele miatt x,(G) = A(G) = X'(G).



Galvin tétele

Galvin igazolta Dinitz sejtését, sot, az LCC-t is paros grafokra.
Galvin tétele: Ha G péros graf, akkor x;(G) = A(G).



Galvin tétele

Galvin igazolta Dinitz sejtését, sot, az LCC-t is paros grafokra.
Galvin tétele: Ha G péros graf, akkor x;(G) = A(G).

Biz: Mivel A(G) < X'(G) < xy(G), ezért elég azt igazolni, hogy
A méretli szinlistdk esetén G garantaltan L-élszinezhet6. Tfh
L(e) C N és |L(e)| > A(G) Ve € E(G). Legyen E; := L7(i) az
i-szinezhetd élek halmaza. Egy My C Ey parositas éleit szinezziik
0-as szintire, egy M1 C E; — My parosités éleit 1-es szinre, sit.
Ezaltal azonos szinre szinezett éleknek nem lesz kozos csticsa.
Tehat az M; parositasok alkalmas vélasztasaval ,,csak” azt kell
garantalni, hogy minden él megkapja vmik szint a listajabdl.
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Galvin tétele: Ha G péros graf, akkor x;(G) = A(G).

Biz: Mivel A(G) < X/(G) < x;(G), ezért elég azt igazolni, hogy
A méretli szinlistdk esetén G garantaltan L-élszinezhet6. Tfh
L(e) C N és |L(e)| > A(G) Ve € E(G). Legyen E; := L7(i) az
i-szinezhetd élek halmaza. Egy My C Ey parositas éleit szinezziik
0-as szintire, egy M1 C E; — My parosités éleit 1-es szinre, sit.
Ezaltal azonos szinre szinezett éleknek nem lesz kozos csticsa.
Tehat az M; parositasok alkalmas vélasztasaval ,,csak” azt kell
garantalni, hogy minden él megkapja vmik szint a listajabdl.

Rogz. olyan preferencidkat, amiben G (A — 1)-domindlt, és
minden i-re legyen M; az E; — (Mo U ... U M;_1) élek alkotta graf
egy stabil parositdsa. Ha egy e él nem kapja meg a listdjaban
szerepl6 elsé A — 1 szin valamelyikét, akkor minden ilyen i szinre
M; tartalmaz e-t dominalé élt. Mivel p(e) < A — 1, ezért a lista
utolsé szinéhez tartozé M; parositas nem tudja dominalni e-t, igy
e € M;. Tehat G csakugyan L-élszinezhetd. O
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Galvin igazolta Dinitz sejtését, sot, az LCC-t is paros grafokra.
Galvin tétele: Ha G péros graf, akkor x;(G) = A(G).

Galvin tételének altalanositasa: Tth a G = (V, E) graf
k-élszinezhet6 és |L(e)| > k Ve € E, valamint az i szinre
szinezhetd élek L~1(i) halmaza nem tartalmaz paratlan kort
semelyik i szin esetén sem. Ekkor G L-szinezhetd.

Biz: Lényegében azonos a Galvin-tétel iménti bizonyitasaval.
Annyit kell csak megfigyelni, hogy mivel E; nem tartalmaz paratlan
kort, ezért (V,E;j — (Mo U ... U M,_1)) péros graf, igy taldlhaté
benne egy M, stabil parositas. []
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Vége



