Grafok és algoritmusok

Minimdlis vagdsok keresése
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Minimalis vagds keresése

Def: G = (V, E) irdnyitatlan grdfban X, Y C V esetén E(X,Y)
az X — Y és Y — X kozott futd élek halmaza. Adott ¢ : E — R
kapacitasfuggvény mellett

de(X,Y)=¢(E(X,Y)) :=> {c(e): e € E(X,Y)},

de(X) :=dc(X,V = X), Ac(x,y) = min{dc(X) : x € X Z y} és
Ae(G) = min{Ac(x,y) : x,y € V(G)}.

(c =1 esetén a jeldlés egyszerlien d(X, Y), d(X), A(x, y), stb.)
A G minimalis vagasa olyan X C V, amire d.(X) = A(G).
Cél: Hatékony algoritmus minimalis vagds keresésére.
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meghatdrozzuk \.(s, t)-t, azaz ("gl)—szer futtatjuk az algoritmust.
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lefuttatni, mert s-et rogzithetjik.
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Ez mind szép és j6, de mi ennél hatékonyabb eljardst szeretnénk.
Azt lehetne pl. kihasznalni, hogy G iranyitatlan.



Karger algoritmusa

Hajtsuk végre a kovetkezo eljarast.

Amig |V| > 2, vélasszunk az aktudlis ¢ szerinti eloszldssal random
élt, és huzzuk ossze. Ha csak két csics marad, megallunk. Ez a
két csics G egy minimalis vagas jeloltjét hatdrozza meg.
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Mi pedig pontosan ezt akartuk bizonyitani. O
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Hajtsuk végre a kovetkezo eljarast.

Amig |V| > 2, vélasszunk az aktudlis ¢ szerinti eloszldssal random
élt, és huzzuk ossze. Ha csak két csics marad, megallunk. Ez a
két csics G egy minimalis vagas jeloltjét hatdrozza meg.

Legyen X a G egy minimalis vagdsa. Karger fenti eljardsa
legalabb 1/(7) valészintiséggel X-et taldlja meg, ahol n = |V/(G))|.
Megj: (1) Karger algoritmusdnak hatékonysigat Stein Gtlete egy
nagysagrenddel megjavitja. Ugyanis mig nagy a graf, draga egy él
osszehlizasa. Kis grafra mar olcsd, de ekkor konnyen elveszhet a
minvagas. Az értékes munkat jobban kihasznaljuk, ha egy
onmagat meghivd, rekurziv algoritmussal dolgozunk:

A random élosszehtizassal nem 2, hanem % csticsnal allunk le. A
kapott kisebb grafra kétszer meghivjuk ugyanezt az algoritmust.
gy csak konstanszor tdbbet dolgozunk, mégis 1/(3) helyett
legalabb % valdszinliséggel taldlunk minvagast.

(2) Karger algoritmusa bar igen szellemes, nem determinisztikus.



Minvagas maxvissza sorrenddel

Lassunk egy determinisztikus algoritmust ugyanerre a problémara.
Def: A G = (V, E) grafnak a c élstilyozds mellett vi, va, ..., v,
egy maxvissza sorrendje, ha dc(vit1, Vi) > do(vj, Vi) teljesiil
minden 1 </ < j < nesetén, ahol V; = {vi,v,...,vi}.

G egy maxvissza sorrendje gy kaphatd, hogy tetszoleges
csucsbdl kiindulva mindig azt a cstcsot vélasztjuk kovetkezonek,
amelyik a legnagyobb 0sszstillyal kapcsoldédik a korabban mar
kivalasztott csticsokhoz.

Példa:
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Vn—1 és v, csticsokat egybeolvasztjuk.)
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Lassunk egy determinisztikus algoritmust ugyanerre a problémara.
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Ha vi,va,..., v, a G maxvissza sorrendje, és {vp} nem
minimalis vagas akkor G és G/v,v,_1 minvagasai megegyeznek.

G minvéagésa vagy {v,} vagy G/v,vh_1 egy minvigasa.
Nagamochi és Ibaraki algoritmusa Input: G = (V,E),c € RE
Output: Ac(G) értéke és G egy X minvagasa.
Miikodés 1. Elkészitjik G egy vi,va,..., Vv, maxvissza sorrendjét.
2. Rekurzivan meghatarozzuk G’ = G/v,_1v, egy X' minvégdsat.
3. Ha Ac(G') < dc(vp), akkor az output Ac(G’) és X’ G-beli 8se.
4. Kiilonben az output Ac(G) = dc(vy) és X = {v,}.



Minvagas maxvissza sorrenddel

Lassunk egy determinisztikus algoritmust ugyanerre a problémara.
Def: A G = (V, E) grafnak a c élstilyozds mellett vi, va, ..., v,
egy maxvissza sorrendje, ha dc(vit1, Vi) > dc(v;, Vi) teljesiil
minden 1 </ < j < nesetén, ahol V; = {vi,v,...,vi}.

Ha vi,vo,...,v, a G c élsiilyozas melletti maxvissza
sorrendje, akkor Ac(va—1,Vn) = dc(vn), azaz a v,_i-€et és v,-t
szeparalé végdsok kozott {v,} minimdlis.

Ha vi,va,..., v, a G maxvissza sorrendje, és {vp} nem
minimalis vagas akkor G és G/v,v,_1 minvagasai megegyeznek.
G minvéagésa vagy {v,} vagy G/v,vh_1 egy minvigasa.
Nagamochi és Ibaraki algoritmusa Input: G = (V,E),c € Ri
Output: Ac(G) értéke és G egy X minvagasa.
Miikodés 1. Elkészitjik G egy vi,va,..., Vv, maxvissza sorrendjét.
2. Rekurzivan meghatarozzuk G’ = G/v,_1v, egy X' minvégdsat.
3. Ha Ac(G') < dc(vp), akkor az output Ac(G’) és X’ G-beli 8se.
4. Kiilonben az output Ac(G) = dc(vy) és X = {v,}.
Alg helyessége: A lemman mulik. Ennek alaposan nekifutunk.



Scan First Search bejarasok és folytonos sorrendek

Egy bejarasi algoritmus elején az input graf csicsai eléretlenek. Az
algoritmus lefutdsa sordn minden csiics az eléretlen-elért-befejezett
evolicién megy keresztiil. Altaldnos [épés esetek szerint:

Van elért csiics, mondjuk u.

@ Ha Juv € E, v eléretlen, akkor az uv él mentén v elértté valik.
[b] Ha nincs ilyen uv él, akkor u befejezetté valik.

Nincs elért csiics @ Van eléretlen cstics, v. Ekkor v elértté valik.
[bl Eléretlen cstics sincs. Ekkor minden csiics befejezett, STOP.
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Egy bejarasi algoritmus elején az input graf csicsai eléretlenek. Az
algoritmus lefutdsa sordn minden csiics az eléretlen-elért-befejezett
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BFS: [IFben u a legkorabban elért csiics.

SFS: Van elért csiics, mondjuk u. Minden uv élre, amire v
eléretlen, v elértté vélik az uv mentén, majd u befejezetté vilik.
Megj: (1) A BFS az SFS-nek az a specidlis esete, amikor [L'}-ben
mindig a legkordbban elért csiicsot valasztjuk.

(2) Az SFS bejards magyar neve lokalis szélességi keresés.
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SFS: [17] Van elért csics, mondjuk u. Minden uv élre, amire v
eléretlen, v elértté valik az uv mentén, majd u befejezetté valik.
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vi,V2,...,vy, a G — F grafnak is maxvissza sorrendje.
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(2) Ha F1 a v, va,. .., v, maxvissza sorrendhez tartozé erdd, akkor
vi,V2,...,vy, a G — F grafnak is maxvissza sorrendje.
Biz: (1) A maxvissza sorrendben minden komponens intervallum,
és minden komponens els6tél kiilonbozé csicsdnak van korabbi
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(2) Minden Vj-hez G-ben csatlakozd, u ¢ V; csticsra
de—rF,(u, Vi) = d(u, Vi) — 1 az F; definicidja alapjan. Ha pedig u
nem csatlakozik Vj-hez, akkor dg_f, (u, Vi) = d(u, V;) = 0. Ezért
G — F1 maxvissza sorrendjének készitésekor tudunk vi, vo, ..., v,
sorrendben haladni. O
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(2) Ha F1 a v, va,. .., v, maxvissza sorrendhez tartozé erdd, akkor
vi,V2,...,vy, a G — F grafnak is maxvissza sorrendje.
Ha vi, v, ..., v, a G c élsilyozds melletti maxvissza

sorrendje, akkor Ac(Vp—1,Vn) = dc(vy), azaz a v,_1-€t és v,-t
szeparald vagéasok kozott {v,} minimdlis.

Megj: Itt csak a ¢ = 1 esetet bizonyitjuk. Ha ¢ egész, akkor
minden e él helyett bevezethetiink c(e) parhuzamos élt, és az igy
kapott a grafban dolgozunk. Ha pedig c¢ raciondlis, akkor a kozos
nevezbvel torténd végigszorzassal a minvagdsok ugyanazok
maradnak, és c egész lesz.

(Mas triikk is miikodik, ami a fentieken til az irracionalis esetet is
kezeli, de ezzel itt nem foglalkozunk.)
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(1) Minden maxvissza sorrend folytonos.

(2) Ha F1 a v, va,. .., v, maxvissza sorrendhez tartozé erdd, akkor
vi,V2,...,vy, a G — F grafnak is maxvissza sorrendje.
Ha vi, v, ..., v, a G c élsilyozds melletti maxvissza

sorrendje, akkor Ac(Vp—1,Vn) = dc(vy), azaz a v,_1-€t és v,-t
szeparald vagéasok kozott {v,} minimdlis.

Biz: Mivel A(vp_1, vn) < d(vy) =: k, ezért elegendé megmutatni,
hogy A(Vn—1, va) > k, azaz v,_1 és v, kozott van k éldiszjunkt Ut.
Legyen a v;v; él cimkéje p, ha i < j és v; a p-dik a v; szomszédai
k6zott a maxvissza sorrendben. Fj, := {p cimkéjii élek}. Ekkor a
maxvissza sorrendhez tartozé erd6 G-ben Fi, G — Fi-ben F5, sit.
AG—-F —F—...— Fygrifnak vi, v, ..., v, minden {-re
folytonos sorrendje, igy v, és v,—1 Fi-nak egyazon komponensébe
esik. Ezért v, és v,_1 komponense az Fi, F,, ..., Fx_1 erdok
mindegyikében kozos. Vagyis az F1, Fp, ..., Fix erdok mindegyike
tartalmaz egy-egy v,_1v,-utat. Ezek az utak pként éldiszjunktak,
igy d(vn) = k < AM(Vp—1, va) < d(vp). O
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Nemnegativ élkapacitdsokkal ellatott graf globalis és lokalis
minimalis vagasai.

Globdlis minimalis vagas keresése n? ill. n folyammal.

Karger algoritmusa stlyozas szerint véletlentl valasztott él
osszehizasaval.

Nagamochi-Ibaraki-algoritmus maxvissza sorrendel.

Maxvissza sorrend utolsé két csiicsdnak kiilonos tulajdonsiga.
SFS bejarasok, folytonos sorrendek.

SFS bejarashoz tartozé F; erdék, G — F; maxvissza sorrendje.

A Nl-algoritmus kulcslemmajanak igazoldsa SFS bejdrasok
erdeivel.
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