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Bevezetés

A mai éran a kordbban megismert folyammodellt gazdagitjuk
azzal, hogy értelmezziik a folyamok koltségét, majd egy algoritmus
segitségével igazolunk egy, a Ford-Fulkerson tételt dltaldnositd
minimax formuldt minimalis koltségli folyamokrdl.

Minimalis koltségli folyam keresésére olyan problémakat is vissza
tudunk vezetni, amiken a kordbbi eszkozeink hatdstalanok voltak.
Egy ilyen lehetséges probléma a minimalis koltségli feszitdfa
keresésének rokona. Itt az input egy pdros graf, aminek minden
éléhez tartozik egy koltség, a cél pedig egy olyan adott méretii
(példaul teljes) parositas keresése, amelyik éleinek Gsszkoltsége
minimalis. Szorosan kapcsolddik ehhez az az Egervary magyar
maodszerével megoldhaté probléma, amelyikben a paros graf éleihez
rendelt szamokra silyokként tekintiink, és maximalis sdlyd (teljes)
parositast keresiink az input pdaros grafban.



Minimalis koltségli folyamok, potencidlok

Def: Legyen D = (V, A) digraf. A (D, s, t,g) halézatban a z
megengedett folyam a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
minimalis koltségii, ha a z folyam c(z) = ), c(e)z(e) koltsége a
lehetd legkisebb a z-vel megegyezd nagysagl st-folyamok kozott.

Megj: (1) Az a él c(a) koltsége egységnyi folyam a él mentén
torténd tovabbitdsanak ara. Egy z folyam koltsége pedig az egyes
élekhez szamitott koltségek Osszege: ennyibe keriil a z folyam
fenntartasa.
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Def: Legyen D = (V, A) digraf. A (D, s, t,g) halézatban a z
megengedett folyam a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
minimalis koltségii, ha a z folyam c(z) = ), c(e)z(e) koltsége a
lehetd legkisebb a z-vel megegyezd nagysagl st-folyamok kozott.

Megj: (2) Ha ¢ =0, akkor minden megengedett folyam
minimalis koltségli, hiszen barmely megengedett folyam koltsége 0.



Minimalis koltségli folyamok, potencidlok

Def: Legyen D = (V, A) digraf. A (D, s, t,g) halézatban a z
megengedett folyam a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
minimalis koltségii, ha a z folyam c(z) = ), c(e)z(e) koltsége a
lehetd legkisebb a z-vel megegyezd nagysagl st-folyamok kozott.
Megj: (2) Ha ¢ =0, akkor minden megengedett folyam
minimalis koltségli, hiszen barmely megengedett folyam koltsége 0.
(3) Nemcsak a ¢ = 0 koltségfiiggvény rendeklezik azzal a
tulajdonsdggal, hogy barmely két azonos nagysagu folyam koltsége
megegyezik. Ha példdul s € X C V' \ {t} egy st-vagast indukalé
ponthalmaz, akkor szintén ilyen a
1 ha e kilép X-bdl

cx(e) = ¢ —1 ha e belép X-be koltségfiiggvény, amire
0 kulonben

cx(z) = m; teljesiil badrmely z megengedett folyamra.
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Def: Legyen D = (V, A) digraf. A (D, s, t,g) halézatban a z
megengedett folyam a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
minimalis koltségii, ha a z folyam c(z) = ), c(e)z(e) koltsége a
lehetd legkisebb a z-vel megegyezd nagysagl st-folyamok kozott.

Megj: (2) Ha ¢ =0, akkor minden megengedett folyam
minimalis koltségli, hiszen barmely megengedett folyam koltsége 0.
(3) Nemcsak a ¢ = 0 koltségfiiggvény rendeklezik azzal a
tulajdonsdggal, hogy barmely két azonos nagysagu folyam koltsége
megegyezik. Ha példdul s € X C V' \ {t} egy st-vagast indukalé
ponthalmaz, akkor szintén ilyen a

1 ha e kilép X-bél
cx(e) = ¢ —1 ha e belép X-be koltségfiiggvény, amire
0 kulonben
cx(z) = m; teljesiil badrmely z megengedett folyamra.
(4) A fenti tipust cx koltégfiiggvények linedris kombinacidja is
hasonlé tulajdonsagu koltségfuggvény. Mivel a tovdbbiakban
fontos szereplik lesz, célszerli ezeket kiilon definidlni.
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Def: Legyen D = (V, A) digraf. A (D, s, t,g) halézatban a z
megengedett folyam a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
minimalis koltségii, ha a z folyam c(z) = ), c(e)z(e) koltsége a
lehetd legkisebb a z-vel megegyezd nagysagl st-folyamok kozott.

Def: A potencidl egy olyan 7 : V — R, hozzdrendelés, amire
0 =m(s) < m(v) < 7(t) teljesiil D minden v € V csicséra. Ekkor
a 7 indukalta kéltségfiiggvény c;(uv) = 7(v) — w(u) (Vuv € A).
Ennek segitségével definialjuk c-bdl a ¢/ = ¢ — ¢, mdédositott
koltségfiiggvényt: minden e = uv € A él koltségébdl levonjuk az
e altal végrehajtott potencidlugrast: c’(e) := c(e) + n(u) — m(v).
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Def: Legyen D = (V, A) digraf. A (D, s, t,g) halézatban a z
megengedett folyam a ¢ : A — R koltségfiiggvényre nézve
minimalis koltségii, ha a z folyam c(z) = ), c(e)z(e) koltsége a
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Def: A potencidl egy olyan 7 : V — R, hozzdrendelés, amire
0 =m(s) < m(v) < 7(t) teljesiil D minden v € V csicséra. Ekkor
a 7 indukalta kéltségfiiggvény c;(uv) = 7(v) — w(u) (Vuv € A).
Ennek segitségével definialjuk c-bdl a ¢/ = ¢ — ¢, mdédositott
koltségfiiggvényt: minden e = uv € A él koltségébdl levonjuk az
e altal végrehajtott potencidlugrast: c’(e) := c(e) + n(u) — m(v).

Megj: Litni fogjuk, hogy tetszdleges m potencial esetén
cr(z) = mym(t) teljesil barmely megengedett st-folyamra. Ezért
azonos nagysagu folyamok ¢, szerinti koltsége azonos. Mindegy
tehat, hogy ¢ vagy ¢’ szerint minimalis koltségli folyamot keresiik.
A tovabbiakban a célunk olyan 7 keresése, amire tetszbleges adott
nagysagu z folyamrél azonnal latszik, ha z a ¢’ szerint minimalis
koltségli.



Optimalitasi feltételek

Tegyiik fel, hogy z a (D, s, t, g) halézatban
megengedett folyam, 7w pedig tetszdleges potencidl. Ekkor
(1) z pontosan akkor minimdlis koltségii folyam a ¢ ktgfv-re, ha z
minimlis koltségli a médositott ¢’ ktgfv-re. Tovabba
(2) ha ¢'(a) > 0= z(a) =0, és ¢’(a) < 0 = z(a) = g(a), akkor z
minimalis koltségl.



Optimalitasi feltételek

Tegyiik fel, hogy z a (D, s, t, g) halézatban
megengedett folyam, 7w pedig tetszdleges potencidl. Ekkor
(1) z pontosan akkor minimdlis koltségii folyam a ¢ ktgfv-re, ha z
minimlis koltségli a médositott ¢’ ktgfv-re. Tovabba
(2) ha ¢'(a) > 0= z(a) =0, és ¢’(a) < 0 = z(a) = g(a), akkor z
minimalis koltségl.
Biz:

(2) = nenioy (0V)2(uv) = 3 (€/(u) + cx(uv))z(uv) =
2wy € (w)z(uv) + 32, (7(v) — m(u))z(uv) =
= 2) + 5, (V) (o 2() — X, 2(uv)) = €'(2) + mam(t) =
— S (w)z(uv) : (uv) > 0} + 5 {c/(uv)z(uv) : &/(uv) < O3+
mm(t) > 3 2{c'(uv)g(uv) : c'(uv) < 0} + mom(z).
Tehdt c(z) = ¢/(z) + mm(t), ezért

(z min.ktg-U c-re) <= (z min.ktg-{i ¢’-re).
Tovabba, ha végig egyenléség all, akkor z minimalis koltségii. [

[9)
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—m(u) > c(uv) = z(uv) = g(uv)
m(v) —m(u) < c(uv) = z(uv) =0 O
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w(v) —m(u) > c(uv) = z(uv) = g(uv)
m(v) —7(u) < c(uv) = z(uv) =0 [
Def: Az e = uv € A él médositott koltségétdl fuggden olcsa,
draga, ill. korrekt ha c’(e) <0, c’(e) >0, ill. ha ¢’(e) = 0.
Megj: (1) A fenti optimalitasi kritérium szerint ha minden olcsé
él telitett és minden draga él uires akkor z minimalis koltségii.

Fontos kovetkezmény, hogy az optimalitdsi kritérium teljesiilésekor
minden telitetlen, nemiures élnek korrektnek kell lennie.
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Tegyiik fel, hogy z a (D, s, t, g) halézatban

megengedett folyam, 7w pedig tetszdleges potencidl. Ekkor
(1) z pontosan akkor minimdlis koltségii folyam a ¢ ktgfv-re, ha z
minimlis koltségli a médositott ¢’ ktgfv-re. Tovabba
(2) ha ¢'(a) > 0= z(a) =0, és ¢’(a) < 0 = z(a) = g(a), akkor z
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A z megengedett st-folyam minimalis koltségii, ha
valamely 7 potencidlra teljesiilnek az alabbi optimalitasi feltételek:
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Def: Az e = uv € A él médositott koltségétdl fuggden olcso,
draga, ill. korrekt ha c’(e) <0, c’(e) >0, ill. ha ¢’(e) = 0.

Megj: (2) A Ford-Fulkerson-algoritmushoz hasonléan, a z=0
folyambdl kiindulva javité utak segitségével épitiink maximdlis
nagysagl folyamot. Csak korrekt éleken dolgozunk, és egy, az
optimalitasi kritériumot teljesitd potencialt is karbantartunk.



Minimalis koltségii folyam algoritmus

Input: (D, s, t,g) hdlézat, c,g : A(D) — Z, egész koltség- és
kapacitasfv., valamint egy k € Z, folyamnagysag.

Output: Min. ktg-i k nagysagi z folyam és az optimalitdsat
bizonyité m : V — Z egész potencial vagy k-ndl kisebb st-vdgas.



Minimalis koltségii folyam algoritmus

Input: (D, s, t,g) hdlézat, c,g : A(D) — Z, egész koltség- és
kapacitasfv., valamint egy k € Z, folyamnagysag.

Output: Min. ktg-i k nagysagi z folyam és az optimalitdsat
bizonyité m : V — Z egész potencial vagy k-ndl kisebb st-vdgas.
Miikodés: Kezdetben z =0 és m = 0. Az algoritmus futasa
sordn az optimalitasi kritériumokat végig megkoveteljiik. Adott

z, ™ mellett uv eldéreél, ha uv korrekt és telitetlen, azaz ha
c(uv) =0 és z(uv) < g(uv). Az uv hatraél, ha korrekt és a
forditottja nemiires, azaz ha ¢’(uv) = 0 és z(vu) > 0.



Minimalis koltségii folyam algoritmus

Miikodés: Kezdetben z =0 és m = 0. Az algoritmus futdsa
soran az optimalitasi kritériumokat végig megkoveteljiik. Adott
z, m mellett uv eloreél, ha uv korrekt és telitetlen, azaz ha
c(uv) =0 és z(uv) < g(uv). Az uv hatraél, ha korrekt és a
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Minimalis koltségii folyam algoritmus

Miikodés: Kezdetben z =0 és m = 0. Az algoritmus futdsa
soran az optimalitasi kritériumokat végig megkoveteljiik. Adott
z, m mellett uv eloreél, ha uv korrekt és telitetlen, azaz ha
c(uv) =0 és z(uv) < g(uv). Az uv hatraél, ha korrekt és a
forditottja nemiires, azaz ha ¢’(uv) = 0 és z(vu) > 0.

Van el6re- és hatraéleken st-it. Ekkor ezen tudunk s-bdl
t-be folyamot kiildeni a maximalis (egész) rezidudlis kapacitdssal.
Ha ekozben elérjiik a k folyamnagysdgot, megallunk, végeztiink.
Ha nem, tovabb kerestink javité utat.
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t-be folyamot kiildeni a maximalis (egész) rezidudlis kapacitdssal.
Ha ekozben elérjiik a k folyamnagysagot, megallunk, végeztiink.
Ha nem, tovabb kerestink javité utat.
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Van el6re- és hatraéleken st-tt. Ekkor ezen tudunk s-bdl
t-be folyamot kiildeni a maximalis (egész) rezidudlis kapacitdssal.
Ha ekozben elérjiik a k folyamnagysagot, megallunk, végeztiink.
Ha nem, tovabb kerestink javité utat.

Nincs el6ére- és hatraéleken st-(t. Legyen S az s-bdl
elérhet6 csticsok halmaza, t € S.

A eset: Ha minden S-bdl kilép6 él telitett, és minden S-be belépd
élen 0 a folyam, akkor z maximalis nagysagu, és véget ér az
algoritmus. Ha m, < k akkor nincs k nagysagt st-folyam.

B eset: Ha van S-bdl kilépd telitetlen él vagy S-be belépd pozitiv
folyamot hordozé él, akkor legyen € ezen élek mddositott koltségei
abszolit értékének minimuma. Pozitiv egészek véges, nemiires
halmazanak minimumaként € > 0. Ha most V — S-en minden
potencialt e-nal noveliink, akkor az optimalitdsi feltételek tovabbra
is teljeslilnek, azonban a II.B esetben definidlt S halmaz boviil. fgy
elébb-utébb az I. vagy a Il.A esetbe keriiliink.



Minimalis koltségli folyamok optimalitasi tétele

A minimalis koltségii folyam fenti algoritmussal torténd
megkeresése igazolja az aldbbi tételt.

Tth a (D,s,t,g) hdlézatban a g : A(D) — Z4 és a
c: A(D) — Z; koltségfiiggvény egész. Ekkor barmely k € Z
célértékhez vagy létezik egy k-ndl kisebb kapacitdst st-vagas
D-ben vagy taldlhaté egy k nagységi z : A(D) — Z egész
st-folyam és egy m : V(D) — Z egész potencidl, ami z-vel egyiitt
teljesiti az optimalitasi feltételeket.
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st-folyam és egy m : V(D) — Z egész potencidl, ami z-vel egyiitt
teljesiti az optimalitasi feltételeket.

Biz: A fenti algoritmus véges id6 alatt lefut, hisz minden

|épésben vagy legaldabb 1-gyel javitja a folyamot, vagy S boviil. Az
algoritmus sordn z és 7 végig egész értéket vesz fel. O
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A minimalis koltségii folyam fenti algoritmussal torténd
megkeresése igazolja az aldbbi tételt.

Tth a (D,s,t,g) hdlézatban a g : A(D) — Z4 és a
c: A(D) — Z; koltségfiiggvény egész. Ekkor barmely k € Z
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D-ben vagy taldlhaté egy k nagységi z : A(D) — Z egész
st-folyam és egy m : V(D) — Z egész potencidl, ami z-vel egyiitt
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Biz: A fenti algoritmus véges id6 alatt lefut, hisz minden
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Megj: A minimilis koltségti folyamot keres6 algoritmus ebben a
formdjdban nem polinomidejii, és nem egész koltségekre ill.
kapacitasokra nem is feltétlenul mikodik helyesen. lgaz azonban,
hogy a javité at alkalmas vélasztdsdval az algoritmus
polinomidejlivé tehetd, és igazolhaté a fenti egészértékiiségi
feltevések és kovetkeztetések nélkiili valtozata is.



Mit tanultunk ma?

» Folyam koltsége, minimilis koltségli folyam
» Potencidl, potencidlugrassal mddositott koltségfiiggvény
> Optimalitasi feltételek a médositott koltségfliggvény alapjan

» Minimalis koltségli folyam keresése elGre- és hatraéleken
torténo javitassal
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Szorgos népiink gyozni fog!



