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Hol is tartunk

» Definidltuk a maxvissza sorrendet: mindig az a soron
kovetkez6 gréfcsics, amelyik a legjobban kapcsolddik az eddig
sorba rendezett csticshalmazhoz.
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sorrendjének folytonossagdaval és a folytonos sorrendhez
tartozé élcimkézés segitségével igazoltuk.



Hol is tartunk

» Definidltuk a maxvissza sorrendet: mindig az a soron
kovetkez6 gréfcsics, amelyik a legjobban kapcsolddik az eddig
sorba rendezett csticshalmazhoz.

> A maxvissza sorrend folytonos: a graf minden komponense
egy olyan intervallum ebben a sorrendben, amelyre az
intervallumban az elsé kivételével minden csticsnak van a
sorrendben korabbi szomszédja.

» A maxvissza sorrend utolsé két tagjara A\(vy, vp—1) = d(vp)
teljesil a pként éldiszjunkt v,v,_1-utak maximalis szdmara.

> Ezen a megfigyelésen alapul az irdnyitatlan graf egy minimalis
vagdsat megtaldlé Nagamochi-lbaraki-algoritmus.

> A maxvissza sorrendre vonatkozé kulcslemmat a BFS-t
altaldnositd SFS bejardssal, ezen bejaras befejezési
sorrendjének folytonossagdaval és a folytonos sorrendhez
tartozé élcimkézés segitségével igazoltuk.

» A mai éran a a BFS bejaras egy fontos specidlis esetét
vizsgaljuk, és a segitségével jellemezziik a merevkori grafokat.



A lexikografikus BFS

Megj: Ez volt az SFS bejards elsé szabalya:
Ha van elért cstcs, akkor vélasztunk egyet, mondjuk u-t.
Minden uv élre, amire v eléretlen, v elértté valik az uv mentén,
majd u befejezetté valik.

Lattuk, hogy ha alkalmazéasakor u-t mindig a legkorabban elért
csticsnak vélasztjuk, akkor éppen a BFS bejarast kapjuk meg.

Ugyanezt lgy is felfoghatjuk, hogy az u csics BFS-t megvaldsitd
vélasztasakor minden elért cstics esetén megvizsgaljuk, hogy kik a
befejezett szomszédai. Ennek ismeretébenben olyan u csicsot
vélasztunk, amelyiknek a befejezett szomszédai kozott eléfordul
egy lehetd legkorabban befejezett cslics.

Kideril, hogy érdemes még tovabb pontositani az u valasztasat.
Igy egy tovabbi hasznos tulajdonsagokkal rendelkezd, specidlis BFS
bejarasi algoritmust kapunk.
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A lexikografikus BFS

Def: Lexikografikus szélességi keresés olyan SFS bejdras,
ahol az esetben minden elért csiicshoz feljegyezziik a befejezett
szomszédait, majd azt az elért csicsot valasztjuk kovetkezo
befejezendd u csiicsnak, amelyiknek a befejezett szomszédsaga a
befejezési sorrend szerint lexikografikusan minimalis.



A lexikografikus BFS

Def: Lexikografikus szélességi keresés olyan SFS bejdras,
ahol az esetben minden elért csiicshoz feljegyezziik a befejezett
szomszédait, majd azt az elért csicsot valasztjuk kovetkezo
befejezendd u csiicsnak, amelyiknek a befejezett szomszédsaga a
befejezési sorrend szerint lexikografikusan minimalis.

Megj: 1. A fenti definicié azt jelenti, hogy az esetben
minden elért v cstcshoz novekvo sorrendbe rendezziik v befejezett
szomszédainak befejezési szamait. Olyan csicsot valasztunk,
amelyikhez az elsé feljegyzett szam a legkisebb, ezen beliil olyat,
amelyikhez a masodik a lehet6 legkisebb, és igy tovabb. Ha egy
vizsgélt csticshoz k-ndl kevesebb szamot jegyeztiink fel, és egy
masikhoz legaldbb k-t, akkor a fenti 0sszehasonlitds sordn az
elébbit a k-dik 1épésben kiszérjuk.



A lexikografikus BFS

Def: Lexikografikus szélességi keresés olyan SFS bejdras,
ahol az esetben minden elért csiicshoz feljegyezziik a befejezett
szomszédait, majd azt az elért csicsot valasztjuk kovetkezo
befejezendd u csiicsnak, amelyiknek a befejezett szomszédsaga a
befejezési sorrend szerint lexikografikusan minimalis.

Megj:



A lexikografikus BFS

Def: Lexikografikus szélességi keresés olyan SFS bejdras,
ahol az esetben minden elért csiicshoz feljegyezziik a befejezett
szomszédait, majd azt az elért csicsot valasztjuk kovetkezo
befejezendd u csiicsnak, amelyiknek a befejezett szomszédsaga a
befejezési sorrend szerint lexikografikusan minimalis.

Megj: 2. Erdemes megfigyelni, hogy a lexikografikus BFS szoros
rokonsagot mutat a maxvissza sorrendhez kapcsolédé bejarassal.

A maxvissza sorrend esetén mindig az a soron kovetkezd grafcsiics,
amelyik a legtobb éllel kapcsolédik a kordbban sorba rendezett
csucshalmazhoz.

A lexikografikus szélességi bejaraskor viszont mindig az a cslcs a
kovetkezdnek, amelyik lexikografikusan értelemben legjobban
kapcsolddik a korabban sorba rendezett csiicshalmazhoz.

Lassunk egy példat!



Lexikografikus BFS példa
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Egyel6re a befejezett cslicsok sorrendje lres.
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Egyel6re a befejezett cslicsok sorrendje lres.

Ezért a feljegyzett sorszamok:
a:0,b:0,¢c:0,d:0,e:0,f:0,g:0, h:0,i:0

A d cslcsot valasztjuk, de valaszthatndank barmelyik masikat is.
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Nini: egy G inputgraf.

Egyel6re a befejezett cslicsok sorrendje lres.

Ezért a feljegyzett sorszamok:
a:0,b:0,¢c:0,d:0,e:0,f:0,g:0, h:0,i:0

A d cslcsot valasztjuk, de valaszthatndank barmelyik masikat is.
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Nini: egy G inputgraf.

Egyel6re a befejezett cslicsok sorrendje lres.

Ezért a feljegyzett sorszamok:
a:0,b:0,¢c:0,d:0,e:0,f:0,g:0, h:0,i:0

A d cslcsot valasztjuk, de valaszthatndank barmelyik masikat is.
A d eléretlen szomszédait elérjiik, d-t elséként befejezziik.
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Nini: egy G inputgraf.

Egyel6re a befejezett cslicsok sorrendje lres.

Ezért a feljegyzett sorszamok:
a:0,b:0,¢c:0,d:0,e:0,f:0,g:0,h:0,i:0

A d cslcsot valasztjuk, de valaszthatnank barmelyik masikat is.
A d eléretlen szomszédait elérjiik, d-t elséként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok:
a:1,b:0,c:1,e:1,f:0,g:0,h:1,i:1
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A feljegyzett sorszamok:
a:1,b:0,c:1,e:1,f:0,g:0,h:1,i:1

Az e cslcsot valasztjuk, de valaszthatndnk mdsikat is.

Az e eléretlen szomszédait elérjiik, e-t masodikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok:
a:1,b:0,c:1,e:1,f:0,g:0,h:1,i:1

Az e cslcsot valasztjuk, de valaszthatndnk mdsikat is.

Az e eléretlen szomszédait elérjiik, e-t masodikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok:
a:1,2,b:2,¢c:1,f:2,g:0,h:1,i:1,2
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A feljegyzett sorszamok:
a:1,2,b:2,¢c:1,f:2,g:0,h:1,i:1,2

Az i cstcsot valasztjuk, de valaszthatndnk a-t is.

Az | eléretlen szomszédait elérjiik, i-t harmadikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok:
a:1,2,b:2,¢c:1,f:2,g:0,h:1,i:1,2

Az i cstcsot valasztjuk, de valaszthatndnk a-t is.

Az | eléretlen szomszédait elérjiik, i-t harmadikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszdmok: a:1,2, b:2,¢c:1,f:2,3, g:0, h:1
KotelezGen az a csticsot vélasztjuk, mast nem valaszthatunk.
Az a eléretlen szomszédait elérjiik, a-t negyedikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszdmok: a:1,2, b:2,¢c:1,f:2,3, g:0, h:1
KotelezGen az a csticsot vélasztjuk, mast nem valaszthatunk.
Az a eléretlen szomszédait elérjiik, a-t negyedikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok: b:2,c:1,f:2,3, g:0, h:1
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A feljegyzett sorszamok: b:2,c:1,f:2,3, g:0, h:1
A h csicsot vélasztjuk, de vélaszthatnank c-t is.
A h eléretlen szomszédait elérjiik, h-t otodikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok: b:2,c:1,f:2,3, g:0, h:1
A h csicsot vélasztjuk, de vélaszthatnank c-t is.
A h eléretlen szomszédait elérjiik, h-t otodikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszdmok: b:2,c:1,f:2,3, g:5
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A feljegyzett sorszdmok: b:2,c:1,f:2,3, g:5
Muszaj a ¢ cslicsot vélasztanunk.
A c eléretlen szomszédait elérjiik, c-t hatodikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszdmok: b:2,c:1,f:2,3, g:5
Muszaj a ¢ cslicsot vélasztanunk.
A c eléretlen szomszédait elérjiik, c-t hatodikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok: b:2,f:2 3, g:5,6
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A feljegyzett sorszamok: b:2,f:2 3, g:5,6
Kotelez6en az f cslicsot vélasztjuk.
Az f eléretlen szomszédait elérjiik, f-et hetedikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszamok: b:2,f:2 3, g:5,6
Kotelez6en az f cslicsot vélasztjuk.
Az f eléretlen szomszédait elérjiik, f-et hetedikként befejezziik.
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A feljegyzett sorszdmok: b:2, g :5,6



Lexikografikus BFS példa

A feljegyzett sorszdmok: b:2, g :5,6
Muszdj a b cslcsot vdlasztanunk.
A b eléretlen szomszédait elérjiik, b-t nyolcadikként befejezziik.



Lexikografikus BFS példa

A feljegyzett sorszdmok: b:2, g :5,6
Muszdj a b cslcsot vdlasztanunk.
A b eléretlen szomszédait elérjiik, b-t nyolcadikként befejezziik.



Lexikografikus BFS példa




Lexikografikus BFS példa

A feljegyzett sorszdmok: g : 5,6



Lexikografikus BFS példa

A feljegyzett sorszdmok: g : 5,6
Egyediili lehetdségként a g cstcsot valasztjuk.
A g eléretlen szomszédait elérjik, g-t kilencedikként befejezziik.



Lexikografikus BFS példa

A feljegyzett sorszdmok: g : 5,6
Egyediili lehetdségként a g cstcsot valasztjuk.
A g eléretlen szomszédait elérjik, g-t kilencedikként befejezziik.
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Lexikografikus BFS példa

Gyoztiink!



Lexikografikus BFS példa

Gyoztiink!

Nézziink meg most kozelebbrdl egy érdekes grafosztilyt!



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
A G = (UU V,E) graf splitgraf, ha U fuggetlen, V klikk G-ben.
A G = (V,E) graf intervallumgraf, ha V elemei intervallumok,
élei pedig pontosan a metszé intervallumok kozott futnak.
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Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
A G = (UU V,E) graf splitgraf, ha U fuggetlen, V klikk G-ben.
A G = (V,E) graf intervallumgraf, ha V elemei intervallumok,
élei pedig pontosan a metszé intervallumok kozott futnak.

(1) Minden splitgraf és intervallumgraf merevkordi.

(2) Merevkori grafbdl csicsot tordlve vagy abban élt Osszehizva
merevkorl grafot kapunk. (Merevkorii graf minorjai merevkoriiek.)



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
A G = (UU V,E) graf splitgraf, ha U fuggetlen, V klikk G-ben.
A G = (V,E) graf intervallumgraf, ha V elemei intervallumok,
élei pedig pontosan a metszé intervallumok kozott futnak.
(1) Minden splitgraf és intervallumgraf merevkordi.

(2) Merevkori grafbdl csicsot tordlve vagy abban élt Osszehizva
merevkorl grafot kapunk. (Merevkorii graf minorjai merevkoriiek.)
Biz: (1): Ha C a G = (U U V, E) splitgraf egy legaldbb 4

cslicsot tartalmazé kore, akkor vagy van C-nek harom V-beli
csuicsa vagy két, C-ben nemszomszédos V-beli csiicsa. Mindkét
esetben van C-nek hrja.

Ha néhany cstics egy G intervallumgrafban legalabb 3-él{i utat
feszit, akkor a csticsoknak megfelel6 intervallumok egymashoz
csatlakozd lancot alkotnak. Nincs olyan intervallum, ami a lanc
elsé és utolsé intervallumat metszi, a kozépsoket nem, ezért nem
feszithet kort legaldabb 4 intervallum G-ben.



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
A G = (UU V,E) graf splitgraf, ha U fuggetlen, V klikk G-ben.
A G = (V,E) graf intervallumgraf, ha V elemei intervallumok,
élei pedig pontosan a metszé intervallumok kozott futnak.
(1) Minden splitgraf és intervallumgraf merevkordi.
(2) Merevkori grafbdl csicsot tordlve vagy abban élt Osszehizva

merevkorl grafot kapunk. (Merevkorii graf minorjai merevkoriiek.)
Biz:



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
A G = (UU V,E) graf splitgraf, ha U fuggetlen, V klikk G-ben.
A G = (V,E) graf intervallumgraf, ha V elemei intervallumok,
élei pedig pontosan a metszé intervallumok kozott futnak.

(1) Minden splitgraf és intervallumgraf merevkordi.

(2) Merevkori grafbdl csicsot tordlve vagy abban élt Osszehizva
merevkorl grafot kapunk. (Merevkorii graf minorjai merevkoriiek.)

Biz: (2): Cslcstorlés utdni feszitett részgrafok a csicstorlés
elott is feszitett részgrafok voltak.
Ha élosszhiizds utan néhdny csiics legalabb 4-csicsi C kort feszit,
akkor az élosszehiizas el6tti grafban C Ose szintén egy legaldbb
4-cslicst feszitett kor. O



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.
Ha G-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkord.



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.

Ha G-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkord.

Biz: Legyen C a G egy legalabb 4 élbol allé kore, v pedig a C
elsé csticsa a szimplicidlis sorrendben. A sorrend szimplicialitdsa
miatt v-nek a C koron fekvé szomszédai ossze vannak kotve
egymassal. Tehat C-nek van hdrja, G csakugyan merevkord. Ol



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.
Ha G-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkord.



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit
3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.

Ha G-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkord.

Igazoljuk a fenti megfigyelés megforditasat, vagyis azt, hogy
minden merevkori grafnak van szimplicidlis sorrendje. Ebbdl
példaul az is kovetkezik, hogy minden merevkorii graf megkaphaté
egyetlen csticsbdl kiindulva tgy, hogy minden [épésben egy tjabb
csucsot adunk a grafhoz, és azt a kordbban felépitett graf egy
klikkjének csticsaival kotjuk Ossze.



Merevkorli grafok

Def: A G = (V, E) graf merevkorii (chordal), ha nem feszit

3-ndl hosszabb kort, azaz minden ilyen korének van hirja.
G egy v cslcsa szimplicialis, ha v szomszédai klikket alkotnak.
Vi, Va,..., Vv, a G graf csicsainak szimplicialis sorrendje, ha v;
szimplicidlis csticsa a v;, vjy1, ..., v, altal feszitett grafnak V i-re.

Ha G-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkord.
Igazoljuk a fenti megfigyelés megforditasat, vagyis azt, hogy
minden merevkori grafnak van szimplicidlis sorrendje. Ebbdl
példaul az is kovetkezik, hogy minden merevkorii graf megkaphaté
egyetlen csticsbdl kiindulva tgy, hogy minden [épésben egy tjabb
csucsot adunk a grafhoz, és azt a kordbban felépitett graf egy
klikkjének csticsaival kotjuk Ossze.

Ha G merevkori, akkor G tetszdleges lexikografikus BFS
bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicidlis sorrend.

A bizonyitds elég trikkos, ezért 4j lapot nyitunk hozz3.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

uy
Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Indirekt bizonyitunk: tfh egy lexBFS befejezési sorrendben
a t cslcs t-t megel6z6 szomszédai nem alkotnak klikket, azaz
uit,vit € E de uivy € E, és ezen csticsok sorrendje uq, vq, t.
Vilasszuk a lexBFS befejezési sorrendben lexikografikusan
minimdlis ilyen tulajdonsagl vy, v1, t harmast.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

uy
Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Indirekt bizonyitunk: tfh egy lexBFS befejezési sorrendben
a t cslcs t-t megel6z6 szomszédai nem alkotnak klikket, azaz
uit,vit € E de uivy € E, és ezen csticsok sorrendje uq, vq, t.
Vilasszuk a lexBFS befejezési sorrendben lexikografikusan
minimalis ilyen tulajdonsagl vy, vi, t harmast. Mivel v; megel6zi
t-t és urt € E, ezért vi-nek van olyan ui-et megel6z6 szomszédja,
ami nem szomszédja t-nek. Legyen v, a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. fgy a vo-t megel6z6 csticsok ugyantgy kapcsolédnak
t-hez mint vi-hez.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Indirekt bizonyitunk: tfh egy lexBFS befejezési sorrendben
a t cslcs t-t megel6z6 szomszédai nem alkotnak klikket, azaz
uit,vit € E de uivy € E, és ezen csticsok sorrendje uq, vq, t.
Vilasszuk a lexBFS befejezési sorrendben lexikografikusan
minimalis ilyen tulajdonsagl vy, vi, t harmast. Mivel v; megel6zi
t-t és urt € E, ezért vi-nek van olyan ui-et megel6z6 szomszédja,
ami nem szomszédja t-nek. Legyen v, a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. fgy a vo-t megel6z6 csticsok ugyantgy kapcsolédnak
t-hez mint vi-hez.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Indirekt bizonyitunk: tfh egy lexBFS befejezési sorrendben
a t cslcs t-t megel6z6 szomszédai nem alkotnak klikket, azaz
uit,vit € E de uivy € E, és ezen csticsok sorrendje uq, vq, t.
Vilasszuk a lexBFS befejezési sorrendben lexikografikusan
minimalis ilyen tulajdonsagl vy, vi, t harmast. Mivel v; megel6zi
t-t és urt € E, ezért vi-nek van olyan ui-et megel6z6 szomszédja,
ami nem szomszédja t-nek. Legyen v, a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. fgy a vo-t megel6z6 csticsok ugyantgy kapcsolédnak
t-hez mint vi-hez.
G merevkorii, ezért uitvivo nem feszithet Cy-et, igy uyvo & E.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Indirekt bizonyitunk: tfh egy lexBFS befejezési sorrendben
a t cslcs t-t megel6z6 szomszédai nem alkotnak klikket, azaz
uit,vit € E de uivy € E, és ezen csticsok sorrendje uq, vq, t.
Vilasszuk a lexBFS befejezési sorrendben lexikografikusan
minimalis ilyen tulajdonsagl vy, vi, t harmast. Mivel v; megel6zi
t-t és urt € E, ezért vi-nek van olyan ui-et megel6z6 szomszédja,
ami nem szomszédja t-nek. Legyen v, a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Igy a vo-t megeldz8 csticsok ugyantigy kapcsolédnak
t-hez mint vi-hez.
G merevkorii, ezért uitvivo nem feszithet Cy-et, igy uyvo & E.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz:



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz: Mivel u; megel6zi vi-et és vivp € E, ezért ui-nek van
olyan vo-t megel6z6 szomszédja, ami nem szomszédja vi-nek.
Legyen up a sorrendben elsé ilyen szomszéd. Minden up-t megel6z6
csucs ugyanugy kapcsolddik ui-hez mint vi-hez.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz: Mivel u; megel6zi vi-et és vivp € E, ezért ui-nek van
olyan vo-t megel6z6 szomszédja, ami nem szomszédja vi-nek.
Legyen up a sorrendben elsé ilyen szomszéd. Minden up-t megel6z6
csucs ugyanugy kapcsolddik ui-hez mint vi-hez.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz:



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz: Ha wyt € E, akkor az up, v1, t harmast vilasztottuk volna
ui, vi,t helyett. Ezért upt ¢ E. Ha uavo € E, akkor up, u1, t, v, vo
Cs-ot feszit, ami ellentmond a merevkoriiségnek. Ezek szerint az
up, va, U1, v, t csiicsok az wpuptvyvat utat feszitik.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz: Ha wyt € E, akkor az up, v1, t harmast vilasztottuk volna
ui, vi,t helyett. Ezért upt ¢ E. Ha uavo € E, akkor up, u1, t, v, vo
Cs-ot feszit, ami ellentmond a merevkoriiségnek. Ezek szerint az
up, va, U1, v, t csiicsok az wpuptvyvat utat feszitik.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
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Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek).




Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
& & o
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Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
P % e SN
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Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
P % e SN

O —O O

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Mivel vj11 megel6zi v;-t ezért ugyantgy kapcsolédik
uj_1-hez mint v;_1-hez: vj,1v;_1 &€ E.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
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Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Mivel vj11 megel6zi v;-t ezért ugyantgy kapcsolédik
uj_1-hez mint v;_1-hez: vj,1v;_1 &€ E.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
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Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Mivel vj11 megel6zi v;-t ezért ugyantgy kapcsolédik
uj_1-hez mint v;_1-hez: vj11v;_1 &€ E. Hasonléan: v;;1 megel6zi
uj_1-et ezért ugyantgy kapcsolédik vj_1-hez mint uj_»-hoz:
Vigruj—2 ¢ E.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
Vi+1 ‘A ‘A_l O

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Mivel vj11 megel6zi v;-t ezért ugyantgy kapcsolédik
uj_1-hez mint v;_1-hez: vj11v;_1 &€ E. Hasonléan: v;;1 megel6zi
uj_1-et ezért ugyantgy kapcsolédik vj_1-hez mint uj_»-hoz:
Vigruj—2 ¢ E.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje
Vi+1 ‘A ‘A_l O

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Mivel vj11 megel6zi v;-t ezért ugyantgy kapcsolédik
uj_1-hez mint v;_1-hez: vj11v;_1 &€ E. Hasonléan: v;;1 megel6zi
uj_1-et ezért ugyantgy kapcsolédik vj_1-hez mint uj_»-hoz:
vir1uj—o ¢ E. Ugyanigy adédik, hogy vi11 nem szomszédos a
kordbbi uj, v; csicsok egyikével és t-vel sem.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Most tfh az (u;), vi, uj—1,...u1, v, t csicsok az
(uj)uji—1 ... urtviva ... v; utat feszitik, és minden j-re v; (uj) a
sorrendben els6 olyan szomszédja vj_1-nek (uj_i-nek), ami nem
szomszédja uj_1-nek (vj-nek). Mivel u; megel6zi v;-t és
uiui_1 € E, ezért vj-nek van olyan uj-t megel6z6 szomszédja, ami
nem szomszédja u;_i-nek. Legyen v;y; a sorrendben elsé ilyen
szomszéd. Mivel vj11 megel6zi v;-t ezért ugyantgy kapcsolédik
uj_1-hez mint v;_1-hez: vj11v;_1 &€ E. Hasonléan: v;;1 megel6zi
uj_1-et ezért ugyantgy kapcsolédik vj_1-hez mint uj_»-hoz:
vir1uj—o ¢ E. Ugyanigy adédik, hogy vi11 nem szomszédos a
kordbbi uj, v; csicsok egyikével és t-vel sem.



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus
BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.
Biz:



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Ha most vj 1u; € E, akkor a vizsgalt cstcsok kort
feszitenek, ami ellentmondds, hisz G merevkorii. Ha pedig
viziu; & E, akkor folytathatjuk az épitkezést u;yi-gyel. Mivel G
véges, ezért ez nem tarthat orokké: el6bb-utébb ellentmondasra
jutunk. Ez a kezdeti feltevés hamis voltat igazolja, tehat a
lexikografikus BFS befejezési sorrendjének megforditasa a G
merevkorii grafnak bizonyosan szimplicidlis sorrendje. O



Merevkorl grafok szimplicialis sorrendje

Ha G = (V, E) merevkorli, akkor G bmely lexikografikus

BFS bejarasanak befejezési sorrendje forditott szimplicialis sorrend.

Biz: Ha most vj 1u; € E, akkor a vizsgalt cstcsok kort
feszitenek, ami ellentmondds, hisz G merevkorii. Ha pedig
viziu; & E, akkor folytathatjuk az épitkezést u;yi-gyel. Mivel G
véges, ezért ez nem tarthat orokké: el6bb-utébb ellentmondasra
jutunk. Ez a kezdeti feltevés hamis voltat igazolja, tehat a
lexikografikus BFS befejezési sorrendjének megforditasa a G
merevkorii grafnak bizonyosan szimplicidlis sorrendje. O

Megj: A fenti bizonyitasnal valamivel kiizdelmesebben az is
igazolhatd, hogy ha G merevkorti, akkor G tetsz6leges maxvissza
sorrendje is forditott szimplicidlis sorrendje G-nek.



Merevkorli grafok listaszinezése

Ha G merevkorii, akkor x/(G) = w(G), azaz G
listaszinezési szama megegyezik G maximalis klikkméretével.



Merevkorli grafok listaszinezése

Ha G merevkorii, akkor x/(G) = w(G), azaz G
listaszinezési szama megegyezik G maximalis klikkméretével.
Ha G merevkort, akkor

(1) w(G) < x(G) < xe(G) = w(G), igy x(G) = w(G).
(2) G minden f. részgrafja is merevkor(, igy (1) miatt G perfekt.



Merevkorli grafok listaszinezése

Ha G merevkorii, akkor x/(G) = w(G), azaz G
listaszinezési szama megegyezik G maximalis klikkméretével.
Ha G merevkort, akkor

(1) w(G) < x(G) < xe(G) = w(G), fgy x(G) = w(G).
(2) G minden f. részgrafja is merevkor(, igy (1) miatt G perfekt.

Teétel biz: Az w(G) < x(G) < x¢(G) egyenlétlenség trividlis,
ezért csak x¢(G) < w(G) teljesiiléség kell igazolni.
Legyenek megadva G minden csiicsdhoz w(G) méretii szinlistak, és
mohén szineziink G egy vi, vo, ..., Vv, maxvissza sorrendjében.
Mivel forditott szimplicidlis sorrendben dolgozunk, tetsz v;
szinezésekor a v; mar megszinezett szomszédai vj-vel egyiitt egy
legfejebb w(G) méretii klikket alkotnak. Ezért a v; listdjaban
taldlhaté w(G) lehetséges szinbél legfeljebb w(G) — 1 szint
hasznaltunk fel a v; kordbban szinezett szomszédaira, igy aztan
vi-nek is tudunk jé szint vélasztani. O



Merevkorl grafok részfareprezentacidja

A G pontosan akkor merevkoril, ha G csiicsai agy
feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
van kozos cslcsa.



Merevkorl grafok részfareprezentacidja

A G pontosan akkor merevkoril, ha G csiicsai agy
feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
van kozos cslicsa.

Biz: Elégségesség.
Thf G eléall az F fa részfainak metszetgrafjaként. Legyen r az F
(tetsz. vélasztott) gyokércsiicsa, és legyen minden F’ részfa
gyokere az F'-nek az F gyokeréhez legkozelebbi csiicsa. Legyen C
a G egy tetsz. kore, és legyen v a kor azon csticsa, amelyiknek
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feleltetheték meg egy alkalmas F fa bizonyos részfainak, hogy G
két csiicsa pontosan akkor szomszédos, ha a megfelel6 részfaknak
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Biz: Sziikségesség. Feltehetd, hogy G Gsszefliggd. Cslicsszam
szerinti indukcidval igazoljuk, hogy minden n-csicsi merevkorii
grafnak van részfareprezentacidja. Az n =1 eset trividlis.
Legyen G egy n-csicsi merevkorl graf, és tth n — 1 csiicsra mar
igazoltuk a részfareprezentdcio |étezést. Legyen v a G egy
szimplicidlis cstcsa, és tekintsiik (G — v)-nek az indukcids feltevés
miatt |étez6 részfareprezentacidjat. Itt v szomszédai pként metszd
részfaknak felelnek meg, ezért ezen részfaknak van kozos cslicsa.
(Konkrétan az r-tél legtdvolabbi gydkerii részfa gyokere.) Erre a
kozos cstcsra biggyesztiink egy ¢ levelet, amit hozzavessziik v
szomszédainak részfdihoz, majd a v-hez tartozé részfa az egypontu
l lesz. Ezzel a G graf egy részfareprezentacidjat kapjuk. O



Mit tanultunk ma?
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vVvYyyvyy

Az SFS bejdras specidlis esete a BFS bejaras. Tovabb
specializdlva kapjuk a lexikografikus BFS-t.

A splitgrafok és az intervallumgrafok egyarant merevkoriiek.

Ha V/(G)-nek van szimplicidlis sorrendje, akkor G merevkord.
Minden merevkorli graf csticsainak van szimplicidlis sorrendje.
Merevkorii graf listaszinezési és kromatikus szdma megegyezik.

Merevkor( grafok = részfak metszetstruktirai
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