Grafok és algoritmusok

Irving algoritmusa

2025. marcius 11.



Stabil parositdsok nem paros grafokon

Lattuk, hogy ha G tartalmazhat péaratlan kort, akkor nem minden
esetben van stabil parositdsa. Természetes kérdés, hogy van-e
olyan hatékony algoritmus, ami tetszéleges, preferencidkkal
ellatott véges graf input esetén vagy stabil parositast taldl, vagy
igazolja, hogy nincs stabil parositas.

Egyetlen eszkoziink van, ami bizonyosan mikodik: az éltorlési
lemma. Ha azonban ez mar nem hasznalhatd, akkor még lehet,
hogy nagyon messze vagyunk a végso valasztdl. Uj eszkozre van
sziikséglink: olyanra ami akkor is miikodik, amikor az éltorlési
lemma mar nem segit.



Az éltorlés célja

Miért volt hasznos az éltorlési lemma? Azért, mert Ggy tudtunk élt
tordlni, hogy stabil parositds nem tiint el és nem is keletkezett. De
ennél kevesebb is elég a sikerhez. Példaul ha dgy sikeriil élt torolni,
hogy nem keletkezik Uj stabil parositds, akkor csak az lehet a
probléma, hogy az éltorlés nyoman minden stabil parositas eltiinik.
Azaz, ha olyan élt torliink, amit minden stabil parositas tartalmaz.
Hat mi éppen ezt akarjuk elkerilni.
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Miért volt hasznos az éltorlési lemma? Azért, mert Ggy tudtunk élt
tordlni, hogy stabil parositds nem tiint el és nem is keletkezett. De
ennél kevesebb is elég a sikerhez. Példaul ha dgy sikeriil élt torolni,
hogy nem keletkezik Uj stabil parositds, akkor csak az lehet a
probléma, hogy az éltorlés nyoman minden stabil parositas eltiinik.
Azaz, ha olyan élt torliink, amit minden stabil parositas tartalmaz.
Hat mi éppen ezt akarjuk elkerilni.

Tfh a G grafban az éltorlési lemma alapjan nem lehet élt torolni.
Ekkor G rendelkezik a firstlast-tulajdonsdggal:

Ve = uv € E(G): (e <,-legjobb) <= (e <,-legrosszabb). Az
ilyen e éleket iranyitsuk u-bdl v-be, és szinezziik sargara.

Kinzo kérdés: miért pont sargara???

Valasz: mert aranyszin nincs a palettan.

Cél: sarga élek torlése tgy, hogy ennek nyoman ne keletkezzen (j
stabil parositds, tovabba, ha a torlések el6tt volt stabil parositds,
akkor a torléseket legalabb egy tuléje.



A misodik legjobb valasztas jelentése
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Ha a G grafon nem végezhet6 éltorlés az éltorlési lemma alapjén,
akkor G minden komponense vagy izolalt pont, vagy két csiicsbdl
és egy élbdl all, vagy olyan, amiben minden cstics foka legaldbb 2.

Mivel az elébbiek trividlisak, mi az utdbbiakkal foglalkozunk.

Minden v csiics masodik legjobb élét iranyitsuk v-be, és szinezziik
szurkére.

Kinzo6 kérdés: jé, de miért pont szlirkére???
Valasz: hat azért, mert ezistszin sincs a palettdn.

Tfh ey, fi, & egy sarga-sziirke-sarga irdnyitott t, M stabil
parositas és e; € M. Ekkor e; € M, kiilonben f; blokkolna.
Tanulsag: a sziirke élek implikaciék. Ha egy stabil parositas
tartalmazza egy sarga-sziirke-sirga irdnyitott Ut els6 sarga élét,
akkor tartalmazza a kovetkez6 sirga élét is.

Megj: Nem kell e;-nek utolsénak lennie, elég, ha f; jobb e;-nél.



Rotaciok
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.

L ({617627-"7ek}mM:®) vagy ({61,62,...,ek}gMéS
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)



Rotaciok
1l e o© i 2 1 eoco

. 20 o o o5,
0%65102 fa Oooe4 1O2f3 Oooe?’](-)
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L ({er e, . e} N M = 0) vagy ({ex, ..., e} C M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
Bizz: e, e M=e1eEM=...=>e_1€ M.



Rotaciok
1l e o© i 2 1 eoco

fs 20 o o o 5,
0%65102 fa Oooe4 1O2f3 00063](-)
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
1. ({e1,e2,...,ex} N M=10) vagy ({e1,€,...,e} C M és

M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
Bizz: e e M= e11 M= ... = ¢_1€ M.
Ha {e1,e,...,ex} C M, akkor e1, e,. .., e parositds, és
fi,f,...,fcis a G egy ugyanezen csticsokat fed6 parositdsa.
fgy M’ is parositds, amit egyetlen e; él sem blokkol. Ha egy g
él blokkolnd M’-t, akkor sarga él tove nem csiicsa g-nek.
Mivel minden mds cslicsban a sziirke élek jobbak a sargdknal,
a g él M-et is blokkolja, ami ellentmondds. Tehat M’ is stabil
G-ben. O]



Rotaciok
1l e o© i 2 1 eoco

. 20 o o o5,
0%65102 fa Oooe4 1O2f3 Oooe3](-)
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.

L ({617627-"7ek}mM:®) vagy ({61,62,...,ek}gMéS
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)



Rotaciok
1l e o© i 2 1 eoco

. 20 o o o5,
0%65102 fa Oooe4 1O2f3 Oooe3](-)
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({61,62,...,61(}0 MZ@) vagy ({61,627...,61(} - M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

"oz

kovetkez6 élek is megegyeznek.
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

"oz

kovetkez6 élek is megegyeznek.



Rotaciok
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

"oz

kovetkez6 élek is megegyeznek.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

"oz

kovetkez6 élek is megegyeznek.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

"oz

kovetkez6 élek is megegyeznek.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

"oz

kovetkez6 élek is megegyeznek.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.

L. ({61,62,...,61(}0 MZ@) vagy ({617627"-7ek} - M és

M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.

Biz: Az e; végpontja masodfokl, ezért a rotaciéban

kovetkez6 élek is megegyeznek.

Ezért a sarga-sziirke élek egy C kort alkotnak. Ez a C kor

nem lehet paros hosszi. Rdadasul C minden csticsa

masodfoki G-ben, azaz C a G egy komponense. [



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

. 20 o o o5, P 2% o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁ;oooe3](-) o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({61,62,...,61(}0 MZ@) vagy ({61,627...,61(} - M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.

L. ({617627-"7ek}mM:®) vagy ({61,627...,61(} - M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)

2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha{e1,...,ex} N{A,...,fi} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen parositas sem.



Rotaciok
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
L. ({617627-"7ek}m M:Q)) vagy ({61,62,...,61(} C Més
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha{e1,...,ex} N{A,...,fi} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen parositas sem.
Biz: Ha e; blokkol egy torlések utani M parositast, akkor
fi & M. Mivel ej11 € M, ezért f; is blokkolja M-et. ]

1 €j OOO f, 201 e,'+1OOO



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.

L. ({617627-"7ek}mM:®) vagy ({61,627...,61(} - M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)

2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha{e1,...,ex} N{A,...,fi} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen parositas sem.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
1. ({e1,e2,...,ex} N M=10) vagy ({e1,€,...,e} C M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha{e1,...,ex} N{A,...,fi} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen parositas sem.
Rotacidban 3 sirga-sziirke él = sarga élek torolhetdk: (]
stabil parositds nem keletkezik, és ha el is tiinik stabil parositds,
lesz olyan stabil parositds, ami tuléli a torlést. O



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco 1l e o f;

fs 20 o o) o5, P 2% o o)
O%e5lo2ﬁloooe4lo2ﬁoooe3](? o d
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és M stabil parositas.
1. ({e1,e2,...,ex} N M=10) vagy ({e1,€,...,e} C M és
M =M-—e —...—ex+ fi+...+ fy is stabil parositas.)
2. Ha e; = fj akkor f; = ej1 és az e, e,..., e élek G egy
paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha{e1,...,ex} N{A,...,fi} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen parositas sem.
Rotacidban 3 sirga-sziirke él = sarga élek torolhetdk: (]
stabil parositds nem keletkezik, és ha el is tiinik stabil parositds,
lesz olyan stabil parositds, ami tuléli a torlést. O
Kinzé kérdés: Mindig taldlhaté rotacié? Es ha igen, hogyan?



Rotacidk
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.



Rotaciok
1l e o© i 2 1 eoco

. 20 o o o5,
0%65102 fa Oooe4 1O2f3 Oooe3](-)
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Ha a G grifban nem lehet az éltorlési lemma alapjan élt
tordlni, és A(G) > 2, akkor G tartalmaz rotdciét.



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco Vi

20 o o o f # 50 Q ool 1)
fs 2 u 2 7 e, “f
O e 2 fy coe l 2f 00 O 0 0 1(+# 00) 1
o~ “lo o o o &1 up
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Ha a G grifban nem lehet az éltorlési lemma alapjan élt
tordlni, és A(G) > 2, akkor G tartalmaz rotdciét.
Biz: Tth d(v) > 2, és legyen fy = ugvy az up 2-dik legjobb éle.
Mivel G-re teljesiil a firstlast-tulajdonsdg, ezért fy nem lehet a v;
legrosszabb éle. Legyen e; = viu; a vy legrosszabb éle. Mivel
vi-nek nem e; a legjobb éle, ezért a firstlast-tulajdonsdg miatt
ui-nek e; a legjobb éle (hisz vi-nek e; a legrosszabb éle) és
egyuttal u;-nek e; nem a legrosszabb éle, hiszen vi-nek e; nem a
legjobb éle. Legyen f; az u; masodik legjobb éle, és innen a fentiek
szerint tudjuk felvdltva a mdsodik legjobb és legrosszabb éleket
kovetni.
El6bb-utdébb ciklizalni fog ez a sorozat, és rotdciét taldlunk. O



Rotaciok

1l e o© i 2 1 eoco Vi

20 o o o 4 # 20 Qo4 1)
fs 2 woET e, 7
O e 2 fy coe l 2f 00 O 0 0 1(+# 00) 1
o~ “lo o o o &1 up
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Ha a G grifban nem lehet az éltorlési lemma alapjan élt
tordlni, és A(G) > 2, akkor G tartalmaz rotdciét.



Rotaciok

5 1l e i 2 1 ex Vi
O O O @] H 7 o0 oo (# 1)
fs 2 u 2 7 e, “f
O e 2 fy coe l 2f 00 O 0 0 1(+# 00) 1
o~ “lo o o o &1 up
Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Ha a G grifban nem lehet az éltorlési lemma alapjan élt
tordlni, és A(G) > 2, akkor G tartalmaz rotdciét.

Megj: 1. Az iménti bizonyitas (firstlast-tulajdonsagu graf esetén)
maodszert is mutat rotacid keresésére: visszafelé kell kovetni a sdrga
és szurke éleket, azaz felvaltva haladunk legrosszabb és 2-dik
legjobb élek mentén.



Rotaciok
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Def: A felvéltva sarga és sziirke élebdl allé (er, f1, €2, fa, . . ., €k, fk)
zart, irdnyitott élsorozat rotacid, ha e, ey, ..., e kiulonbozok.

Ha a G grifban nem lehet az éltorlési lemma alapjan élt
tordlni, és A(G) > 2, akkor G tartalmaz rotdciét.

Megj: 1. Az iménti bizonyitas (firstlast-tulajdonsagu graf esetén)
maodszert is mutat rotacid keresésére: visszafelé kell kovetni a sdrga
és szurke éleket, azaz felvaltva haladunk legrosszabb és 2-dik
legjobb élek mentén.

2. Ezzel minden sziikséges eszkoziink megvan ahhoz, hogy ne csak
paros grafban tudjunk hatékonyan stabil parositast keresni.



Irving algoritmusa

Input: G = (V,E)és <, YveV
Output: G stabil parositdsa, ha van.
Miikodés:
1. Az éltorlési lemma segitségével éleket torliink, amig lehet.
2. Ha mar nem lehet élt torolni, rotaciét keresiink.
2.1 Nincs rotdcié. STOP: a kapott graf élei diszjunktak, és G egy

stabil parositdsét alkotjdk.
2.2 Van rotécié.

2.2.1 a rotacid egy sarga-sziirke élekbdl allé pératlan kor.
STOP: G-nek nincs stabil pérositasa.

2.2.2 a roticié minden éle vagy sarga vagy sziirke.
Eliminaljuk a rotaciét: toroljik a sarga éleit.

3. GoTo 1.



Irving algoritmusa

Input: G = (V,E)és <, YveV
Output: G stabil parositdsa, ha van.
Miikodés:
1. Az éltorlési lemma segitségével éleket torliink, amig lehet.
2. Ha mar nem lehet élt torolni, rotaciét keresiink.
2.1 Nincs rotdcié. STOP: a kapott graf élei diszjunktak, és G egy
stabil parositdsét alkotjdk.
2.2 Van rotécié.
2.2.1 a rotacid egy sarga-sziirke élekbdl allé pératlan kor.
STOP: G-nek nincs stabil pérositasa.

2.2.2 a roticié minden éle vagy sarga vagy sziirke.
Eliminaljuk a rotaciét: toroljik a sarga éleit.

3. GoTo 1.

Megj: A fenti algoritmus felgyorsithaté azzal, ha a rotacié
eliminacidjakor toroljuk az éltorlési lemma szerint torolhetové valt
éleket, és innentdl csak a mddositott 2. [épést ismételjiik.

fgy az 1. |épésre sosem tériink vissza.



Irving algoritmusa

Input: G = (V,E)és <, YveV
Output: G stabil parositdsa, ha van.
Miikodés:
1. Az éltorlési lemma segitségével éleket torliink, amig lehet.
2. Ha mar nem lehet élt torolni, rotaciét keresiink.
2.1 Nincs rotdcié. STOP: a kapott graf élei diszjunktak, és G egy

stabil parositdsét alkotjdk.
2.2 Van rotécié.

2.2.1 a rotacid egy sarga-sziirke élekbdl allé pératlan kor.
STOP: G-nek nincs stabil pérositasa.

2.2.2 a roticié minden éle vagy sarga vagy sziirke.
Eliminaljuk a rotaciét: toroljik a sarga éleit.

3. GoTo 1.



Irving algoritmusa

Input: G = (V,E)és <, YveV
Output: G stabil parositdsa, ha van.
Miikodés:
1. Az éltorlési lemma segitségével éleket torliink, amig lehet.
2. Ha mar nem lehet élt torolni, rotaciét keresiink.
2.1 Nincs rotdcié. STOP: a kapott graf élei diszjunktak, és G egy

stabil parositdsét alkotjdk.
2.2 Van rotécié.
2.2.1 a rotacid egy sarga-sziirke élekbdl allé pératlan kor.
STOP: G-nek nincs stabil pérositasa.
2.2.2 a roticié minden éle vagy sarga vagy sziirke.
Eliminaljuk a rotaciét: toroljik a sarga éleit.

3. GoTo 1.
Helyesség: 1.: v 2.1.: Ha A(G) > 2, van rotécié is. v/



Irving algoritmusa

Input: G = (V,E)és <, YveV
Output: G stabil parositdsa, ha van.
Miikodés:
1. Az éltorlési lemma segitségével éleket torliink, amig lehet.
2. Ha mar nem lehet élt torolni, rotaciét keresiink.
2.1 Nincs rotdcié. STOP: a kapott graf élei diszjunktak, és G egy

stabil parositdsét alkotjdk.
2.2 Van rotécié.

2.2.1 a rotacid egy sarga-sziirke élekbdl allé pératlan kor.
STOP: G-nek nincs stabil pérositasa.

2.2.2 a roticié minden éle vagy sarga vagy sziirke.
Eliminaljuk a rotaciét: toroljik a sarga éleit.

3. GoTo 1.

Helyesség: 1.: v 2.1.: Ha A(G) > 2, van rotécié is. v/
2.2.1.: Ha volna G-nek stabil parositdsa, akkor a rotdcidként
kapott ptn pref.kor komponensnek is lenne, de nincs.%



Irving algoritmusa

Input: G = (V,E) és <, YveV
Output: G stabil parositdsa, ha van.
Miikodés:

1. Az éltorlési lemma segitségével éleket torliink, amig lehet.

2. Ha mar nem lehet élt torolni, rotaciét keresiink.
2.1 Nincs rotdcié. STOP: a kapott graf élei diszjunktak, és G egy
stabil parositdsét alkotjdk.
2.2 Van rotécid.

2.2.1 a rotacid egy sarga-sziirke élekbdl allé pératlan kor.
STOP: G-nek nincs stabil pérositasa.
2.2.2 a roticié minden éle vagy sarga vagy sziirke.
Eliminaljuk a rotaciét: toroljik a sarga éleit.
3. GoTo 1.
Helyesség: 1.: v 2.1.: Ha A(G) > 2, van rotacid is. v/
2.2.1.: Ha volna G-nek stabil parositdsa, akkor a rotdcidként

kapott ptn pref.kor komponensnek is lenne, de nincs.%
2.2.2.: Kovetkezik az eddigiekbdl.v’



Tan karakterizacidja

Def: A G = (V, E) graf tortparositasa egy olyan x : E — R,
sulyfliggvény, ahol X(E(v)) < 1 teljesil minden v € V cslcsra.

Félparositas alatt x : E — {0, %, 1} tortparositast értiink.




Tan karakterizacidja

Def: A G = (V, E) graf tortparositasa egy olyan x : E — R,
sulyfliggvény, ahol X(E(v)) < 1 teljesil minden v € V cslcsra.

Félparositas alatt x : E — {0, %, 1} tortparositast értiink.



Tan karakterizacidja

Def: A G = (V, E) graf tortparositasa egy olyan x : E — R,
sulyfliggvény, ahol X(E(v)) < 1 teljesil minden v € V cslcsra.
Félparositas alatt x : E — {0, %, 1} tortparositast értiink.

Def: Az x tortparositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v

csucsa, ahol x dominalja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} = 1.
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Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x dominalja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x domindlja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.
Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x

karakterisztikus vektor stabil tortparositas. yu(e) = { é :2 Z; %

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortparositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x domindlja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.
Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x

karakterisztikus vektor stabil tortparositas. yu(e) = { (lJ :Z :; %

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.
Biz: 1. Mindent tort silyd élt abba a csticsba iranyitunk,
amelyikben a félparositds dominalja. Ekkor minden v csticsba
legfeljebb egy tort sdlyd él mutat, és ha a v cslicsba mutat tort
sulyd él, akkor legalabb egy tort silyd él ki is [ép v-bol. Ezért ha
egy v cslicsra illeszkedik tort stlyu él, akkor v-bél pontosan egy
ilyen indul és pontosan egy ilyen |ép be. A tort sulyd élek tehat
pontdiszjunkt koroket alkotnak, és minden egyes ilyen korben az
irdnyitds mentén haladva mindig jobb élre Iépiink.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x domindlja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.
Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x

karakterisztikus vektor stabil tortparositas. yu(e) = { é :2 Z; %

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.
Biz:



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x domindlja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.
Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x

karakterisztikus vektor stabil tortparositas. yu(e) = { é :2 :; %

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.
Biz: 2. Ekkor x egy olyan M parositas karakterisztikus vektora,
ami minden M-en kiviili élt dominal, vagyis M stabil parositds. [



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x domindlja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.
Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x

karakterisztikus vektor stabil tortparositas. yu(e) = { é :2 Z; %

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x domindlja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.
Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x

karakterisztikus vektor stabil tortparositas. yu(e) = { é :2 Z; %

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.

Tan tétele: Tetsz G = (V/, E) graf és <, élpreferencidk esetén
1. G-nek van stabil félparositasa.
2. Ha x1,x> a G stabil félparositdsai, akkor x1 és x» % sulyd
paratlan korei megegyeznek.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x dominalja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.

Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x
1 haeeM

karakterisztikus vektor stabil tortparositds. xu(e) = { 0 hacdM

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.

Tan tétele: Tetsz G = (V/, E) graf és <, élpreferencidk esetén
1. G-nek van stabil félparositasa.
2. Ha x1,x> a G stabil félparositdsai, akkor x1 és x» % sulyd
paratlan korei megegyeznek.

Legyen x a G stabil félpdrositdsa. G-nek pontosan akkor van
stabil parositasa, ha x nem tartalmaz % sulyd paratlan kort.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortparositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x dominalja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.

Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x
1 haeeM

karakterisztikus vektor stabil tortparositds. xu(e) = { 0 hacdM

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.
Tan tétele: Tetsz G = (V/, E) graf és <, élpreferencidk esetén
1. G-nek van stabil félparositasa.
2. Ha x1,x> a G stabil félparositdsai, akkor x1 és x» % sulyd
paratlan korei megegyeznek.
Legyen x a G stabil félpdrositdsa. G-nek pontosan akkor van
stabil parositasa, ha x nem tartalmaz % sulyd paratlan kort.
Biz: =: Ha M stabil parositas, akkor x s olyan stabil félparositds,
ami nem tartalmaz % salyd ptn kort. Tan tételének 2. része miatt
ekkor egyetlen stabil félparositas sem tartalmaz % sdlyd ptn kort.



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortpdrositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x dominalja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.

Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x
1 haeeM

karakterisztikus vektor stabil tortparositds. xu(e) = { 0 hacdM

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.
Tan tétele: Tetsz G = (V/, E) graf és <, élpreferencidk esetén
1. G-nek van stabil félparositasa.
2. Ha x1,x> a G stabil félparositdsai, akkor x1 és x» % sulyd
paratlan korei megegyeznek.
Legyen x a G stabil félpdrositdsa. G-nek pontosan akkor van
stabil parositasa, ha x nem tartalmaz % sulyd paratlan kort.
Biz:



Tan karakterizacidja

Def: Az x tortparositas stabil, ha minden e € E élnek van olyan v
csticsa, ahol x dominalja e-t, azaz Y {x(f):f <, e)} =1.

Ha M a G stabil parositasa, akkor a hozza tartozé x
1 haeeM

karakterisztikus vektor stabil tortparositds. xu(e) = { 0 hacdM

Ha x a G stabil tortparositasa, akkor

1. a tort sulyd élek diszjunkt preferenciakoroket alkotnak,
2. ha nincsenek tort sulyd élek (azaz x(e) € {0,1} Ve), akkor x

a G egy stabil parositdsanak a karakterisztikus vektora.

Tan tétele: Tetsz G = (V/, E) graf és <, élpreferencidk esetén
1. G-nek van stabil félparositasa.
2. Ha x1,x> a G stabil félparositdsai, akkor x1 és x» % sulyd
paratlan korei megegyeznek.

Legyen x a G stabil félpdrositdsa. G-nek pontosan akkor van
stabil parositasa, ha x nem tartalmaz % sulyd paratlan kort.
Biz: <«: Ha pedig egy x stabil félparositas nem tartalmaz %
stlyd ptn kort, akkor x % stlyd ps koreiben minden masodik él
stlyat 1-re, minden ,,elséét” pedig 0-ra mddositva egy stabil

parositas karakterisztikus vektorat kapjuk. =



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatadsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.

Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.
Biz: Hasonldan az eredetihez. A torolt él sdlya stabil
tortpdarositdsban nem lehet pozitiv, ezért stabil tortparositds nem
tiinik el az éltorlés nyoman. Ha pedig az eredeti graf egy x
tortparositdsa nem domindlja a torolt élt, akkor x nem dominilja
az éltorlés lehetbségét biztositd legjobb élt sem. Ezért éltorlés
nyoman félparositds nem valhat stabilla.

O



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatadsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.

Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.

A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).
Biz: Ha x(e1) = 0, akkor az &llitas trividlis. Tfth x(e1) > 0. Mivel
x tortparositds, ezért x(e1) + x(f1) < 1. Masrészt fi-et csak az
e>-vel kozos csticsaban lehet dominalni, és ott is csak e> képes
erre, ezért x(f1) + x(e2) = 1, igy x(e1) <1 — x(f) = x(e2). O

1 00 2 1 ooo
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Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.

Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.

A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.

Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.

A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és x stabil tortparositds.
. 201 ey ooo f 201 ezooo " ,
1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és a2 f el 2h oo P

X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.
Biz: Az el6z6 Megf miatt x(e1) < x(e2) < ... < x(e(k) < x(e1),
ezért végig egyenldség all. gy

!/ . .. s e
x'=x—=Xx{e1,...,e}) + Ax({A, ..., f}) is tortparositds. Ha
egy e élt x a v csticsndl domindlja, akkor konnyen lathatd, hogy e-t
x' is v-nél domindlja, vagyis az x’ tortparositds szintén stabil. [



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.

Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.

A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).

Tth (e1, fi, e, o, ..., ek, fx) rotacié és x stabil tortparositds.
201 ey ooo i 21 ezooo .
7 fs 2.2
1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és a2 f el 2h oo P

X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.
A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).
Tth (e1, fi, e, o, ..., €k, f) rotacid és x s:cabil tértea’ggsftés.

> e o £ 2
O O O

f
1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és ofi b et 26 w P
X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.
2. Ha ej = f; akkor f; = ej11 és az e1, e, ..., e, élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.
Biz: Kordbban ezt mar bizonyitottuk. L]



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.
A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).
Tth (e1, fi, e, o, ..., €k, f) rotacid és x s:cabil tértea’ggsftés.

s leoco fio2
o o o5
fs 2

1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és Qa2 fi coal 26 o P
X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.
2. Ha ej = f; akkor f; = ej11 és az e1, e, ..., e, élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.
A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).
Tth (e1, fi, e, o, ..., €k, f) rotacid és x s:cabil tértpa’ggsftés.

s leoc A 21
o o o o5
fs 2

1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és Qa2 fi coal 26 o P
X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.
2. Ha ej = f; akkor f; = ej11 és az e1, e, ..., e, élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.

3. Ha {e,...,e} N{f,..., i} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen tortparositds sem.

Biz: Ha a torlések utdni graf egy x tortparositdsa nem dominilja
az e élt, akkor x(f;) < 1. Am x(€ej+1) = 0 miatt x az f; élt sem

domindlja.
1 € o f, 2 1 €/4100
O O O



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.
A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).
Tth (e1, fi, e, o, ..., €k, f) rotacid és x s:cabil tértpa’ggsftés.

s leoc A 21
o o o o5
fs 2

1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és Qa2 fi coal 26 o P
X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.
2. Ha ej = f; akkor f; = ej11 és az e1, e, ..., e, élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha {e,...,e} N{f,..., i} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen tortparositds sem.



Tan karakterizacidja

Tan tételének bizonyitasdhoz megfigyeléseket tesziink.
Az éltorlési lemma szerinti éltorlés hatdsara a stabil
tortparositasok halmaza sem véltozik.
A sziirke élek a tortparositasok esetén is implikaciék. Ha
e1, f1, e egy irdnyitott sirga-sziirke-sirga ut, akkor x(e1) < x(e2).
Tth (e1, fi, e, o, ..., €k, f) rotacid és x s:cabil tértpa’etgsftés.

s leoc A 21
o o o A
fs 2

1. x(e1) = x(e2) = ... = x(ex) = A és Qa2 fi coal 26 o P
X' =x—-X-x({er,..-,e})+ X x({f,..., fk}) is stabil tértpdrositas.
2. Ha ej = f; akkor f; = ej11 és az e1, e, ..., e, élek G egy

paratlan kor-komponensét alkotjak.
3. Ha {e,...,e} N{f,..., i} =0, akkor az ey, ..., e élek
torlésétdl nem valik stabilld egyetlen tortparositds sem.

Azt kaptuk, hogy rotdcié elimindcidja soran nem keletkezik stabil
tortparositds, és ha az eliminacié elott volt stabil tortparositds,
akkor az elimindcié utdn is marad ilyen.



Tan karakterizacidja



Tan karakterizacidja

,,Biz” Tan tételének 1. részére: Irving algoritmusdt mddositjuk:
nem allunk meg, ha egy sarga-sziirke ptn kor kompenst taldlunk.
Ha mar nem lehet rotaciét eliminalni, akkor a sarga élek 1, a
sdrga-sziirkék pedig % sulyt kapnak. A kordbbi megfigyeléseink
miatt lrving algoritmusanak végrehajtdsakor sosem keletkezett
stabil félparositas, és ha volt, akkor sosem tiint el az Osszes. Az
eljdrds végén kapott grifban a fenti x sdlyfiiggvény stabil
félparositds. Ezért ha x-et Ugy terjesztjiik ki, hogy az algoritmus
soran torolt éleknek O silyt adunk, akkor az eredeti graf stabil
félparositasat kapjuk. O
Azt kell még megmutatni, hogy az % sulyd pdratlan korok minden
stabil félparositasban ugyanazok. Ezen kiizdiink a tovabbiakban.



Tan karakterizacidja



Tan karakterizacidja
Tfh x, és x, a G graf stabil félparositdsai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

Biz: Indirekt. Ha v-be mutatna piros és zold él is, akkor e két él
koziil a v szdmara jobbikat nem v-ben domindlja az ellentétes
szinti félparositds. Ez ellentmond az irdnyitds definicidjanak. O



Tan karakterizacidja
Tfh x, és x, a G graf stabil félparositdsai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.
1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
Biz: A v-be belépé éleket az ellentétes szinii félparositds v-ben
dominadlja, ezért legaldbb annyi osszértéknek kell ellentétes szinen
kilépnie v-bol, mint amennyi osszérték oda belép. O



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Biz: Minden szines él egy csiicsba Iép be, és egy csiicsbdl 1ép ki,
ezért a cstcsokbdl kilépo élek értékosszege megegyezik a csticsokba
belépd élek értékeinek Osszegével. A 2. része miatt minden v
cstcsban egyenldségnek kell allnia, és a belépd élek egysziniiek, a

kilépok pedig a belépokével ellentétes szinliek. O



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
(Ha v-bdl nem 1ép ki él, akkor v szintelen marad.)



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.
Biz: Indirekt. Ha C minden csticsa szines, akkor C két szomszédos
cstcsa (u és v) egyszinli. Ekkor az uv él szintelen, és az u-ba és
v-be beléps szines élek rosszabbak az uv-nél. Masrészt ezek az
élek uv-vel kozos preferenciakoron vannak. Ellentmondas. L]



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.



Tan karakterizacidja

Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.
2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.
5. A fenti C-nek minden cslicsa szintelen.
Biz: Indirekt tfth u, v a C szomszédos cslicsai, v szintelen u szines.
Ekkor uv = e; <, e = a C (szintelen) élei. Az u-ba belépé, u-val
ellentétes szini ey élnek ey, ex-vel kozos preferenciakoron kéne
lennie, am e; <, ey all a domindlas miatt. Ellentmondas. ]



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.

5. A fenti C-nek minden cstcsa szintelen.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.
5. A fenti C-nek minden cslicsa szintelen.
6. A fenti C x.-nek is 3 stilyd ptn kére.
Biz: 5. miatt C minden csticsa szintelen, ezért C minden e
élére x.(e) = x,(e) = 3 teljesiil. O



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.

1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.
5. A fenti C-nek minden cslicsa szintelen.
6. A fenti C x.-nek is 3 stilyd ptn kére.



Tan karakterizacidja
Tth x, és x, a G graf stabil félpdrositasai. Szinezziik ki G éleit: az
e él szine piros, ha x,(e) > x.(e). Legyen e zold, ha
x-(e) > x,(e), egyébként e szintelen. Irdnyitsunk minden szines élt
abba a cslicsba, amelyikben az ellentétes szinli félparositas
domindlja. Legyen s(e) = |x,(e) — x.(e)| az e él értéke.
1. Ugyanabba a cslicsba nem mutat piros és zold él is.

2. Minden v cslicsra igaz, hogy a v-be beléps élek Osszértéke nem
tobb a belépdkkel ellentétes szinii, v-bol kilépd élek osszértékénél.
3. Bmely v csticsra igaz, hogy a v-be belépd élek szine kiilonbozik
a v-bdl kilépo élek szinétdl.
Szinezziik G minden v csicsat a v-bol kilép6 élek szinére.
4. Ha C az x, 3 slilyd ptn kore, akkor C-nek van szintelen csticsa.
5. A fenti C-nek minden cslicsa szintelen.
6. A fenti C x.-nek is 3 stilyd ptn kére.

(Tan-tétel 2. rész) Ha x,, x. a G stabil félparositasai, akkor
Xp 6s Xz % sulyd pdratlan korei megegyeznek. O



Mit tanultunk ma?

> Az éltorlési lemma miikodik nempdros grafokon is.



Mit tanultunk ma?

> Az éltorlési lemma miikodik nempdros grafokon is.

> Mindig Ggy torliink legjobb éleket, hogy stabil parositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.



Mit tanultunk ma?

> Az éltorlési lemma miikodik nempdros grafokon is.

> Mindig Ggy torliink legjobb éleket, hogy stabil parositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.

> A masodik legjobb élek implikacidkat jelentenek.



Mit tanultunk ma?

> Az éltorlési lemma miikodik nempdros grafokon is.

> Mindig Ggy torliink legjobb éleket, hogy stabil parositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.

> A masodik legjobb élek implikacidkat jelentenek.

» Sarga és sziirke éleken mindig van rotacié. Ez vagy ptn kor
(és nincs stabil parositas), vagy a sérga élei elimindlhatok.



Mit tanultunk ma?

> Az éltorlési lemma miikodik nempdros grafokon is.

> Mindig Ggy torliink legjobb éleket, hogy stabil parositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.

> A masodik legjobb élek implikacidkat jelentenek.

» Sarga és sziirke éleken mindig van rotacié. Ez vagy ptn kor
(és nincs stabil parositas), vagy a sérga élei elimindlhatok.

» Irving algoritmusa: éltorlés és rotacié-eliminacid, amig lehet.



Mit tanultunk ma?

v

Az éltorlési lemma miikodik nemparos grafokon is.

> Mindig Ggy torliink legjobb éleket, hogy stabil parositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.

> A masodik legjobb élek implikacidkat jelentenek.

» Sarga és sziirke éleken mindig van rotacié. Ez vagy ptn kor
(és nincs stabil parositas), vagy a sérga élei elimindlhatok.

v

Irving algoritmusa: éltorlés és rotacidé-eliminacid, amig lehet.

v

Stabil félparositasok % sulyd ptn korei mindig ugyanazok.



Mit tanultunk ma?

v

Az éltorlési lemma miikodik nemparos grafokon is.

Mindig dgy torliink legjobb éleket, hogy stabil parositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.

A masodik legjobb élek implikacidkat jelentenek.

Sarga és sziirke éleken mindig van rotacié. Ez vagy ptn kor
(és nincs stabil parositas), vagy a sérga élei elimindlhatok.
Irving algoritmusa: éltorlés és rotacidé-eliminacid, amig lehet.
Stabil félparositasok % sulyd ptn korei mindig ugyanazok.
Tan tétele: lrving algoritmusa stabil félparositast taldl. Ha ez

nem pdrositds, akkor egyuttal bizonyitékot is szolgaltat a
stabil parositds nemlétére.



Mit tanultunk ma?

v

Az éltorlési lemma miikodik nemparos grafokon is.

Mindig dgy torliink legjobb éleket, hogy stabil pdrositds ne
keletkezzen, de ne is tiinjon el mind.

A masodik legjobb élek implikacidkat jelentenek.

Sarga és sziirke éleken mindig van rotacié. Ez vagy ptn kor
(és nincs stabil parositas), vagy a sérga élei elimindlhatok.
Irving algoritmusa: éltorlés és rotacidé-eliminacid, amig lehet.
Stabil félparositasok % sulyd ptn korei mindig ugyanazok.
Tan tétele: lrving algoritmusa stabil félparositast taldl. Ha ez

nem pdrositds, akkor egyuttal bizonyitékot is szolgaltat a
stabil parositds nemlétére.

Ennyi az egész



