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Bevezetés

Folyamismétlés, EgEr lemma &ltalanositas, alkalmazasok.



A hideghadbort hatdsa a kombinatorikus optimalizalasra

>

>

Az 1950-es években jarunk. Valddi veszélynek tiinik, hogy a
szovjet hadsereg tankjai megindulnak nyugat-Eurépa ellen.

A haditechnikat vasiton szallitjak, ezért a vasit elleni [égi
tdmadas latszik az legalkalmasabb védekezésnek.

A csapasmérés optimalizalasihoz hasznalt graf csicsai a vasiti
igazgatdsagok, élei pedig a vasuti kapcsolatok voltak. Ismert
volt az egyes vasltvonalak ezer tonnaban mért kapacitasa is.
Ezt a grafot kellett Ggy kettévagni, hogy ne maradjon
kapcsolat a szovjet tdmaszpontok és nyugat-Eurdpa kozott.
Egy titkos jelentésben Ford és Fulkerson olyan algoritmust
irnak le, ami tetszéleges grafon megoldja ezt a problémat:
megtaldl néhany vasiitvonalat, melyeket elviagva a feltétel
teljesul és ezen beliil az osszkapacitasuk a lehetd legkisebb.
Az jelentésbdl az is kiderul, hogy a sértetlen halézat ugyanilyen
osszkapacitdssal képes nyugatra szallitani a hadianyagot.

A jelentés titkositdsat 1999-ben oldottdk fel.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.

Megj: (1) Az ,.eredeti” probléméban s a szovjet tankok forrasa
(keleten), t pedig a megvédeni kivant teriilet (nyugaton).

(2) Az ,,eredeti” problémaban a G graf irdnyitatlan, itt irdnyitott.
Késbbb latni fogjuk, hogy az irdnyitatlan grafokhoz tartozé
problémak irdnyitott grafon is megfogalmazhatdk, ezért a fenti
modell dltaldnosabb a feladatot motivalénal.

(3) Rendszerint s forras, t pedig nyelé a folyamproblémat leird
grafban, de ennek nem sziikséges feltétlendl igy lennie.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.

st-folyam: olyan z : E — R fuiggvény, amire teljesul a
kapacitasfeltétel, azaz 0 < z(e) < c(e)Ve € E, és a
Kirchhoff-szabaly, miszerint ha a v cstics nem terminal, akkor
v-ben sem nem keletkezik, sem nem tiinik el folyam:

ZUVEE(G) Z(UV) = ZVWEE(G) Z(VW) Vv #s,t.

A z st-folyam nagysaga az s-bdl kilép6 netts folyammennyiség:
Mz = 3 avek(6) 2(V) = Lusce(c) 2(Us):



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

a __ 210 b

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.

indukalt st-vagas: s € X C V —t esetén az X és V — X kozott
futd élek halmaza.

A fenti st-vagas kapacitasa: c(X) => {c(uv):uve X,v ¢ X}.
Megj: Az X altal indukalt st-vagas kapacitasaba tehat csak az
X-et elhagyd élek szamitanak, az X-be belépok nem.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.

indukalt st-vagas: s € X C V —t esetén az X és V — X kozott
futd élek halmaza.

A fenti st-vagas kapacitasa: c(X) => {c(uv):uve X,v ¢ X}.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)
X,

a 10

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,
s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a
kapacitasfiiggvény.
indukalt st-vagas: s € X C V —t esetén az X és V — X kozott
futd élek halmaza.
A fenti st-vagas kapacitasa: c(X) => {c(uv):ve X,v & X}.
Ha z st-folyam és s € X # t, akkor
my,=>{z(uv):veX, v& X} => {z(w):uve X, v X} <
Y Ac(uv):ue X, vEX}=c(X). O
Megj: A Lemma azt mondja ki, hogy egyetlen st-folyam nagysiga
sem haladhatja meg egyetlen st-vagds kapacitasat sem.



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)
X,

a 10

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,

s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a

kapacitasfiiggvény.

indukalt st-vagas: s € X C V —t esetén az X és V — X kozott

futd élek halmaza.

A fenti st-vagas kapacitasa: c(X) => {c(uv):uve X,v ¢ X}.
Ha z st-folyam és s € X # t, akkor

my,=>{z(uv):veX, v& X} => {z(w):uve X, v X} <

Y Ac(uv):ue X, vEX}=c(X). O



Maximdlis nagysagt folyamok (ismétlés)
X,

a 10

Def: Halézat: (G,s,t,c) négyes, ahol G = (V, E) irdnyitott graf,

s,t € V terminalok (termeld, fogyasztd), ¢ : E — R pedig a

kapacitasfiiggvény.

indukalt st-vagas: s € X C V —t esetén az X és V — X kozott

futd élek halmaza.

A fenti st-vagas kapacitasa: c(X) => {c(uv):ve X,v & X}.

Ha z st-folyam és s € X # t, akkor

my,=>{z(uv):veX, v& X} => {z(w):uve X, v X} <

Y Ac(uv):ue X, vEX}=c(X). O
Ha z st-folyam és s € X C V — t esetén m, = c¢(X), akkor

(1) z maximdlis nagysagu st-folyam, és

(2) X minimalis kapacitdsi st-vigast indukal. O



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Megj: Azaz az st-folyamok maximalis nagysdga megegyezik az
st-vagasok minimalis kapacitdsaval.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javité utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10
sadcbt : 10

Tetsz. (G, s, t, c) halézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-aton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10
sadcbt : 10
m, = 30

Tetsz. (G, s, t, c) hdlézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-Gton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10
sadcbt : 10
m, = 30

Tetsz. (G, s, t, c) hdlézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-Gton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10
sadcbt : 10
m, = 30

Tetsz. (G, s, t, c) hdlézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-Gton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.



A Ford-Fulkerson-algoritmus (ismétlés)
sabt : 10

scdt : 10
sadcbt : 10
m, = 30

X ={s,a,d}

Tetsz. (G, s, t, c) hdlézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus
A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.
Telitetlen élekbdl allé st-Gton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.



A Ford- Fulkerson algoritmus (ismétlés)
X sabt : 10

scdt : 10

sadcbt : 10

m, = 30

X ={s,a,d}

c(X) =30

Tetsz. (G, s, t, c) hdlézatban
taldlhaté olyan z st-folyam és s € X C V — t, amire m, = c(X).
Biz: Javité utas algoritmus

A z = 0 folyambdl kiindulva mindig javitd utak mentén kiildiink
folyamot s-bél t-be, amig csak tudunk.

Telitetlen élekbdl allé st-Gton mindig tudunk folyamot novelni.
Titkos fegyver: ha nincs ilyen ut, akkor (a telitetlen éleken torténd
folyamnovelés mellett) a pozitiv élen csokkenthetjiik a folyamot.
Ezaltal visszafelé kiildiink virtudlis folyamot egy él mentén. Ha igy
taldlunk st-utat, akkor annak a mentén is tudunk folyamot novelni.
Ha nincs javité at, akkor a telitetlen ill. megforditott pozitiv éleken
s-bél elérhetd csticsok X halmazara m, = ¢(X) teljesiil. O




Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
Biz: A javité utas algoritmus sordn mindvégig igaz marad, hogy
z(e) egész szdm a halézat minden e élére. igy ez a tulajdonsig az
algoritmussal kapott maximdlis nagysagu folyamra is teljesiil. O



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai

Iranyitatlan élek kezelése:
u c(uv) v

Oo——=O



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai

Iranyitatlan élek kezelése:
u c(uv) v c(uv) v
O———=O

c(uv)



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai

Iranyitatlan élek kezelése:
c(uv) v c(uv) v

o—o0

c(uv)

Tobb termeld, tobb fogyasztd, egyféle termék:

Sl e o t1
2 @ o 2
3 @ o3

Sk @ o tr




Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai

Iranyitatlan élek kezelése:
c(uv) v c(uv) v

o—o0

c(uv)

Tobb termeld, tobb fogyasztd, egyféle termék:

S1 @ ol1 s 5 t1] oo

2 @ o 2 s tr
s t
S3 @ o I3 S t:

Sk @ o lr Sk t, (e%e]




Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai

Iranyitatlan élek kezelése:
c(uv) v c(uv) v

o—o0

c(uv)

Tobb termeld, tobb fogyasztd, egyféle termék:

S1 @ ol1 s 5 t1] oo
2 e o tr S to
s t
S3 @ o I3 S t:
Sk @ o lr Sk t, (e%e]

Cslicskapacitdsok bevezetése akkor indokolt, ha a halézat egyes
csticsainak korlatozott az atbocsatoképessége.

c(v)

v



Egész kapacitdsok, altalanositott halézatok

Ha a (G, s, t, ¢) hdlézatban
minden c(e) élkapacitas egész szam, akkor van olyan maximilis
nagysagl z folyam, amire z(e) is egész szim minden e élre. O
A folyamprobléma altalanositasai

Iranyitatlan élek kezelése:
u c(uv) v c(uv) v
O——=O
c(uv)

Tobb termeld, tobb fogyasztd, egyféle termék:

S1 @ ol1 s s t1] oo

2 @ o 2 S tr ;
3 @ o I3 s s t

Sk @ o lr Sk t, (e%e]

Cslicskapacitdsok bevezetése akkor indokolt, ha a halézat egyes
csticsainak korlatozott az atbocsatoképessége.

e S i
v Vbe Vki




Paros grafok maximdlis parositasai (ismétlés)

Paros graf maximalis parositdsa megfogalmazhaté maximalis
folyam feladatként. Irdnyitsunk minden élt A-bdl B-be, vegyiink fel
s, t termindlokat, minden sa és minden bt élt, és legyen minden él
kapacitasa 1. Ha van k ftn él G-ben, akkor a kapott hélézatban
van k nagysagu st-folyam. Ha van k nagysagu (egész) st-folyam a
halézatban, akkor G-ben van k méretii parositas.
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Az EgEr lemma egy rokona

Tth a (D,s,t,g) hdlézatban a
g(e) élkapacitdsok egészek és z megengedett folyam. Ekkor van
olyan z* megengedett folyam is, amelyre z*(e) € Z,. és
|z(e)]| < z*(e) < [z(e)] teljesiil D minden e élére.
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olyan z* megengedett folyam is, amelyre z*(e) € Z,. és
|z(e)]| < z*(e) < [z(e)] teljesiil D minden e élére.

Biz: Az alabbi kerekitési |épéseket végezziik. Egy e él tortél, ha
z(e) ¢ Z, kilonben e egész él. Minden lépés soran legalabb egy
tortél egész éllé valik, egész élIbol pedig sosem lesz tortél.

A folyammegmaradds miatt nemtermindlisra nem illeszkedhet
pontosan egy tortél. Ezért amig van tortél, addig van tortélekbdl
allé st-ut vagy kor. Egy ilyen Gt/kor mentén lehet gy valtoztatni
a z folyamot, hogy z(e) egyetlen e élen se ugorjon at egész
szamot, de legaldbb egy tortél eltlinjon. Véges sok ilyen 1épés utan
minden él egésszé valik, és gydztiink. O
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folyamnagysag is kerekedjék.
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A kerekitési lemma alkalmazasa

Tetszbleges G paros graf
élkromatikus szdmara x(G) = A(G) teljesiil.
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Biz: Legyenek G szinosztdlyai A és B és definidljuk a (D, s, t, g)
hdlézatot az aldbbiak szerint. Irdnyitsunk minden élt A-bdl B-be,
vezessiik be az s, t (j csticsokat, hiizzunk be egy-egy irdnyitott élt
5-b6l minden A-belibe és minden B-belibdl t-be, és adjunk minden
élnek g = 1 kapacitdst. Legyen z(e) = 1/A(G) a G minden e
élére. Ez egyértelmiien kiterjeszthetd a halézat egy z folyamava.
Ekkor z(sa) =1 ill. z(bt) =1 minden A(G)-fokd a ill. b csicsra.
Legyen z* a z-nek a kerekitési lemma szerinti kerekitettje. Mivel
g =1, ezért z* belsbleg pontdiszjunkt st-utak karakterisztikus
vektora, ami minden maxfokszamu csiicsot lefed. Az utak kozépso
élei ezért alkalmasak egy szinosztalynak, hiszen egyrészt parositast
alkotnak, masrészt pedig A csokken, ha ezeket G-bol toroljuk.



A kerekitési lemma alkalmazasa

Tetszbleges G paros graf
élkromatikus szdmara x(G) = A(G) teljesiil.

Biz: Legyenek G szinosztdlyai A és B és definidljuk a (D, s, t, g)
hdlézatot az aldbbiak szerint. Irdnyitsunk minden élt A-bdl B-be,
vezessiik be az s, t (j csticsokat, hiizzunk be egy-egy irdnyitott élt
5-b6l minden A-belibe és minden B-belibdl t-be, és adjunk minden
élnek g = 1 kapacitdst. Legyen z(e) = 1/A(G) a G minden e
élére. Ez egyértelmiien kiterjeszthetd a halézat egy z folyamava.
Ekkor z(sa) =1 ill. z(bt) =1 minden A(G)-fokd a ill. b csicsra.
Legyen z* a z-nek a kerekitési lemma szerinti kerekitettje. Mivel
g =1, ezért z* belsbleg pontdiszjunkt st-utak karakterisztikus
vektora, ami minden maxfokszamu csiicsot lefed. Az utak kozépso
élei ezért alkalmasak egy szinosztalynak, hiszen egyrészt parositast
alkotnak, masrészt pedig A csokken, ha ezeket G-bol toroljuk.

A kapott parositas kiszinezése utan megmaradé grafon ugyanezt
A(G)-szer ismételve megkapjuk G egy A(G)-élszinezését. O



A kerekitési lemma alkalmazasa Il.

Legyen G
paros graf és k pozitiv egész. Ekkor G élei kiszinezheték k szinnel
ugy, hogy a szinezés minden csillagon a lehetd legegyenletesebb
legyen, azaz tetszOleges v cslicsra és i szinre a v-re illeszkedd i
szinii élek szdma I(v) := |d(v)/k] vagy u(v) := [d(v)/k] legyen.

Megj: A fenti szinezést egyenletes szinezésnek hivjuk.
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Biz: Az el6z6 bizonyitasban szereplé konstrukcidt agy
mddositjuk, hogy z(e)-t 1/k-nak valasztjuk G minden élén. A
kerekités utan tetsz. v csicsbdl /(v) vagy u(v) élt fogunk
kivalasztani, tovabba az ezen élek elhagyasdval kapott grafban
d'(v)/(k — 1) tovabbra is /(v) és u(v) kozé esik. A maradék grafra
ugyanezt az eljarast k — 1-re elvégezve folytatjuk az élek
szinezését, mig végll egy egyenletes élszinezést kapunk. O
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Meg;j:

Konig élszinezési tétele a fenti tétel specialis esete k = A(G)-re.
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oszloposszegei egészek, akkor A elemei kerekithetdk tgy, hogy a
kapott A’ matrix sor- ill. oszlopdsszegek ne valtozzanak.
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kapott A’ matrix sor- ill. oszlopdsszegek ne valtozzanak.

Biz: Egyetlen sorban vagy oszlopban sem lehet pontosan egy
tort szam. Ezért amig van tort a matrixban, taldlhaté a
tortelemeken vizszintes és fliggdleges 1épésekbdl all6 zart Gt. Ennek
a mentén minden ,,els®” elemet e-nal novelve, minden masodikat
e-nal csokkentve egyetlen sor- vagy oszloposszeg sem viéltozik. Az
¢ alkalmas vélasztdsaval elérhetd, hogy legaldbb egy tort eltiinjon,
mikozben egyetlen matrixelem sem ugrik at egész szamot. llyen
valtoztatasokkal el8bb-utdbb minden tort eltiinik A’-bdl. O
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1. Van-e barmi kéze egymdshoz a folyamokra ill. a tablazatokra
vonatkozd kerekitési lemmaknak?
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feltétlenul egészek a sor- és oszloposszegek?



Mit tanultunk ma?



Mit tanultunk ma?

» Hilézati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés



Mit tanultunk ma?

» Hilézati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés
> Egér lemma



Mit tanultunk ma?

» Hilézati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés
> Egér lemma

» Pdros graf parositasa egészfolyamként is felfoghatd



Mit tanultunk ma?

» Hilézati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés
> Egér lemma
» Pdros graf parositasa egészfolyamként is felfoghatd

» Kerekitési lemma folyamokra



Mit tanultunk ma?

Hél6zati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés
Egér lemma
Paros graf parositasa egészfolyamként is felfoghaté

Kerekitési lemma folyamokra

vVvYyyvyy

Konig élszinezési tétele és annak 3dltaldnositdsa egyenletes
szinezésre



Mit tanultunk ma?

vVvYyyvyy

v

Hél6zati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés
Egér lemma

Paros graf parositasa egészfolyamként is felfoghaté
Kerekitési lemma folyamokra

Konig élszinezési tétele és annak 3dltaldnositdsa egyenletes
szinezésre

Tablazatkerekitési lemma



Mit tanultunk ma?

vVvYyyvyy

v

Hél6zati folyamok, st-vagdsok, maximalis folyamkeresés
Egér lemma

Paros graf parositasa egészfolyamként is felfoghaté
Kerekitési lemma folyamokra

Konig élszinezési tétele és annak 3dltaldnositdsa egyenletes
szinezésre

Tablazatkerekitési lemma

Szorgos népiink gyozni fog!



