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Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald
javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
vezets Utja, amelyben minden masodik él M-beli.



Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald

javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
vezets Utja, amelyben minden masodik él M-beli.

Biz: Tfh M maximalis parositas és P egy M-alternalé javité at
élhalmaza. Ekkor az MAP szimmetrikus kiilonbség egy M-nél
tobb élt tartalmazé parositas, ami ellentmondas. Tehat maximalis
parositdshoz nincs javité dt.
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Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald
javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
vezets Utja, amelyben minden masodik él M-beli.

Biz:



Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald
javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
vezets Utja, amelyben minden masodik él M-beli.

Bizz:  Ha M nem maximdlis parositas, akkor van ndla tobb élt
tartalmazé N C E pérositas. Az M U N élhalmaz olyan grafot
alkot, amiben minden pont fokszama legfeljebb 2. Az ilyen grafok
minden komponense Gt vagy kor, jelen esetben MN-alterndlé ut
vagy kor. Mivel |[N| > |M|, ezért van olyan komponens, ami tobb

N-beli élt tartalmaz, mint M-belit, ez pedig csakis egy M-alterndld
javitd ut lehet. O
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Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald
javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
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Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald
javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
vezets Utja, amelyben minden masodik él M-beli.

Megj: Tetsz. G grafban kereshetiink tigy maximalis parositast,
hogy az lires pdrositasbdl kiindulva javité utak mentén javitunk.
Ha madr nincs javité at, akkor a kapott parositds maximalis.
,,Csupan” azt szubrutint kell megalkotnunk, ami egy adott graf és
parositasa esetén hatékonyan taldl javité utat, ha van.



Grafok maximalis parositasainak jellemzése

A G =(V,E) graf egy M C E parositasa
pontosan akkor maximdlis G-ben, ha nem létezik M-alternald
javité at, azaz G-nek egy olyan, M altal fedetlen csiicsai kozott
vezets Utja, amelyben minden masodik él M-beli.

Megj: Tetsz. G grafban kereshetiink tigy maximalis parositast,
hogy az lires pdrositasbdl kiindulva javité utak mentén javitunk.
Ha madr nincs javité at, akkor a kapott parositds maximalis.
,,Csupan” azt szubrutint kell megalkotnunk, ami egy adott graf és
parositasa esetén hatékonyan taldl javité utat, ha van.

Paros grafok esetén ez egyszerii volt, mert konnyen lehetett az
éleket Ggy iranyitani, hogy a javité Ut |étezésének kérdése fedetlen
csticsok kozotti irdnyitatlan elérhetéségi problémava
egyszer(isodott. Nem feltétleniil paros grafok esetében ez a
probléma nehezebb, de kezelheté. Edmonds most ismertetendo
algoritmusdnak éppen ez a kulcslépése.



M-alterndlé erdo
Def: A G graf F részgrafja M-alterndlé erdd, ha M parositds,
» F erd6 és minden komponense pontosan egy M-fedetlen

csticsot tartalmaz (ami az adott komponens gyokere),
» G minden M-fedetlen csicsa F-beli (tehat F komponenseinek

szdma megegyezik az M 3ltal fedetlen csticsok szdmaval), és
> F minden gyokérbdl indulé dtja M-alterndld (t.
> F minden levele péaros tavolsagra van a gyokértol.
Egy M-alternalé F erd6 esetén F kiilsé ill. belso csticsa az F-nek
a gyokértdl paros ill. paratlan tavolsigra l1évé csiicsa. A G grafnak
az F-en kivili cslcsai alkotjdk a tisztast.
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M-alternald javitd ut keresése
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Az M-fedetlen csticsok alkotta tires M-alterndlé erdével kezdiink.
Az M-alternald erdét kiils6 csticsbdl induld éllel épitjiik tovabb.



M-alternald javitd ut keresése
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Az M-fedetlen csucsok alkotta tires M-alterndlé erdével kezdiink.

Az M-alternald erdét kiils6 csticsbdl induld éllel épitjiik tovabb.
> Ha kuls6 csticsbdl fut él a tisztasra, akkor az erd6t noveljik.
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Az M-fedetlen csucsok alkotta tires M-alterndlé erdével kezdiink.
Az M-alternald erdét kiils6 csticsbdl induld éllel épitjiik tovabb.
> Ha kuls6 csticsbdl fut él a tisztasra, akkor az erd6t noveljik.
> Ha két kiilonbozd komponens kiils6 csticsa kozott fut G-nek
éle, akkor a két gyokér kozott van M-alterndlé javitd ut.



M-alternald javitd Ut keresése

e Kkiilso
,/_: e Dbelso
o—0 e lisztas
o—0 O M
o—o E
[} [}

Az M-fedetlen csucsok alkotta tires M-alterndlé erdével kezdiink.
Az M-alternald erdét kiils6 csticsbdl induld éllel épitjiik tovabb.

> Ha kuls6 csticsbdl fut él a tisztasra, akkor az erd6t noveljik.

> Ha két kiilonbozd komponens kiils6 csticsa kozott fut G-nek
éle, akkor a két gyokér kozott van M-alterndlé javitd ut.

» Ha egy komponens két kiilsé csticsa kozott fut G-nek éle,
akkor a komponensen beliil taldlunk egy paratlan kort
(,,blossom” -ot), amit Gsszeolvasztunk. igy az dsszeolvasztas
soran keletkezd graf egy M’ parositdsit és egy M’-alterndld
erdot kapunk, aminek az osszeolvasztott blossom kiilsé csticsa.



M-alternald javitd ut keresése

o Kkiilsé
e Delsé
e lisztas

o—o M

O—OE

' III\




M-alternald javitd ut keresése
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Az igy kapott M-alternalé erd6 tulajdonsagai:

e Kkiilso

e Delsé

e lisztas
O M

O—OE



M-alternald javitd ut keresése
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Az igy kapott M-alternalé erd6 tulajdonsagai:

» Minden belsé cstics az eredeti G-nek is csiicsa, és minden
kiilsé cstics a G paratlan sok csticsdnak 6sszeolvasztdsa.



M-alternald javitd ut keresése
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Az igy kapott M-alternalé erd6 tulajdonsagai:

» Minden belsé cstics az eredeti G-nek is csiicsa, és minden
kiilsé cstics a G paratlan sok csticsdnak 6sszeolvasztdsa.

» Ha két komponens kiilsé csticsa kozott fut él, akkor a gyokerek
kozott futd javitd Gt segitségével az eredeti G-ben is taldlunk
M-alterndlé javité utat. Ha a javité uton van osszeolvasztott
cslcs, akkor az utolsd Osszeolvasztas el6tt is volt javitd ut.



Edmonds algoritmusa

Az M = () pérositdsbdl o—tc o kiils6

indulunk. M-alternalé o—o N b.ClbO/
P T o—o o tlsztas

erdot épitiink, a kapott — M

M-altertndlé javité utak
mentén javitunk. Ha ezzel
elakadunk, akkor a kapott M az Edmonds-algoritmus outputja.
Ekkor kiilsé csticsbdl se kiilsé cstcsba, se tisztasra nem fut él.
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Edmonds algoritmusa
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mentén javitunk. Ha ezzel
elakadunk, akkor a kapott M az Edmonds-algoritmus outputja.
Ekkor kiilsé csticsbdl se kiilsé csticsba, se tisztdsra nem fut él.
Ezért ha G-bdl elhagyjuk a belsé csticsokat, akkor G szétesik: a
kils6 csucsok egy-egy paratlan komponensnek, a tisztds cstlicsai
pedig paros komponenseknek fognak megfelelni.

(Egy komponens paritdsa a csticsai szamanak paritasét jelenti.)
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mentén javitunk. Ha ezzel
elakadunk, akkor a kapott M az Edmonds-algoritmus outputja.
Ekkor kiilsé csticsbdl se kiilsé csticsba, se tisztdsra nem fut él.
Ezért ha G-bdl elhagyjuk a belsé csticsokat, akkor G szétesik: a
kils6 csucsok egy-egy paratlan komponensnek, a tisztds cstlicsai
pedig paros komponenseknek fognak megfelelni.

(Egy komponens paritdsa a csticsai szamanak paritasét jelenti.)
Az M output G annyi csiicsat hagyja fedetlenul, amennyivel a kiilsé
csticsok szdma tobb a bels6kénél. Szdm szerint o(G — Z) — |Z|
cstcsot, ahol Z a belsé pontok halmazat, o(G — Z) pedig G — Z
paratlan komponenseinek szamat jeldli.



Edmonds algoritmusa
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mentén javitunk. Ha ezzel
elakadunk, akkor a kapott M az Edmonds-algoritmus outputja.
Ekkor kiilsé csticsbdl se kiilsé csticsba, se tisztdsra nem fut él.
Ezért ha G-bdl elhagyjuk a belsé csticsokat, akkor G szétesik: a
kils6 csucsok egy-egy paratlan komponensnek, a tisztds cstlicsai
pedig paros komponenseknek fognak megfelelni.

(Egy komponens paritdsa a csticsai szamanak paritasét jelenti.)
Az M output G annyi csiicsat hagyja fedetlenul, amennyivel a kiilsé
csticsok szdma tobb a bels6kénél. Szdm szerint o(G — Z) — |Z|
cstcsot, ahol Z a belsé pontok halmazat, o(G — Z) pedig G — Z
paratlan komponenseinek szamat jeldli. Ezért az M output mérete

Ml = S (VI +12] - o(G - 2)) .



A maximilis parositas mérete

Tetszbleges G véges grafra
v(G) = min{% (JV]+1|X]| —o(G = X)): X C V(G)} .



A maximilis parositas mérete

Tetszbleges G véges grafra
v(G) = min{% (JV]+1|X]| —o(G = X)): X C V(G)} .
Biz: Ha M az Edmonds-alg outputja és Z a bels6 csiicsok
halmaza, akkor v(G) > |[M| = % (|V|+ |Z| — o(G — Z)) >
min{3 (|V|+|X| = o(G — X)) : X C V(G)}.



A maximilis parositas mérete

Tetszbleges G véges grafra
v(G) = min{% (JV]+1|X]| —o(G = X)): X C V(G)} .

Biz: Ha M az Edmonds-alg outputja és Z a bels6 csiicsok
halmaza, akkor v(G) > |[M| = % (|V|+ |Z| — o(G — Z)) >
min{3 (|V|+|X| = o(G — X)) : X C V(G)}.

Legyen M egy v(G) méretii
parositds G-ben. Tetsz. X C
V(G) esetén G — X minden
paratlan komponensének van
legalabb egy olyan csticsa, :
amibdl nem fut M- beli él a komponensen beIuI Ezen legaldbb
o(G — X) cstcs koziil legfeljebb | X| csticsnak lehet M-beli parja,
ezért M biztosan fedetleniil hagy o(G — X) — | X| db csticsot. Tehat
v(G) = [M] < min{4 (V| + X| - o(G = X)) : X C V(G)}. L




A maximilis parositas mérete

Tetszbleges G véges grafra
v(G) = min{% (JV]+1|X]| —o(G = X)): X C V(G)} .

Biz: Ha M az Edmonds-alg outputja és Z a bels6 csiicsok
halmaza, akkor v(G) > |[M| = % (|V|+ |Z| — o(G — Z)) >
min{3 (|V|+|X| = o(G — X)) : X C V(G)}.

Legyen M egy v(G) méretii
parositds G-ben. Tetsz. X C
V(G) esetén G — X minden
paratlan komponensének van
legalabb egy olyan csticsa, :
amibdl nem fut M- beli él a komponensen beIuI Ezen legaldbb
o(G — X) cstcs koziil legfeljebb | X| csticsnak lehet M-beli parja,
ezért M biztosan fedetleniil hagy o(G — X) — | X| db csticsot. Tehat
V(G) = [M] < min{2 (V| + X| - o(G — X)) : X C V(G)}. L

(1) Az Edmonds-algoritmus outputja max parositas.




A maximilis parositas mérete

Tetszbleges G véges grafra
v(G) = min{% (JV]+1|X]| —o(G = X)): X C V(G)} .
Biz: Ha M az Edmonds-alg outputja és Z a bels6 csiicsok
halmaza, akkor v(G) > |[M| = % (|V|+ |Z| — o(G — Z)) >
min{3 (|V|+|X| = o(G — X)) : X C V(G)}.

Legyen M egy v(G) méretii

parositds G-ben. Tetsz. X C "

V(G) esetén G — X minden

paratlan komponensének van

legalabb egy olyan csticsa, :

amibdl nem fut M- beli él a komponensen beIuI Ezen legaldbb

o(G — X) cstcs koziil legfeljebb | X| csticsnak lehet M-beli parja,

ezért M biztosan fedetleniil hagy o(G — X) — | X| db csticsot. Tehat

v(G) = M| < min{2 (V| +|X| —o(G — X)) : X C V(G)}. [
(1) Az Edmonds-algoritmus outputja max parositas.

(2) Tutte tétele: G-nek pontosan akkor van teljes parositasa, ha

nincs fedetlen csics, azaz ha o(G — X) < |X| VX C V(G)-re. [




Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén
van a (G — v) grafnak teljes parositasa.



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén
van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.
(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén

van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.

(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.

Biz: (1-2) Triv.



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén
van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.
(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
t

artozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.
Biz:



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén

van a (G — v) grafnak teljes parositasa.

(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.
(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.

Biz:  (3) Tfh a G kritikus graf v csicsaba a C ptn kort fijva
kapjuk G'-t és u € V(G'). Ha u € V(G), akkor nézziik G-nek egy
csak u-t kihagyd parositasat. Itt a v-t fedd él olyan élnek felel
meg, ami C egyik csicsat fedi. C maradék csiicsai kiparosithatdk,
ezért van (G’ — u)-nak teljes parositdsa. Ha pedig u € V(C),
akkor G — v teljes pdrositasat kell kiegésziteni a C egy u-t kihagyd
parositasaval, és igy kapjuk G’ — u egy teljes parositdsat.



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén

van a (G — v) grafnak teljes parositasa.

(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.
(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.

Biz:  (3) Tfh a G kritikus graf v csicsaba a C ptn kort fijva
kapjuk G'-t és u € V(G'). Ha u € V(G), akkor nézziik G-nek egy
csak u-t kihagyd parositasat. Itt a v-t fedd él olyan élnek felel
meg, ami C egyik csicsat fedi. C maradék csiicsai kiparosithatdk,
ezért van (G’ — u)-nak teljes parositdsa. Ha pedig u € V(C),
akkor G — v teljes pdrositasat kell kiegésziteni a C egy u-t kihagyd
parositasaval, és igy kapjuk G’ — u egy teljes parositdsat.

(4) Edmonds algoritmusaban minden kiilsé csicsnak megfelelé
ponthalmaz egy pontbdl (ami kritikus) a (2,3) szerinti operacidk
sorozatdval jon létre. O



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén
van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.
(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
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Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén

van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.
(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.
(1) Az Edmonds-algoritmus végén kapott tisztast és belsé

pontok halmazat G minden maximdlis parositdsa lefedi.
(2) Ha a v cstics egy kiilsé ponthoz tartozik, akkor G-nek van v-t
elkeriilé (azaz fedetleniil hagyd) max pérositasa.



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén

van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.

(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.

(1) Az Edmonds-algoritmus végén kapott tisztast és bels6
pontok halmazat G minden maximdlis parositdsa lefedi.
(2) Ha a v cstics egy kiilsé ponthoz tartozik, akkor G-nek van v-t
elkeriilé (azaz fedetleniil hagyd) max pérositasa.

Biz: (1): G max parositasait az Edmonds-algoritmus végén
adédé G’ graf maximalis parositdsaibdl kapjuk a kiilsé csticsoknak
megfeleld kritikus grafok egy-egy max parositasat hozzivéve. Ha a
kiils6 cstcs fedetlen, akkor tetszélegeset, ha fedett, akkor a fedd él
végpontjat kihagydt. Ezért G minden max parositasa csak kiils6
pontba képz8dd csiicsot hagyhat fedetleniil, ahonnan (1) adédik.



Faktorkritikus grafok

Def: A G graf (faktor-)kritikus, ha G minden v csiicsa esetén

van a (G — v) grafnak teljes parositasa.
(1) Ki kritikus. Minden paratlan kor is kritikus.

(2) Kritikus grafba élt behtizva kritikus grafot kapunk.
(3) Kritikus graf csticsdba ptn kort fujva kritikus grafot kapunk.
(4) Az Edmonds-algoritmus barmely fazisdban a kiils csticsokhoz
tartozé ponthalmazok G-ben kritikus részgrafokat feszitenek.

(1) Az Edmonds-algoritmus végén kapott tisztast és bels6
pontok halmazat G minden maximdlis parositdsa lefedi.
(2) Ha a v cstics egy kiilsé ponthoz tartozik, akkor G-nek van v-t
elkeriilé (azaz fedetleniil hagyd) max pérositasa.

Biz: (2): Az Edmonds-algoritmus végén kapott G’-nek van
olyan max parositasa, ami fedetlenil hagyja azt a kiils6 csicsot,
amihez v tartozik. Ezt a fentiek szerint ki tudjuk egésziteni G egy
v-t elkeriil6 max parositdsava. []



Edmonds-Gallai strukturatétel

Def: A G grif esetén D(G) :={v € V(G) : v(G —v) =v(G)}
jeloli a max parositdssal elkeriilhetd csticsokat (deficient vertices),
A(G) := N(D(G)) \ D(G) ezek szomszédait (adjacent vertices),
C(G) == V(G)\ (D(G)U A(G)) pedig a maradék csticsokat
(covered vertices).
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(1) A G — A(G) graf paros
komponenseit a C(G)-beli, paratlan komponenseit pedig a
D(G)-beli csticsok alkotjék. (2) G — A(G) minden paratlan
komponense faktor-kritikus ill. (3) A(G) a Tutte-Berge-formula egy
optimuma, azaz v(G) = 5 (|V(G)| + |A(G)| — o(G — A(G))).
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Def: A G grif esetén D(G) :={v € V(G) : v(G —v) =v(G)}
jeloli a max parositdssal elkeriilhetd csticsokat (deficient vertices),
A(G) := N(D(G)) \ D(G) ezek szomszédait (adjacent vertices),
C(G) == V(G)\ (D(G)U A(G)) pedig a maradék csticsokat
(covered vertices).

(1) A G — A(G) graf paros
komponenseit a C(G)-beli, paratlan komponenseit pedig a
D(G)-beli csticsok alkotjék. (2) G — A(G) minden paratlan
komponense faktor-kritikus ill. (3) A(G) a Tutte-Berge-formula egy
optimuma, azaz v(G) = 5 (|V(G)| + |A(G)| — o(G — A(G))).

Biz: Lattuk, hogy G max parositasai altal elkeriilheté csticsok
(azaz D(G) elemei) pontosan G kiilsé6 pontokba képz6dé csticsai.
Ezért a belsd csticsok alkotjdk A(G)-t, és a tisztas pontjai C(G)-t.
Lattuk, hogy X = A(G)-re G — X minden ptn komponense
egy-egy kiilsé cslicsnak felel meg, és ugyanerre az X-re a
Tutte-Berge-formula eléri a minimumat. Mivel a kiilsé csticsok
kritikus részgréfot feszitenek, (2) is adddik. O
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Hurra!



