ALGORITMIKUS JATEKELMELET zarthelyi 2024. oktober 25.

1. Adott az alabbi iranyitott G graf, amivel két jatékos jatszik. Kezdetben kivalasztjak a grafnak egy
csuicsat, és raraknak egy korongot. A soron kovetkezd jatékos a korongot pontosan ketts egymast
kovets iranyitott él mentén arrébb mozgatja. Az a jatékos veszit, aki nem tud igy lépni.

U1

(a) Rajzoljuk fel ennek a kombinatorikus jatéknak a G’ grafjat.

Gl
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(8 pont)

(b) Hatarozzuk meg ennek a kombinatorikus jatéknak a Grundy-szamozésat. (Ne csak az eredmény,
hanem a szamok meghatarozasanak modja is egyértelmiien deriiljon ki.)

A Grundy-szamozast dinamikus programozassal hatéarozzuk meg a G’ graf egy topologikus

sorrendje szerint visszafelé haladva. (Elég, ha a megolddsbdl ez ldtszik.) (2 pont)
Ismételt forrastorlésekkel meghatarozhatjuk a G’ egy topologikus sorrendjét: vy, vq, v3, vy,
Vs, Ug. (2 pont)

Ekkor G’ Grundy-szamozéasa a kovetkezSképpen adodik:
g(vg) = mex ) = 0,

v1) = mex {g(vs), g(ve)} = mex{0,1} = 2. (8 pont)




Név:
Neptun kod:

2. Két jatékos jatszik n x n-es tablan hexet, ahol n tetszéleges pozitiv egész szam. A masodik jatékosnak
lehetGsége van az els6 1épésében a kezdGjatékos altal kiszinezett mezdt a sajat szinére atszinezni.
Melyik jatékosnak van nyeré stratégiaja?

Tekintsiik a hexnek a kezdGjatékos elsd lépése utani allasat. (1 pont)

1. eset: innen a mésodik jatékosnak van nyerd stratégidja a hexben.
Ekkor (mez6-atszinezés nélkiil) ezt a stratégiat kovetve a mésodik jatékos garantalni tudja a

gy6zelmét a feladatbeli jatékban. (2 pont)
2. eset: innen a kezdGjatékosnak van nyerd stratégiaja a hexben.

Ekkor atszinezéssel a masodik jatékos ,atveheti a kezdjatékos szerepét a hexben”, (2 pont)
és utana a kezdgjatékos hexbeli nyerd stratégidjat kovetve garantalni tudja a sajat gyézelmét
a feladatbeli jatékban. (2 pont)

3. eset: innen semelyik jatékosnak nincs nyerd stratégiaja a hexben.
Mivel a hex-tétel miatt a hex nem érhet véget dontetlennel, ezért ez az eset nem torténhet
meg. (2 pont)

Tehat a masodik jatékosnak van nyerd stratégidja a feladatbeli jatékban. (1 pont)




ALGORITMIKUS JATEKELMELET zarthelyi 2024. oktober 25.

3. Tekintsiik az alabbi stratégiai jatékot.

X Y
Al (-1,1) ] (3,0)
B | (4,-2) | (0,1)

Jel6lje p annak a valdszintségét, hogy a sorjatékos az A stratégiat jatssza, valamint jel6lje ¢ annak
a valoszintiségét, hogy az oszlopjatékos az X stratégiat jatssza.

(a) Irjuk fel az oszlopjatékos tessoep(p, q) Nyereségfiiggvényét.

Uosalop(P,q) =1-pg+0-p(1—q)+(=2)- (1 =p)g+1-(1-p)(1—-¢q) =

=4pg—3¢—p+1=q(dp—-3)—p+1
(2 pont)

(b) A sorjatékos ug(p, q) nyereségfiiggvénye alapjan felrajzolt fiiggvény, ami a sorjatékos legjobb
valaszait irja le, alabb lathato. Hogyan lehet ez alapjan meghatarozni, hogy az oszlopjatékosnak
mikor mi a legjobb valasza? Az oszlopjatékos legjobb valaszait leir6 fiiggvényt rajzoljuk is be
az abraba.

Ha 4p — 3 > 0, azaz p > 3/4, akkor az oszlopjatékos nyeresége a ¢ = 1 valasztassal lesz
maximalis.

Ha 4p — 3 = 0, azaz p = 3/4, akkor az oszlopjatékos nyeresége tetszéleges ¢ € [0, 1]
valasztassal ugyanannyi (és igy maximaélis is) lesz.

Ha 4p — 3 < 0, azaz p < 3/4, akkor az oszlopjatékos nyeresége a ¢ = 0 vélasztéassal lesz
maximalis. (4 pont)

(2 pont)

(c) Mik lesznek a kevert Nash-egyensulyok?

A tanultak szerint a kevert Nash-egyensulyok éppen a legjobb valaszokat leir6 fliggvények
metszéspontjai lesznek. Azaz az egyetlen kevert Nash-egyensily a p = 3/4, ¢ = 3/8
valasztas. (2 pont)




Név:
Neptun kod:

4. Alabb lathato egy kétszemélyes, 0-Osszegli méatrixjaték nyereségmatrixa. Mutassuk meg, hogy az
z = (0, 1/5, 4/5) vektor a sorjatékos, és az y = (7/10, 0, 3/10)" vektor az oszlopjatékos egy
maximin stratégiajat irja le.

-4 0 =2
0 -5 8
3 6 1

Jelolje popr a sorjatékos maximalis nyereségét a legrosszabb esetben, illetve jelolje vopr az
oszlopjatékos minimalis veszteségét a legrosszabb esetben. Neumann tétele szerint popr =

VOPT- (3 pont)
Ekkor
12 . 12 19 12 .
oo, e | = minzA < piopr = vopr < max Ay =
—34/10
24 12
24/10
(6 pont)

Vagyis z valéban a sorjatékos, y pedig az oszlopjatékos egy maximin stratégidja. (1 pont)
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5. Ot jatékos osztozik aranyosan a [0, 1] intervallumon az Even—Paz-eljarassal. Az els6 vagas utan az
els6, a masodik és a harmadik jatékos az [1/5, 1] intervallumon osztozik. E harom jatékos értékeld
eloszlasfiiggvénye alabb lathatd. Hatérozzuk meg, hogy mit kap ekkor a harmadik jatékos.

filz) = folz) =, fs(x) = min(2z, 1)

Minden jatékos megjeloli a sajat értékels eloszlasfiiggvénye szerinti 1:2 aranyi osztoépontjat az
[1/5, 1] intervallumon. (2 pont)
Ehhez az i-edik jatékos azt a legkisebb x; € [0, 1] szamot keresi, amelyre

1
wi([1/5, @) = 3 - wa([1/5,1)
teljesiil, ahol ¢ € {1,2,3}. (Elég, ha ez a szdmoldsbdl kidertiil.) (2 pont)

Ebbdl az els6 jatékosnak
1/5 = L 1 !
g - B 5 )

azaz r1 = 7/15 adodik. (1 pont)
Mivel f; = fy, ezért a masodik jatékosnak zo = z1 = 7/15 adodik. (1 pont)
A harmadik jatékosnak pedig
9 _2_1.0_2)
BT T3 5)

azaz x3 = 3/10 adodik. (2 pont)
Mivel 3/10 < 7/15, ezért a harmadik jatékos kapja az [1/5,3/10][ részt, (2 pont)
a [3/10, 1] részen pedig az els6 két jatékos osztozkodik tovabb.

Ha valaki a 2:1 aranyt osztépontokkal szamol, a pontszam természetesen akkor is jar. Ebben
az esetben x; = xo = 11/15 és x5 = 6/15 adodik, vagyis a harmadik jatékos az [1/5,6/15][=
[1/5,2/5[ részt kapja.




Név:
Neptun kod:

6*. A [0,1] intervallumon szeretne irigységmentesen osztozkodni n jatékos (ahol n tetszéleges pozitiv
egész szam). Tudjuk, hogy az els6 n — 1 jatékos értékels eloszlasfiiggvénye azonos, azaz f; = ... =
fn—1, az n-edik jatékosérol viszont nem tudunk semmit. Javasoljunk hatékony algoritmust a feladat
megoldasara, és hatarozzuk meg az eljaras végrehajtasdhoz sziikséges mérés- és vagas miveletek

szamat.
Ossza fel az els jatékos a [0, 1] intervallumot n egyenld részre. (2 pont)
Ez n — 1 darab vagas 1épéssel megtehetd:
1 2 n—1
fi(z) = ’ fi(ze) = ’ cee fi(vn) = (1 pont)
Vélassza ki az n-edik jatékos a szamara az egyik legtobbet érd részt. (1 pont)
Ez n — 1 darab mérés lépéssel meg tudja tenni:
1 ([0, z1), 11 ([0, z2[), ce tin ([0, 21 (). (2 pont)
Ezekbdl a szdmokboél ugyanis méar minden rész értékét ki tudja szamolni:
a [0, z1[ rész érteke pu, ([0, 21),
az [T1, To| részé /l’n<[07 $2D - Mn([oa 551[)7
az [Ty 2, Tn1] 16528 i, ([0, 2 1[) — pn ([0, Tn2]),
az [x,_1, 1] részé pedig 1 — 11, ([0, zpp—1]). (1 pont)
Ekkor az elsé jatékos nem lehet irigy, hiszen az egyik legnagyobb részt valasztotta. A tobbi
jatékos szintén nem lehet irigy senkire, hiszen szamukra minden rész ugyanannyit ér. (8 pont)




